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Capitolo 1

Generalita

1.1 Preliminari

Una equazione alle derivate parziali € un’equazione differenziale della forma
F(z,u(z), Du(x),...,D™u(z)) =0, x €, (1.1)

ove 2 & un aperto di R, m & un intero positivo (detto ordine dell’equazione),
e F' ¢ una funzione assegnata, che supporremo sempre regolare quanto basta
per poter fare tutte le derivate che sono necessarie. L’incognita e la funzione
u, che sara a priori definita su un certo sottoinsieme aperto di €2; con Du
si denota 'insieme delle n derivate parziali D;u, e in generale D¥u denota
I'insieme di tutte le derivate D%u di u di ordine uguale a k; ricordiamo che,
dato un multi-indice o € N” si ha
oy,

DYy= —m————— ove |o| = « ..t o
Ort - Oxon’ o 1T ... T an,

e che per o, € N™ sono di uso comune le notazioni

al=oq!- oo, =2y oapr Vo e R,

()= G)- ()

L’equazione alle derivate parziali (1.1) & totalmente non lineare. Un’equa-
zione e invece quasi-lineare se dipende linearmente dalle derivate di ordine
massimo e non linearmente dalle altre, mentre ¢ semilineare se ha parte prin-
cipale lineare: la parte principale di una equazione e costituita dai termini



contenenti le derivate di ordine massimo. Infine, una equazione ¢ lineare
se dipende in modo lineare da u e dalle sue derivate. Per esempio, delle
equazioni del secondo ordine

n

> aij(x, u(x), Du(x)) D;Dju(x) + bz, u(x), Du(z)) = 0,

Z ai;(2) DiD;u(z) + b(x, u(z), Du(x)) = 0,
Z%( 2)D; Dju(zx +Zb ) 4 c(x)u(z) = f(x)

la prima e quasi-lineare, la seconda & semilineare e la terza e lineare (omoge-
nea se f =0, non omogenea altrimenti).

La prima questione che ci poniamo ¢ la seguente: che tipo di condizioni ai
limiti occorrono per determinare una (possibilmente unica) soluzione di una
equazione alle derivate parziali? Come vedremo, la risposta a questa doman-
da non & univoca: per certe classi di equazioni sara ben posto il problema
di Cauchy, generalizzazione di quello relativo alle equazioni differenziali or-
dinarie, mentre per altre equazioni l’esistenza e unicita delle soluzioni sara
garantita da differenti tipi di problemi ai limiti.

1.2 Linee caratteristiche

Consideriamo un’equazione quasi-lineare del primo ordine in due variabili:
a(z, y, u(z, y) Jue(z,y) + bz, y, u(z, y))uy (2, y) = c(z, y, u(z,y)),  (1.2)
ove a, b, ¢ sono funzioni regolari assegnate, definite su un aperto Q C R3.

Definizione 1.2.1 Le linee caratteristiche dell’equazione (1.2) sono le curve
v(t) = (x(t),y(t), z(t)) che sono soluzioni del sistema di equazioni differen-
ziali ordinarie

#'(t) = a(z(t),y(1), 2(1))
y'(t) = blz(t), y(t), 2(t)) tel,
Z(t) = elx(t),y(t), 2(1)),

ove I C R ¢é un opportuno intervallo tale che (x(t),y(t), z(t)) € Q per ogni
tel.



Ci sono infinite linee caratteristiche per la (1.2): anzi, per ogni (xg, Yo, 20) € 2
ne passa una e una sola, in virtlu del teorema di esistenza e unicita per i sistemi
di equazioni differenziali ordinarie. Per capire il nesso che intercorre fra linee
caratteristiche e soluzioni della (1.2), & utile il seguente

Lemma 1.2.2 Sia u una soluzione della (1.2). Allora, fissato un punto
(20, Yo, 20) € Q2 tale che zg = u(xwo,yo), la linea caratteristica passante per
tale punto giace interamente sul grafico di u.

Dimostrazione La normale al grafico di u

1
\/ux(xay)Q + Uy(I,y)Z + 1

V(J],y) = (uw(x,y),uy(x,y),—l),

e la (1.2) ci dice che v(z,y) & perpendicolare al vettore

(a(z,y,u(z,y)), b(z,y, u(r,y)), c(z,y, u(x,y))).

Quindi in ogni punto le linee caratteristiche passanti per il grafico di u sono
ad esso tangenti. Cio suggerisce che se una linea caratteristica tocca il grafico
di » in un punto, non potra piu staccarsene. Per verificare questa illazione,
sia (z(t),y(t), z(t)) la caratteristica che per t = 0 tocca il grafico di u in
(%0, Yo, 20): essa risolve il problema di Cauchy

) = ba(t),y(0), 2(0) e
(t) = e(z(t), y(1), 2(t))
2(0) =z, y(0) = 4o, 2(0) = 20,
Sia ora (£(t),n(t)) la soluzione del problema di Cauchy
§'(t) = a(€(t),n(t), u(€(t),n(t)))
1'(t) = 0(&(), n(t), u(£(t), n(1))) tel (1.4)

2(0) = z0, y(0) =0,

e consideriamo la curva I' di componenti (§(t),n(t), u(&(t),n(t))), che & evi-
dentemente contenuta nel grafico di u. Anche questa curva risolve il problema



(1.3): infatti, le condizioni iniziali sono ovviamente verificate; inoltre, dato
che u risolve la (1.2), si ha

(6 1) = walEm)a(E,m, wE,m) + (€ mbLE 7, w(E 1)) = €€, ulE, ),

e di conseguenza anche le prime due equazioni sono soddisfatte. Per unicita,
deve percio essere o(t) = (), y(t) = n(t) e 2(t) = u(€(t), n(t) = u(x(t), y(t))
per ogni t € I. Questo ci dice che la caratteristica giace interamente sul
graficodi u. 0O

Dal lemma precedente segue che il grafico di ogni soluzione e 'unione di linee
caratteristiche. Vale anche il viceversa, nel senso che I'unione di una famiglia
a un parametro di linee caratteristiche forma il grafico di una soluzione della
(1.2). Sia infatti {7s}ses la famiglia di caratteristiche che per ¢ = 0 attraversa
una fissata curva regolare I' parametrizzata da (z(s), yo(s), uo(s)), s € J;
supponiamo in piu che valga la condizione di trasversalita

o(s) Yo(s)
96 afane) o5 Mool ate) ) FO oSS (49
la quale esprime il fatto che la curva dei dati iniziali I' non ¢ mai pa-
rallela alle caratteristiche. Siano (x(s,t),y(s,t),2(s,t)) le componenti di
vs(t). A causa di (1.5), Papplicazione (s,t) — (z(s,t),y(s,t)) ¢ invertibi-
le in un intorno di ciascun punto (s,0). Scriviamo linversa nella forma
(x,y) — (s(x,y),t(z,y)): essa ¢ definita in un intorno U di (z(s),y0(s)), €
si ha

-1
CE ) N G
ly ty Ys Yt Tl — Ysly \ —Ys  Ts ’ ’

ove le quantita negli ultimi due membri sono calcolate in (s(z,y),t(z,y)).
Proviamo che la funzione u(x,y) = z(s(x,y),t(z,y)), il cui grafico & unione
di tratti delle curve ~,, & soluzione della (1.2). Si ha, utilizzando (1.3),

auy +bu, = a(zs8; + 2ity) + b(2ssy + 2ty) =
1

= rya (azsb — azys — bzsa + bzyxs) = 2z = c(x, y, u).

Inoltre

U(SEO(S)ayo(S)) = u($(3’0)7y(370)) = Z(S’ 0) = u0(3)7
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ossia il grafico di u contiene la curva iniziale IT'.

Da questa discussione si conclude che per trovare una soluzione dell’equazione
(1.2) si deve prescriverne il valore ug(s) su una data curva piana (zo(s), yo(s))
che sia trasversale al vettore (a,b), cioe sia tale che valga (1.5): questo ¢ il
problema di Cauchy associato all’equazione. Il metodo sopra esposto consen-
te allora di determinare la soluzione riducendo lo studio dell’equazione alle
derivate parziali a quello di infinite equazioni differenziali ordinarie lungo le
caratteristiche.

Si osservi che se invece prescriviamo il dato iniziale su una linea caratteristi-
ca, in generale non troveremo soluzioni: infatti, imponendo che una soluzione
w verifichi u(z(s),y(s)) = ¢(s) lungo una curva che nel punto s ¢ parallela
ad una caratteristica, poiché i vettori

(«'(s),4'(s)) e (a(z(s),y(s), (s)), b(x(s), y(s), (s)))

sono paralleli, esistera un numero k(s) tale che

'(s) = k(s) a(z(s),y(s), 0(5)),  y'(s) = k(s) b(z(s), y(s), ¢(s));

pertanto nel punto s dovra aversi

c(z(s),y(s),¢(5)) =

(£(5), y(5))uta ((5), y(5)) + b2 (5), (), 0(5) )y (2(5). y(5)) =
- % (' (3)u((5), y(5)) + o/ (8)uuy ((5) y(5)) = % &(5),

il che in generale non sara vero per una generica funzione .

=

Esempio 1.2.3 Consideriamo 1’equazione semilineare del primo ordine

uz(z,y) + uy(z,y) = u(z,y)?,  (z,y) € R%
Le linee caratteristiche sono le soluzioni del sistema

Z(t) =1
y'(t) =1 tel,
2 (t) = 2(t)?

e quindi, come si verifica facilmente, sono le curve

1
r=t+h, y=t+k z2=——7—, t e R,
t+m



ove h, k,m sono costanti arbitrarie. Fissiamo la curva iniziale v definita da
zo(s) = —s, yo(s) = s (che soddisfa ovviamente alla condizione di trasversa-
lita (1.5)), prescriviamo su di essa un dato regolare ug(s) e definiamo la curva
I' mediante le equazioni xo(s) = —s, yo(s) = s, z0(s) = up(s). Si noti che,
essendo 'equazione semilineare, la trasversalita e indipendente dalla scelta
del dato ug. Le linee caratteristiche uscenti da punti di I' hanno equazioni
parametriche

1 o w(s)
t— 1 1 —tuy(s)’

uo(s)

x(s,t) =t—s, y(s,t)=t+s, z(s,t)=-—

la funzione z(t, s), per s fissato, & definita sulla semiretta | — oo, #(s)[ quando
up(s) > 0, sulla semiretta ]#(s), +o00[ quando ug(s) < 0, e (ovviamente) su
tutto R quando wuy(s) = 0.

Invertendo le prime due relazioni, si trova

y—x
2 2

S =
se ne deduce che la soluzione del problema

{ us(2,y) + uy(z,y) = u(z,y)?

U|F(s) = UO(S)

¢ la funzione

u(z,y) = 2(s(z,y), t(z.9)) = T (1.6)

essa ¢ definita sull'aperto {(z,y) € R? : 2 u(%5) < 1}, il quale chiara-
mente contiene la curva iniziale.

Si puo notare che la soluzione dipende non da una costante arbitraria, co-
me succede per le equazioni ordinarie del primo ordine, ma da una funzione
arbitraria (di classe C'!).

Osservazione 1.2.4 In modo analogo, per una equazione quasi-lineare del
primo ordine in n variabili

Zai(x, u(z))Dju(x) = c(z,u(z)), x €,
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le linee caratteristiche sono le curve z(t) che risolvono il sistema

(
{;@:cm ai(x(t), i=1,....n,
42(t) = c(z(t), (1)),

e occorrera precisare il dato iniziale wuy(s) lungo una superficie (n — 1)-
dimensionale S, parametrizzata da z = p(s), s € U C R""! in modo che in
ogni punto essa sia trasversale al vettore dei coefficienti a(¢(s), ug(s)) (ove
a=(a,...,a,)). Cio si esprime scrivendo che

(a(e(s),uo(s)),v(s))n #0 Vs €U,

ove v(s) ¢ la normale a S nel punto ¢(s). Questa condizione si esprime
dicendo che i dati (S, ug) sono non caratteristici.

Osserviamo, per concludere, che vi ¢ un’ampia teoria delle caratteristiche
anche per le equazioni del primo ordine totalmente non lineari, nonché per
sistemi di equazioni del primo ordine: per approfondimenti si rimanda a [3],

[5]-

1.3 Risoluzione delle equazioni del primo or-
dine

Per determinare I'insieme delle soluzioni dell’equazione quasi-lineare in due
variabili

a(z,y, u)u, + b(z, y,u)u, = c(x,y,u), (1.7)
vi € un metodo, dovuto a Lagrange, che fa uso delle linee caratteristiche
dell’equazione, cioe delle soluzioni del sistema di equazioni ordinarie (1.3),
ed & per quasto noto come metodo delle caratteristiche. Se supponiamo ad

esempio a(x,y, z) # 0 in una fissata regione ) C R3, tale sistema equivale a
quest’altro:

dy _ bz,y,2)
dz  c(x,y, z)
dr a(z,y,z)’
ovvero, in forma vettoriale, ponendo Y = (Z) e A= (ZZ),
dy
%:A(CL’,Y), xG],



ove I & un opportuno intervallo tale che (x,Y (z)) € Q per ogni x € I. Le
soluzioni di questo sistema saranno della forma

Y = ®(z,0), xel,

ovvero, in forma scalare,

{ Ziigizi g vel (19)

ove h e k sono costanti arbitrarie. Supponiamo di poter risolvere questo
sistema rispetto a (h, k), cioe che risulti

(e, )
det —— #0 1.10
in tutti i punti (h, k) tali che si abbia (z, p(z, h, k), ¥ (x, h, k)) € Q. Possiamo
allora scrivere, almeno localmente,

h = p(.T,y,Z)
{ s (1.11)

e le (1.11) esprimono implicitamente le soluzioni del sistema (1.8). Si osservi
che allo stesso sistema saremmo arrivati supponendo b(z,y,z) # 0 in Q; si
noti anche che la matrice

4z 4y 4

ha rango massimo, poiche il suo terzo minore ¢ l'inverso del determinante
(1.10). Si ha allora:

Teorema 1.3.1 Si consideri l'equazione quasi-lineare (1.7), ove a,b,c sono
funzioni regolari sull’aperto Q@ C R3 tali che a® +b> > 0 in Q. Allora tutte
le soluzioni u(x,y) di tale equazione sono esprimibili implicitamente nella
forma

F(p(x,y,u(z,y)), q(z,y, u(z,y)) =0 (1.13)

ove F' ¢ un’arbitraria funzione di classe C' con gradiente mai nullo, e p,q
sono le funzioni che compaiono in (1.11), sulle quali si assume che la matrice
(1.12) abbia rango massimo.

Dimostrazione La chiave di tutto il ragionamento sta nel seguente

8



Lemma 1.3.2 Siano f, g funzioni di classe C* su un aperto Q C R2. Si ha

( fm($7y> f?J(x?y)

9:(,y)  gy(z,y) ) =0 Vlzyen (1.14)

se e solo se per ogni (xo,yo) € ) esistono un intorno U C Q di (xq,yo),
un intorno V-.C R? di (f(xo,y0), 9(x0,y0)) ed una funzione F € C*(V) con
gradiente mai nullo, tali che

F(f(z,y),9(z,y)) =0  V(z,y) € U. (1.15)

Dimostrazione (<=) Supponiamo che valga la (1.15), ove F'(s,t) ¢ di classe
C' con gradiente mai nullo. Derivando tale identita si trova il sistema

Ff,9)fu+ Ff.9)9, = 0 |

e poiché F? + F? > 0, deve valere la (1.14) in U. Ma U & un intorno del
punto (zo, ¥o), arbitrariamente scelto in Q: ne segue che la (1.14) vale in €.

(=) Supponiamo che valga (1.14) in Q. Sia (zg,yo) € Q. Se in Q sono
identicamente nulli tutti gli elementi della matrice, allora le funzioni f e ¢
sono costanti in un intorno connesso U di (xg, yo):

flx,y)=h, glx,y)=k inU,

e si ottiene la tesi con la funzione F'(¢,n) = £+n—h—Fk. Se invece la matrice
ha rango 1, allora esiste una funzione c¢(z,y) tale che

grad g(z,y) = c(z,y) - grad f(z,y)  V(z,y) € Q, (1.16)

e possiamo supporre, ad esempio, che sia f,(zo,y0) # 0, cosicche vi ¢ un
intorno rettangolare A x B in cui f, # 0. Posto § = f(zo,y0), la funzione

G(x,y,§) = & — f(x,y) verifica
G (0, 10,&0) = 0, Golz,y,8) = —folx,y) 0 V(z,y,£) € Ax B xR;

quindi, per il teorema del Dini, esistono un parallelepipedo aperto I x Jx K C
A x B x R centrato in (g, yo,&o) ed una funzione v : J x K — I di classe



C1, tali che per ogni (y,£) € J x K vi ¢ un unico x € I per il quale valgono
le tre condizioni, fra loro equivalenti,

Gr,y,) =0 <<= {=flr,y) <= =79,

e in particolare si ha

E=f(v(y,€),y)=0in I x K,  2—7(y, f(z,y) =0in U,

ove U ¢ I'aperto non vuoto (I x J) N f~1(K). Inoltre vale la relazione

—fa(Y (W, ©)s ) (:€) — fy((y:6),y) =0 in J x K.

Poniamo adesso

D(y, &) = g(v(y,€),y) Y, e x K:

allora si ha, utilizzando la (1.16),

Ly(y, &) = 9:(v(¥, ), V)W, 8) + 9,(v(v,6),y) =
= (v, &), ) [fe (Y (1,8, )y (1, 6) + fy(v(y,€),y)] =0in J x K.

Dunque la funzione I'(y, ) dipende in realta soltanto da £. Consideriamo
allora la funzione

F(&n) =n—-T(), (€n) € K xR:

il suo gradiente non ¢ mai nullo, e in U si ha, essendo z — v(y, f(x,y)) =0,

F(f(x,y),9(x,y)) = g(z,y) = T(f(z,9) = 9(x,y) — g(v(=, f(z,y)),y) = 0.

Cio prova la tesi del lemma. 0O

Osservazione 1.3.3 Due funzioni f, g che verificano la (1.15) in un aperto 2
si dicono funzionalmente dipendentiin €. Sinoti che questa nozione e piu de-
bole della lineare dipendenza: due funzioni f, g linearmente dipendenti sono
anche funzionalmente dipendenti, perché se risulta ¢ f(z,y) + cag(z,y) =0
e sufficiente scegliere F'(a,b) = cja + c2b, pero il viceversa non e vero, come
mostrano le funzioni cosz e sin x.

10



Torniamo alla dimostrazione del teorema 1.3.1. Proviamo anzitutto che se
u ¢ definita implicitamente dalla (1.13), allora u ¢ soluzione della (1.7). Dal
lemma 1.3.2 ricaviamo che si ha

det =0, (1.17)
Dy + DUy Gy + q Uy

ossia, svolgendo i calcoli,
u:r:[szy - prz] + uy[pxq,z - poI:c] + [pry - prx] = 0.

In altre parole, si ottiene la relazione

A(p,q) p,q) _ . 9p,q)
u, det + u, det 2z0) = det 2wy

9(y, 2)
Adesso analizziamo le soluzioni implicite del sistema (1.8), ossia le (1.11). Si
tratta di due superfici la cui intersezione € una curva caratteristica: ne segue
che in ogni punto in cui vale (1.11) deve valere anche il sistema

(1.18)

apg + bpy +cp, =0
aqz + be +cq. =0,

il quale esprime il fatto che le normali alle due superfici sono ortogonali ad
(a,b,c). Da qui si ricava, con noioso ma facile calcolo,

{ adet 229 _pdet 22 _

aza) Ay,

z)
adet 229 _ . qet 2pa) _
O(z,y)

(1.19)

0(y,2)

Per ipotesi, uno dei tre minori della matrice % ¢ non nullo: supponiamo
ad esempio che sia
A(p, q)
det # 0. 1.20
9. 20
Allora, sostituendo le relazioni (1.19) nella (1.18), si ottiene
0 0 0 0
cdet 209 _ 4ot 000 _ g 000) + buy det (n.9)
Ay, 2) o(z,y) Ay, 2) Ay, 2)

e da (1.20) si conclude, finalmente, che u(z,y) ¢ soluzione dell’equazione

(1.7).

11



Proviamo ora, viceversa, che se u(x,y) € soluzione di (1.7), allora esiste una
funzione F tale che w si rappresenta nella forma (1.13). Moltiplichiamo
I'equazione (1.7) per la quantita (non nulla, in virtu di (1.20))

o(p,q)
Ny, 2)’

utilizzando le (1.19), e supponendo ad esempio a # 0, si ricava la (1.18),
la quale, come si € visto in precedenza, ¢ equivalente alla condizione (1.14).
Pertanto otteniamo

ot < aep(z,y,u(z,y))  ple,y, u(z,y)) )

wa(z.y,u(z,y) galzy,ulz,y))

Dal lemma 1.3.2 segue allora che vale la (1.13). O

det

=0 inQ. (1.21)

Esempi 1.3.4 (1) L’equazione semilineare dell’esempio 1.2.3 ha le due fa-
miglie di caratteristiche y —x = h e % + x = k: e in effetti, come e giusto,
la soluzione del problema li considerato, ossia la funzione (1.6), soddisfa
I’equazione implicita

1 . 1 y—x
P xr = i ,
u(z,y) uo(457) 2
e dunque fa parte della famiglia F’ (y —x, % + x) = 0, scegliendo
1 S
F(s,t) =t — S
(s2) up(s/2) 2

(2) Consideriamo ’equazione quasi-lineare
Tuu, +yuu, = —(1* +y?). (1.22)

[ tre coefficienti a(x,y,2) = xz, b(z,y,2) = yz e c(z,y,2) = —(22 + 3?)
sono funzioni di classe C! su tutto R3. 1l sistema (1.8) diventa, in qualunque
regione in cui xz # 0,

dy y dz 2 + y?

de z’ dx xz

e le sue soluzioni sono, come si verifica per integrazione diretta,

y =z, h k) =hx, z=1v( hk)=4Vk—-(1+h2)22 (heR, k>0),
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ove il segno di z dipende dalla regione in cui ci si trova. Si noti pero che tale

_k_
1+h2>

anche in tali punti, avendo una discontinuita solo per z = 0: quindi si puo
rimuovere la condizione z # 0. Risulta inoltre

segno cambia per v = + e la funzione z(z) risultante ¢ di classe C*

det A, 1) — det u $\/ 1+h2 _ T
d(h, k) 0 +o7——rs (1+h2) 2\/11: 1+ h?)z

tale determinante ¢ non nullo per ogni h,k quando x # 0. Risolvendo il
sistema sopra scritto rispetto a h, k si ottiene facilmente

y
T

h===pr,y,z2), k=z24+2"+y"=q(z,vy,2).

Si conclude che l'insieme delle soluzioni della (1.22) nella regione {(z,y, 2) :

x # 0} ¢ dato da
F(2a2+y2+22) =0
x
con F funzione arbitraria di classe C! tale che VF # 0.

(3) In certi casi per risolvere il sistema delle caratteristiche ¢ utile il metodo
dei moltiplicatori. Si osserva anzitutto che se a,b, ¢, d, e, f sono numeri reali
tali che § = ¢ = ?, allora per ogni A, i, v € R non tutti nulli risulta, come ¢
immediato verificare,

Aa+pctrve a ¢ e

MN+ud+vf b d f°

Vediamo come 1'uso di questo trucco possa talvolta semplificare di molto il
calcolo: consideriamo ad esempio ’equazione differenziale quasi-lineare

(2% — y* — u)u, + 22yu, = 27U,

le cui caratteristiche sono le soluzioni del sistema

xl yl Z/
¢ -yt —z 2y 2xz

Si ha allora



inoltre, scelti A = z, p = y, v = z (i moltiplicatori), sommando le tre
equazioni moltiplicate per tali quantita, troviamo

2 xx' +yy + 22 o gy 42
2vz  x(a? —y?2 — 22) +y(2zy) + 2(212) (2 +y2 +22)]
da cui ;g
Z; == In(z® + y* + 2°)
e, integrando,
22+ y? + 22

=k.
z

Dunque I'insieme delle soluzioni dell’equazione data €, in forma implicita,

F(QM) _o

z z

1.4 Derivata normale e derivate tangenziali

Sia 2 un aperto di R" e sia S = {z € Q: ¢(x) = 0} una superficie regolare

(n — 1)-dimensionale con versore normale v(x) = ‘gzg'. Se u € una funzione

regolare definita su €, la sua derivata normale rispetto a S e

%(m) = (v(@), Vu(@)), = > _vi(z)Diu(r), xz€S,

i=1
mentre tutte le derivate direzionali di u della forma

%(:p) = ZTZ‘@)DW(JU), con (1(z),v(z)), =0

i=1

si dicono derivate tangenziali di u rispetto a .S.
Definiamo adesso le derivate normali e tangenziali di ordine superiore.

Definizione 1.4.1 Sia S = {z € Q : ¢(z) = 0} una superficie regolare con
Vo(z)

[Vé(z)| -
Q, ogni espressione della forma 3, _\ aa(x)D%u(), ove gli aq verificano la
relazione »_, ;. aa(@)v(x)* = 0, si chiama derivata tangenziale di ordine

k diu rispetto a S. Lespressione ), v(z)*D*u(x) si chiama derivata

versore normale v(x) = Se u é una funzione regolare definita su

normale di ordine k di u rispetto a S, e si denota con ng}j(:v).

14



In particolare, per k£ = 2 sono derivate tangenziali di u rispetto a .S le quantita
> i i1 @ij(x) DiDju(x) se vale la condizione Y7, g;;(x)vi()v;(z) = 0, men-
tre la derivata normale seconda %(m) e datada ', vi(z)vi(x)D;Dju(z).
Il lemma che segue mostra come decomporre una qualunque derivata di
una assegnata funzione wu nella somma di una derivata normale piti una

tangenziale.

Lemma 1.4.2 Sia Q@ C R™ un aperto, sia S C ) una superficie regolare
(n — 1)-dimensionale, e sia u :  — R una funzione regolare. Allora:

(i) perk=1,...,n si ha

Diae) = () () + 5-(2),

ove T, = e, — (ex, V)V € un vettore tangente a S;

(ii) per h,k=1,...,n si ha

Dy Dpu(z) = I/k(m)l/h(l')%(l’) + Z Qnkij(x)D;Dju(x),

1,j=1

ove l'ultimo addendo ¢ un’opportuna derivata tangenziale di ordine 2
rispetto a S;

(iii) il valore di ogni derivata tangenziale diu di ordine 2 rispetto a S dipende
soltanto dai valori di uls e di %‘S (oltre che, naturalmente, da S
stessa).

Dimostrazione (i) Basta osservare che

a n
Dyu — l/k—u = Z(é;ﬂ — ;) Diu

ov —

(ove 0;; = 0 per @ # j e 0;; = 1 per i = j), e che il vettore 75, di componenti
(Tk): = Oki—VyV; € tangente a S in quanto 2?21(513@‘—%%‘)% = (1-[v|]?) = 0.

15



(ii) Si ha, applicando (i) alla funzione Dju,

0 0 & 0
DthU = @ Dhu + a—thu = Zl Vkl/iDh<DiU) + a—Tthu =

0
—Dhu =

= Z VkVi(Sth]’Di’U/ + aTk

4,j=1
n

0
= Z veVi(Th); + vnvj]D;Div + —Dpu =
8Tk

z‘jﬂ
= ZVsz Du+kahZVzujDDu—l— 8Du.
1,7=1 ak

Da qui segue intanto

0

0
D.Dyu — vy, ”ZI viv;D;Dju = Z ViV — o Du + a—Tthu; (1.23)
inoltre, proseguendo il calcolo, e applicando (i) a Dju,
0%u
Dth’LL - I/kyha 5 =

= Z vevi(Th); D Div + Z(Tk>thDj“ =
z‘jﬂ jfl

_ZVkVZTh DDu—kZm [Vh Dju + 9 —D.u| =
=1 67’h J

- Z (veri(ma); + (i) + ()3 ()i ) DDy
ij=1

La tesi segue osservando che

n

Z <ykul(7h) + vpvi(); + (7)1 ()i )Vil/j _

ij=1
= V|V (Th, V) + BV (T, V)0 + Ty V) (T V) = 0.
(iii) In virtu di (i), i valori di D;u su S, per i = 1,...,n, sono determinati
dai valori di u|s = ¢g € au‘s ©01:
Op
Diuls = vip1 + 9 2.
Ti

16



Fissiamo adesso una qualunque derivata tangenziale ), gux D Dyu: poi-
ché 37 o qrviv = 0, da (1.23) si avra

Z G DpDyu = Z QthhVJa Dju + Z Qhk_DkU

k=1 hk,j=1 k=1

e in definitiva tale derivata dipende soltanto, tramite le D;u e Dyu, dai valori
Yo = ulg e p1 = %‘s‘ O

Utilizzando le derivate normali e tangenziali a una superficie, siamo in grado
di vedere come sono fatte le caratteristiche nel caso di equazioni alle derivate
parziali del secondo ordine. Consideriamo 1’equazione quasi-lineare

Z a;j(x,u, Du)D;Dju = b(x, u, Du), reQCR", (1.24)

1,j=1

ed il problema di Cauchy che si ottiene accoppiando tale equazione con le
condizioni ai limiti
ou

uls =¢o, | = (1.25)

S

In analogia con il caso delle equazioni quasi-lineari del primo ordine, diremo
che la terna (S, ¢o, 1) € caratteristica per I'equazione (1.24) se risulta

n

Z a;j(z,u(x), Du(z))v(x)v;(z) =0 Ve e S. (1.26)

4,j=1

Si noti che in virtu di (1.25) e del lemma 1.4.2 i valori di u|s e delle derivate
Dyuls sono noti, poiché dipendono dai valori di ¢g e ¢1. Dunque, lo stesso
accade per il valore su S dei coefficienti a;;(x,u, Du) e del secondo membro
b(x,u, Du) dell’equazione (1.24). D’altronde, la parte principale L(u) =

> i i1 @ij(z,u, Du)D;Dju della (1.24) vale, sempre in virti del lemma 1.4.2,

. 0
L(u) = Z aij(m,u,Du)uZVja Z + Z a;j(z,u, Du) Z Qijrs DrDsu,
2,7=1 1,7=1 r,s=1

ove nel secondo addendo vi e una derivata tangenziale rispetto a .S. Se ora
supponiamo che la terna (5, g, ¢1) sia caratteristica, troviamo che il primo
addendo ¢ nullo: pertanto anche il valore di L(u) dipende solo dai valori di ¢
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e 1. Quindi, il valore in S della quantita L(u) — b(z, u, Du) ¢ determinato,

e in generale esso non sara necessariamente nullo. Cio significa che, quando

(S, o, 1) € caratteristica, di regola non esisteranno soluzioni dell’equazione

(1.24) soddisfacenti alle condizioni ai limiti (1.25).

Quando al contrario i dati sono non caratteristici, il lemma 1.4.2 mostra

che i valori delle derivate seconde D;D;u dipendono da ¢y, ¢; e dalla de-
9%u

rivata normale seconda 9-3; ma quest’ultima si puo ricavare dall’equazione

differenziale, poiché risulta

0%u 1

n
ov? Zi,j:l QijVilj

L(u> - Z Qi Z QijrsDrDsu] -

i,j=1 r,s=1

1 n n

= Zn Ui s - § Q5 E QijrsDrDsu+ b(x,u, Du) y
,j=1""17"1"g ij=1 r,s=1

ove il termine Z? =1 @ij 225:1 ¢ijrs Dr Dsu & una derivata seconda tangenzia-
le, dunque anch’esso dipendente solo da ¢y e ¢;. Questo rende plausibile
'idea che sia ben determinata una soluzione del problema di Cauchy (1.24)-
(1.25): in effetti il teorema di Cauchy-Kovalevskaya, che dimostreremo nel
paragrafo successivo, assicurera l’esistenza e ['unicita della soluzione quando
i dati (S, ¢o, ¢1) sono non caratteristici.

Osservazione 1.4.3 Se '’equazione e semilineare, ossia della forma

> aj(x)D;Dju =b(z,u,Du), € QCR", (1.27)

ij=1
allora la condizione che la terna (S, g, ¢1) sia caratteristica si riduce a

n

> aij(@)wi(a)v(z) =0,

3,7=1

ed & dunque indipendente dai dati ¢g, 1. In questo caso si parla percio di
superficie caratteristica per il problema (1.27)-(1.25).

1.5 Il teorema di Cauchy-Kovalevskaya

Il principale enunciato di esistenza per equazioni alle derivate parziali di for-
ma generale e senza dubbio il teorema di Cauchy-Kovalevskaya, che stabilisce
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'esistenza di una soluzione (locale) analitica quando i coefficienti dell’equa-
zione e i dati ai limiti sono analitici e non caratteristici. Si tratta di un
risultato importante, ma non sempre decisivo, nel senso che per molte equa-
zioni alle derivate parziali il problema di Cauchy non e significativo; del resto
non sempre i dati e i coefficienti di un’equazione sono analitici e in tal caso
questo teorema non si applica. Inoltre, esso garantisce una soluzione unica
nella classe delle funzioni analitiche, ma non e escluso a priori che vi possano
essere altre soluzioni, non analitiche.

Teorema 1.5.1 (di Cauchy-Kovalevskaya) Si consideri l’equazione alle
derivate parziali quasi lineare del secondo ordine

Z a;j(x,u(z), Vu(z))D;Dju(zr) + a(z, u(z), Vu(z)) =0, x€Q, (1.28)
ij=1
con le condizioni ai limiti

ou

uls = w0, o1 =1 (1.29)
S

ove Q0 € un aperto di R", S = {x € Q: ¢(x) = 0} é una superficie regolare
(n — 1)-dimensionale con, in particolare, [V o| # 0 in S. Se ¢, o, ¢1, aij, a
sono funzioni analitiche dei loro argomenti, e se i dati (S, g, 1) sono non
caratteristici, 0ssia

n

Z a;j(z, po(z), Du(x))v;(z)vi(x) # 0 Vo € S,

4,j=1

allora per ogni xo € S esiste p > 0 tale che il problema ha un’unica soluzione
u analitica in B(xo, p).

Si noti che nei punti di S le derivate D;u(x) dipendono soltanto dai dati ¢
e 1 in virtu del lemma 1.4.2.

Dimostrazione Procederemo in varie tappe.
12 tappa: riduzione al caso in cui S C {z € R" : 2, = 0}.

Fissato xy € S, poiché |Vo(zg)| # 0 possiamo supporre che sia D,,¢(zq) # 0.
Consideriamo la trasformazione 1 : R" — R" definita da

Y=z, 1=1,...,n—1,

Y(z) =y,  ove {

Yn = O(T1, ..., Tp).
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Allora la matrice Jacobiana di ¢ ¢

In—l .
Ju(x) = : ,
() 0

Dig(x) -+ Dno1¢(x) Dng(x)

cosicché det Jy(zg) = Dpp(xo) # 0. Per il teorema di invertibilita loca-
le, esiste un intorno U di xy tale che |y € invertibile; in particolare si
ha ¥ = ¢(SNU) ={y €V :y, =0} ove Ve un intorno del pun-
to yo = ¥(xp) € X. Naturalmente, il versore normale alla superficie ¥ &
e, =(0,...,0,1) e R™.

Vediamo come si trasforma l'equazione. Sia v(y) = u(¢"'(y)) la nuova
incognita: dalla relazione u(x) = v(¥(z)) = v(xy,...,Th_1,0(x1,...,2y,))
segue

Diu(z) = Div(¢p(x)) + Dpv(¢(z))Dig(x), i=1,...,n—1,
Dyu(z) = Dyo(y(x)) Dpd(z),

ed anche

+ [D;Dpv(y(2)) + Dro(v(2)) Db (x)| Did(x)+
+ Dyv(¢(x))D;Dig(z), ihwj=1,....,n—1,

(
Dy Diu(x) = Dy Div(ih(x)) Dnd(x) + Dyv (¢(I)) n¢( )Dig(x)+
+ Dyv(y(x))D, Dlgb(:v) i=1,. -1,
(@)[Dn

)
Dyu(x) = Div(y(2))[Dnd(2)]* + Dpo((x ))Diczﬁ(l’)-

Osserviamo che la dipendenza di queste derivate dalle derivate seconde di v ¢
lineare. Se, per ogni derivata Dy, Dyv, raggruppiamo in un singolo termine by,
gli addendi a;; relativi a derivate D;D;u che contengono Dy Djyv, otteniamo
allora che la (1.28) si trasforma in un’equazione del tipo

(1.30)

> by, v(y), Vo)) DaDyo(y) + by, v(y), Vu(y)) =0, y €V, (1.31)
k=1

ove nella funzione b sono inglobati tutti i termini che non contengono derivate
seconde di v. Si vede dunque che la (1.31) ha la stessa forma della (1.28).
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Vediamo come si trasformano le condizioni ai limiti. Chiaramente la prima,
uls = g, & equivalente a v|y = @yo1~!. La seconda condizione, % s =¥1,
diventa:

prov () = 3 Dl (W) ila) =

= Z[Dw(y) + Doo(y)Did(x)]vi(z) + Dypv(y) Dud(x)vp () =
= 3 Do) i+ Dol Do)
1 B
P = |D¢<¢—1<y>>|[*”1w W
N oty Do @)
2 Do )(”mas(w—l(ym] e

Quindi le nuove condizioni ai limiti sono del tipo

vls =0, Dnvls =11, (1.32)

con vy e ¢y funzioni analitiche al pari dei coefficienti by e b della (1.31).

Inoltre i nuovi dati sono ancora non caratteristici, ossia risulta in ogni punto
di X

Z bhk<€n)h(en)k == bnn<y17 ce oy Yn—1, 07 %7 Dﬂﬂo’ ey anﬂbo’ 2ﬂl) 7£ 0.
h,k=1

Infatti, poiché b,,, ¢ la somma di tutti i coefficienti a;; tali che I'espressione
di D;D;u contiene la derivata D2v, dalle (1.30) & facile riconoscere che

bnn(yl; sy Yn—1, 07 wo; D1¢07 ey Dn—lw();wl) -
= bnn(yv v, VU>|E = <22j:1 aij(x7 u, VU)DZ¢DJ¢) ‘S = (133)
= (ZZJ':1 a;;(z, u, Vu)uz-z/j\DqﬁP) < # 0.
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Abbiamo cosi ottenuto il nuovo problema (1.31)-(1.32), che & equivalente a
quello originario.

22 tappa: trasformazione del problema (1.31)-(1.32) in un sistema quasi
lineare del primo ordine.

Aggiungiamo all’incognita v altre n variabili dipendenti pq, ..., p, , corrispon-
denti alle derivate prime di v. Corrispondentemente, aggiungiamo alla (1.31)
nuove equazioni che legano le nuove incognite in modo coerente:
Dyv = Pn s
. (1.34)
D.p;=Dip,, 1=1,...,n—1.

Si tratta di n equazioni, alle quali si aggiunge la (1.31), che riscriviamo cosi:

Z bhk(yav7p17 o 7pn>>thk + b(y71}7p17 e 7pn) = 07 Yy € M
h,k=1

ovvero, isolando il termine che contiene D,p, e ricordando (1.33),

n—1 n
1
ann = _b Zzbhk(y7vap17"'7pn)thk+
nn<y7v7p17"'7pn) h=1 k=1
o (1.35)
+ank(yvv7p17"'apn)ank+b(yavap17"'7pn) .
k=1

Al sistema di equazioni (1.34)-(1.35) associamo le condizioni ai limiti che
ricaviamo dalle (1.32):

Vg =%, pils=Dityg i=1,....n—1), puls=11. (1.36)

Occorre pero verificare che il problema di Cauchy (1.34)-(1.35)-(1.36) ¢ equi-
valente al problema di Cauchy (1.31)-(1.32). E chiaro, per costruzione, che se
v & soluzione del problema (1.31)-(1.32), allora (v, Dyv,... D,v) & soluzione
del sistema (1.34)-(1.35)-(1.36). Per provare il viceversa, poniamo

0i(y) = pi(y) — Div(y).  i=1,....n,

e proviamo che le funzioni J; sono tutte nulle. L’equazione D,v = p, dice
intanto che 9, = 0. Allora per i = 1,...,n — 1 si ha, grazie all’equazione
ani =D iPn

Dn5z = anz - DnDzU - Dl<pn - Dnv) = Dzén = O;
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poiché per y, = 0 ¢ 6; = D;1bg — Dsipg = 0, si deduce che §; = 0.

Dato che p; = D;v per i = 1,...,n, si ottiene che se (v, pi,...py) risolve il
sistema (1.34)-(1.35)-(1.36), allora v ¢ soluzione del problema (1.31)-(1.32).
In definitiva, i due problemi di Cauchy sono equivalenti.

3? tappa: riduzione a dati iniziali nulli.

I1 sistema che dobbiamo risolvere ha acquisito la forma

{ Dan - Zi\[:l ZZ: Bf«h(ya(_h? s 7qN)DhQT + Bi(yaqla CI aQN)a

1.37
qi|E:’l9i7 i:]-?"'aNa ( )

ove i coefficienti B!, , B" e i dati ¥; sono funzioni analitiche nell’aperto V.
Scriviamo y = (v, y,) per ogni y € R", e introduciamo le nuove incognite

wy1(Y) = Yn,

ove la wy,; serve a rappresentare i coefficienti B!, e B' come funzioni delle
sole variabili ¥ = (y1,...,yn_1), oltre che delle incognite w;.
Sostituendo le funzioni w; in (1.37), otteniamo un nuovo sistema del tipo

Dnw; = Zi\[:tl o ALY wr, - w ) Dywet
+A (Y wy, .. W), i1=1,...,N+1, (1.38)
@UZ‘|Z:0, 221,,N—|—1,
ove la (N + 1)-sima equazione & semplicemente D,wyy; = 1. Osserviamo
che dentro gli A" sono conglobati i B? e anche i termini della forma B, Dj,9,.
E immediato riconoscere che i sistemi (1.37) e (1.38) sono equivalenti. Mo-
streremo che il sistema (1.38) ha un’unica soluzione analitica.

4% tappa: costruzione di una “candidata” soluzione sotto forma di serie di
potenze.

Per ipotesi i coefficienti A?, e A* sono analitici: quindi possiamo scrivere

AL, = > > alh- ()

CMEN"71 BGNN+1

Ay, 2)= > Y alg- ()2,

aeNn—1 geNN+1

23



e queste serie convergono assolutamente per |y'| + |z| < J, essendo § un
opportuno numero positivo. Scriviamo anche le incognite w; come somme di
serie di potenze

=) dy* i=1...,N+1, (1.39)

aeN”

delle quali occorre determinare i coefficienti ¢’,. A questo scopo andiamo a
sostituire questa serie nel sistema differenziale (1.38): poiché

Dyw; = Z o cl Yy = Z (v + 1)ct ,Heky , k=1,...,n,

aeN": qp>1 yENn
scrivendo
Z cay® = Z cly®, ..., Z ARRITE
€N aeN? a€Nn
s1 ottiene
Z 'y+e (/Yn + 1)y
yEN™
N+1n-1 B
=201 20 Do A Do v | Do mt Dy +
r=1 h=1 [aeNn—1 BeNN+1 acNn yeN"
B
+ Z Z aiw(y’)a Z Caly”
aeNn—l ﬁeNN+l QGN"

I due membri sono due serie di potenze nelle variabili ¥y, ... y,, che devono
coincidere per |y| < 1, per un opportuno n < §. Quindi i coefficienti devono
essere uguali Osserviamo che il coefficiente della generica potenza y7 e,
a sinistra, ¢!, , mentre a destra ¢ una certa espressione polinomiale nei
coefficienti azofé‘, al, e c'; si riconosce agevolmente che questo polinomio ha

coefficienti non negativi, e che in esso compaiono solo coefficienti ¢!, con
n-sima componente «,, < ,. Possiamo scrivere allora

g 1 ir 7 i
C’Y"‘en - ,.)/ + 1p’y( aél?a“a7ca)7 (140)

con pi polinomio a coefficienti non negativi, i quali dipendono dalle quantita
incognite ¢, ma solo da quelle relative a multi-indici o con a,, < 7.
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Ricordando che w; € nulla per y, = 0, si ha

=0 Va € N" con a,, = 0, (1.41)

a

e dunque la (1.40), unita alla (1.41), ci permette di ricavare i coefficienti ¢!,
per induzione su «,. Abbiamo cosi costruito una candidata soluzione: la
funzione (wy, ...w,), con w; definita in (1.39).

52 tappa: la candidata soluzione e un’effettiva soluzione.

Utilizzeremo il metodo cosiddetto delle “serie maggioranti”. Ci basiamo
sull’evidente fatto che, date due serie di potenze

D P YR TA
aeN” aeN”

se la seconda & assolutamente convergente per |y| < r e se |fa| < |ga| per
ogni a € N allora anche la prima & assolutamente convergente per |y| < r.
Consideriamo un nuovo sistema differenziale della stessa forma di (1.38), vale
a dire

Dynoi = Zﬁl Z;} Zﬁh(y/a O1y--- ;O-N+1)DhO'T—|—
+A (Y, 01, on), (1.42)
UAE ::0’ L= 1w"7pJ%_17
con coefficienti analitici,

AL = >0 D @k w) W+l <,

aeNn—1 geNN+1

A= 3 3 @y ), I+ <0
aeNn—1 geNN+1
e tali inoltre che @}j}, @z > 0.

Supponiamo inoltre che questo sistema abbia un’unica soluzione analitica

oily) = > oly" (1.43)

aeN”

definita per |y| < n <. Vale la seguente
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Proposizione 1.5.2 Nelle ipotesi sopra dette, supponiamo inoltre che
irh —irh i — n—
lans| < ang s agsl <@g Va e N1 v3 e NVHL (1.44)

Allora A '
et | < o] Va € N™.

Dimostrazione Sostituendo la serie (1.43) nel sistema (1.42) e procedendo
come in precedenza, si ricava

) 1 . .
i _ —zrh —1i ) n
U’Y-‘rfm - Y + 1p'y( af 7aa70a) vfy eN )
ove pfy e lo stesso polinomio che compare nella (1.40). Poiché tale polinomio
ha coefficienti non negativi, e poiché ¢!, = 0 quando a,, = 0 in virtu delle
condizioni ai limiti, si deduce intanto, per induzione sull’indice a,, che *, > 0
per ogni multi-indice «. Inoltre si ha

1 7 irh ) 1)|<

‘C,y en‘ = ) 1|p7(aa/3 ;Ao s Co) | =
< ! (| Wh’ | | | |) < ! Z( iy | |>
a C a C .
= Y 1p7 « = Y 1pfy af > au

Proveremo ora che |’ | < |o? | = ¢?, per induzione su a,,. Poiché |c! | =0 = o7,
per ogni a € N con «,, = 0, e chiaro che la relazione desiderata e vera quando
a, = 0. Supponiamo vera la disuguaglianza per tutti i multi-indici o con
a, = k — 1, e proviamola per quelli con «,, = k. Sia dunque § € N" con
0, = k e poniamo v = ) — e,,: allora

. . 1
2 — (3 <
61 = 16| < 5

Ph(ags @y, leal),

ove, come sappiamo, pﬁ/ dipende da coefficienti |c! | con a,, < v, =6, — 1 =
k — 1. Quindi, per ipotesi induttiva, si ha |c! | < ¢%; ne segue

1 o .
~ + 1p'y( ZB ,CL; 70_&) = O-'y—i-en = 0-3’
n

5] <

< TP (@5 T o) <
n

e dunque il passo induttivo ¢ dimostrato. Cio prova la tesi della proposizione
1.5.2. O

A questo punto non ci resta che costruire un sistema del tipo (1.42), i cui
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coefficienti siano analitici e soddisfino le relazioni (1.44), ed una sua soluzione

o = (01,...,0n41) che sia analitica per |y| < n, per qualche n > 0; dalla
proposizione 1.5.2 dedurremo allora che la serie (1.39) converge per |y| < n
e definisce una soluzione analitica w = (wy,...,wyyq) del sistema (1.38),

cosicché la dimostrazione del teorema di Cauchy- Kovalevskaya sara conclusa.
Scegliamo le funzioni A’ b € A' come segue:

Co
0 — Zplp Z;VJEIZJ’

ove C' & una costante positiva. Come si vede, si tratta di un’unica funzione
indipendente dagli indici 4, r, h e analitica per |¢'| + |z| < d. Il suo sviluppo
in serie si calcola facilmente per mezzo del seguente

Ay 2) =AY, 2) = (1.45)

Lemma 1.5.3 Sia g(z) = # || < 75 - Allora

ol . r
g(x) = Z Tolal® per |z| < T

aeN"?

Dimostrazione Essendo } 7, |2,| < |2]y/n, risulta

k

1 (1 r
g(x):—nzg _E x per |z| < —.
1- % Zp:l LUp k=0 (71 p=1 p) \/ﬁ

D’altronde e noto. e si verifica agevolmente per induzione, che
) )

n k
(Z xp> = ¥ |Z! z® VkeN, VzeRm (1.46)
p=1 '

aeN?, |a|=k

da cui

IO N 1 L r
Z D =D g perlel < N

aeN, |al=k aeN™

Da questo lemma segue subito che per |y/| + |z| < f si ha

A=A = Y ot

5|a|+\ﬂla!ﬁ!
aeNn—1 BeNN+1
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e, come si vede, i coefficienti di questa serie di potenze sono non negativi. La
costante C' va scelta sufficientemente grande da garantire che sia

s < g, lagsl ST VaeN'L v e NV
Cio & sempre possibile: infatti, fissato r €]0, §[, basta scegliere

C= sup (|airh o8l 4 al |l H1Pl) < oo
a€Nn—1 BeNN+1

per ottenere

C (leof + 81!
irh _ —irh
|a | + |%B| < [l H1A] < CT|a\+|ﬁ|a!ﬁ! = Qo = aaﬁ

Il sistema (1.42) con i coefficienti (1.45) diventa

N+1 n—1
Dnai_ﬁ >oas lly— ;Vﬁlgj (Z h:th0r+1)7

gils =0, i=1,...,N+1.

(1.47)

Questo sistema, che e in effetti una sola equazione ripetuta N + 1 volte, ha
una soluzione esplicita o; = o (indipendente da i), data da

n—1
1
U(y):m 5—;%_ (5 Z%) —20n(N + 1)0ya | ,

definita, nonché analitica, per |y| < n < 9, con n sufficientemente piccolo.
Per verificare che essa ¢ soluzione, conviene porre

r=> Y. y=yu. g=+/(0—22—20n(N + 1)dy.

Allora possiamo scrivere

1

m@—m—g),

o(z,y) =

e 'equazione che questa funzione deve risolvere ¢

do Cé do
a—yzé_x_(N+1)a (N+1)(n—1)a—x+1
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Risulta in effetti
do 1 dg _Co

ay__n(N—i-l)a_y_ g’
Oo 1 1 dg 1

o0—x
or n(N+1) nN+1)dz nN+1) [_1+ g ]’

da cui, come si voleva,

5—37—62(15V+1)a {<N+1)(”_1)Z—Z+1} —
e PRl () R

E chiaro inoltre che ols = 0 e, in virtu di tutta la costruzione precedente,
i coefficienti della serie di potenze di cui o ¢ somma verificano le relazioni
|cl| < o, per ogni o € N". Cio completa la dimostrazione del teorema di
Cauchy-Kovalevskaya. 0O

Osservazione 1.5.4 Il teorema di Cauchy-Kovalevskaya vale pit in generale
per equazioni totalmente non lineari della forma

F(z,u(z), Vu(x),...,V"u(z)) =0

_ ou _ om—ly _
u‘S_SO(J?%‘S_gOl?"waym—lS_Som717
con dati F', s, @g, ..., ©m_1 analitici, sotto la condizione che essi non siano

caratteristici, ossia

Z a—F(x,u,...,Vmu)ya #0 sulbS.

La dimostrazione e del tutto simile, anche se formalmente pit complicata.

Esempio 1.5.5 (Kovalevskaya) Consideriamo il problema di Cauchy

Up = Uy in R?,
u(z,0) = 5, z€R.

14227

(1.48)

Osserviamo che la retta iniziale, ¢ = 0, e caratteristica. Assegnando solo il
dato iniziale per la u, comunque, per t = 0 sono note le derivate rispetto a x,
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mentre quelle rispetto a ¢ si ricavano dall’equazione; quindi il problema do-
vrebbe avere una soluzione ben determinata (e in effetti & proprio cosi, come
vedremo nel terzo capitolo). Affermiamo pero il fatto seguente: nonostante
che tutti i dati siano analitici, questo problema non ha alcuna soluzione ana-
litica.

Ragioniamo per assurdo e sia u(z,t) una soluzione analitica di (1.48). Essa
avra uno sviluppo in serie di centro (0,0) della forma

u(zx,t) = Z umhtmxh;

m,h=0

dobbiamo ora calcolare i coefficienti w,, . Poiché per ¢t = 0 si ha

(o] 1 o0
> ugpr” = u(x,0) = = (-Dka™,
h=0 -

s =
1+z ps

si deduce intanto

(—=1)* se h =2k,
Uo,n =
0 se h=2k+1.

Poi, dall’equazione differenziale si ricava

Uy = i imum,htmlxh = Upy = i i h(h — 1)um7htmxh727

m=1 h=0 m=0 h=2
ovvero
DD (ot Dupsaat’a® =3 % (k+ 2k + Duppsat’a”,
p=0 k=0 p=0 k=0

e dunque otteniamo le relazioni
Uppin = i (h+1)(h+2upnrs ¥p,h €N,

(—=1)* se h =2k, (1.49)
Uo,pn = Vh € N.
0 se h=2k+1.

Da qui segue subito u,, = 0 se h ¢ dispari. Se invece h ¢ pari si ha

{ Upt1,2k = ]ﬁ(Qk —+ 1)(2/€ + 2>’U,p’2k+2 Vp, ke N,

1.50
U = (—1)F Wk € N. (1.50)
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Induttivamente si deduce allora

1
Upok = 5(2]{; + 1)(2k 4+ 2)up—1 2642 =
1
— m(% + 1)(2k + 2)(2k + 3)(2k + 4)up o944 =
1
S E(Qk +1)(2k+2)-...- (2k+2p — 1)(2k + 2p)up 2kt2p =
(= 1D)FP(2k + 2p)!
_ ) Vp,k € N.

. ktp(2k4-2 N
Ma la serie % %t”xzk non puo convergere, salvo che nel punto

(0,0): infatti per ognit >0 e x €] — 1,1[ si ha

oo [e.9]

pk=

1—x2 =10,

come agevolmente si verifica utilizzando il criterio del rapporto. Si conclude
pertanto che non esiste alcuna soluzione analitica del problema (1.48).

1.6 Equazioni risolubili elementarmente

Certe equazioni alle derivate parziali sono risolubili con metodi elementari: in
questo paragrafo ne forniamo una breve rassegna per mezzo di alcuni esempi.
Andremo alla ricerca sempre e soltanto di soluzioni classiche, ossia tali che
tutte le derivate che compaiono nell’equazione siano continue.

Esempio 1.6.1 La piu semplice equazione alle derivate parziali ¢ senza
dubbio la seguente:

ug(z,y) =0,

che peraltro rientra fra quelle studiate nel paragrafo 1.3. Le sue soluzioni
sono, evidentemente, tutte e sole le funzioni della forma u(z,y) = g(y), con
g funzione continua arbitraria.

Esempio 1.6.2 Consideriamo 1’equazione

aug(z,y) + buy(r,y) =0,
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ove a,b sono costanti reali non entrambe nulle. Anche questa equazione fa
parte di quelle analizzate nel paragrafo 1.3. Posto 7 = (a,b), 'equazione
ci dice che % = 0, quindi ogni soluzione u(x,y) deve essere costante lungo
le rette che hanno la direzione di 7, ossia quelle di equazione bxr — ay = k,
con k € R (che sono le linee caratteristiche associate all’equazione). Con il
cambiamento di variabili

¢ =—br+ay T =
e
n = ax + by, y =%t

—bé+an a&+bn
a2+b2 ) (Z2+b2

scrivendo v(&,n) = u ( ), si trova che v verifica

Uz @ + Uyb
U=y
Dall’esempio 1.6.1 segue allora v(,n) = g¢(§), con g arbitraria funzione

continua. Pertanto

u(z,y) =v(&,n) = g(§) = g(—bx + ay),

con g arbitraria funzione di classe C*.
Allo stesso risultato si arriva con la teoria del paragrafo 1.3: si trova infatti
che le soluzioni sono date implicitamente dalla relazione

F(=bx + ay,u(z,y)) =0,
con F di classe C! avente gradiente non nullo.
Esempio 1.6.3 L’equazione del secondo ordine
Ugy(2,y) =0
si risolve facilmente utilizzando ’esempio 1.6.1: si ha successivamente

uz(z,y) = g(x), g arbitraria funzione continua,

u(z,y) = / g(&)dé + h(y), h arbitraria funzione di classe C*,
ove ¢ e una costante qualunque. Si conclude che
u(z,y) = k(x) + h(y),

con h, k arbitrarie funzioni di classe C!.
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Esempio 1.6.4 Fissata g € C'(Q2), ove Q ¢ un aperto di R?, consideriamo
I’equazione
ua(2,9)9y (2, y) — uy(T,y)gu(2,y) =0, (z,y) € Q. (1.51)

Sulla base del lemma 1.3.2, possiamo dire che le soluzioni sono tutte le
funzioni definite in forma implicita da

F(u(z,y), 9(x,y)) =0,
con F funzione arbitraria di classe C' con gradiente mai nullo.
Esempio 1.6.5 Consideriamo I’equazione
Ugg — Uyy = 0;

quando x ¢ la variabile tempo, questa e ’equazione uni-dimensionale del-
le onde, o di D’Alembert. Le caratteristiche di questa equazione sono, in
accordo con la (1.26), le rette

r+y=c x—y=d, c,d € R.
Con il cambiamento di variabili

B _ e
{§—x+y — {;_;n ;o u(ry) =v(r +y,r—y) =v(n),
- 2

I’equazione diventa, come ¢ facile verificare

n=z-y

0 = Ugy — Uyy = 4vgy,

ossia vg, = 0. Come sappiamo dall’esempio 1.6.3, questa equazione ha le
soluzioni v(&,n) = a(£)+b(n), con a, b arbitrarie funzioni di classe C'; dunque
otteniamo che 1’equazione originaria ha le soluzioni

u(@,y) = a(z +y) + b(z — y),

ove stavolta perd a e b sono arbitrarie funzioni di classe C?.
In modo analogo, I’equazione

1
Upy — guyy =0, (1.52)
ove ¢ € R\ {0}, ha per soluzioni le funzioni
uw(z,y) = a(x + cy) + b(z — cy),

con a, b arbitrarie funzioni di classe C?.
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Esempio 1.6.6 L’equazione di Laplace bidimensionale ¢ la seguente:
Ugg + Uyy = 0.

Essa non ha caratteristiche. Formalmente, si ottiene dalla (1.52) scegliendo
c = 1: otteniamo come soluzioni tutte le funzioni della forma

u(z,y) = a(z +iy) + b(z — iy) (1.53)
con a e b funzioni di classe C?.

In effetti quello dell’esempio precedente ¢ molto di piu di un calcolo formale:
vale infatti la seguente

Proposizione 1.6.7 Sia u € C%(Q2), ove Q C R? ¢ un aperto semplicemente
connesso. Sono fatti equivalenti:

(1) Uz + uyy =0 in 0,
(ii) esiste una funzione f : Q — C olomorfa tale che u(z,y) = Re f(x,y),
(iii) esiste una funzione g : Q@ — C olomorfa tale che u(x,y) = Im g(x,y).

Dimostrazione Anzitutto, (ii) e (iii) sono equivalenti: basta porre g = if,
ovvero f = —ig. Dunque basta provare che (i) & equivalente a (ii).
Se vale (ii), fissato (x,y) = x + iy = z € Q esiste il limite

Lo Fw) = 1)

w—0 w

= f'(z) e C.

Poniamo u = Ref, v = Imf: scegliendo w = h € R, si ricava

SN . 9

scegliendo invece w = ik, k € R, si trova analogamente

if (2) = tig AR IEEI) B ) )+ )

Uguagliando parte reale e parte immaginaria deduciamo

Uy = Vy, Uy = —Vy in ).
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Queste sono le equazioni di Cauchy-Riemann. Da esse, derivando, ricaviamo
subito

Upy = Ugy = —Uyy in €,
ossia vale (i). Si noti che anche v verifica la stessa equazione.
Se, viceversa, vale (i), allora la forma differenziale lineare w = —u,dz + u,dy
e chiusa in €2: poiché ) & semplicemente connesso, essa e esatta in ). Sia v
una primitiva di w: si ha allora

Vg = —Uy, Uy = Uy in ,

ossia u e v risolvono le equazioni di Cauchy-Riemann in 2. Posto, per ogni
z=z+iy=(z,y) €Q,

f(z)—u 2+zZ z—Z +iv 2+zZ z—Z
N 2 7 92 2 7 2

proviamo che f ¢ olomorfa: se z = x + 1y € {2 si ha, con w = h + ik,

fle+w) - f(z) _

w

) = u(z,y) + iv(z,y),

h + ik h + ik
1 ' d ‘
= Wik ﬁ[u(m +th,y + tk) +iv(z + th,y + tk)|dt =
0
1 1
=0 k;/ [uzh + uyk + iv,h + dv k|dt =
i
1 01
= h—l—ik/ [uzh + uyk — iuyh + fu k|dt =
1 ’
= h—i—z'k/o (uy — tuy)[h + ik]dt =

1
_ / o (2 + th, y -+ th) — iy (z + th, y + th)]dt,
0

e per w — 0, con un passaggio al limite sotto il segno di integrale, otteniamo
che f & olomorfa con f'(2) = uy(x,y) — tuy(x,y): cio prova (ii). O

Ad esempio, risolvono 'equazione di Laplace le funzioni

x? —y?,  2xy (scegliendo in (1.53) a(s) = £b(s) = 5%/2),
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* —3zy®, 32%y —y® (con a(s) = £b(s) = 5*/2),
e“cosy, € siny (con a(s) = +b(s) =e*/2),
log(z® +y*) (con a(s) = b(s) = log 5).

1.7 Il metodo di separazione delle variabili

Talvolta e possibile risolvere un’equazione differenziale alle derivate parzia-
li in due variabili z,y ricercando dapprima soluzioni della forma X (x)Y (y)
(cioé a variabili separate), e poi cercando soluzioni pit generali sotto forma
di combinazioni lineari (finite o infinite) delle precedenti. Il metodo ¢ rivol-
to alla ricerca di soluzioni che soddisfino, insieme all’equazione, determinate
condizioni ai limiti. Esso ¢ alquanto generale, ma si presta ad essere meglio
descritto tramite qualche esempio.

Consideriamo ancora I’equazione di Laplace in due dimensioni, tz, + 1y, = 0,
in un aperto @ C R?. E naturale che una soluzione della forma u(z,y) =
X (2)Y (y) sia definita sul prodotto cartesiano di due intervalli di R: supporre-
mo quindi 2 =la, b] x |c,d]. Inoltre, a meno di omotetie (z,y) — (ﬁ, ﬁ)
ci si pud ridurre al caso Q =]0,1[x]0, L[, con L = 4=, Studieremo in
definitiva I’equazione di Laplace bidimensionale in un rettangolo:

Uy + Uyy = 0, (x,y) €]0,1[x]0, L. (1.54)
Sostituendo in (1.54) u(x,y) = X (x)Y (y), si ottiene
X"(@)Y (y) + X (2)Y"(y) = 0,
ovvero, dividendo per XY (che ovviamente si suppone non nullo),

X'x) _ Y'(y)
X))~ YW

V(z,y) €]0,1[x]0, L].

Dato che il primo membro dipende solo da x e il secondo soltanto da y, si
deduce che entrambi i membri sono costanti: in altre parole, affinché una
funzione a variabili separate u(z,y) = X (z)Y (y) risolva I'equazione (1.54), &
necessario e sufficiente che esista A € R tale che

{ X"(z) = =AX(z) in]0,1[,

, (1.55)
Y'(y) =AY (y) in]0,L[.
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Le due equazioni che compaiono in (1.55) sono equazioni ordinarie del secon-
do ordine: le soluzioni sono

1 cos VAT + ¢9 sin Vz se A>0
X(x) =1 1+ se A=0 (1.56)
c1coshv—Ax + cosinhv—Az se A <0,

cscosh vy 4+ easinh vy se A >0
Y(y) =< 3+ ey se A=0 (1.57)
c3cosV—Ay +cgsinv/—Ay se A <O.

Dunque il loro prodotto u(z,y) dipendera da quattro costanti arbitrarie: per
selezionarne una, occorreranno percio quattro condizioni ai limiti. Per l'e-
quazione di Laplace, tipicamente, si prescrive il valore della soluzione sulla
frontiera dell’aperto dove ’equazione stessa e soddisfatta: questo e il proble-
ma di Dirichlet. Nel nostro caso prescriveremo il valore di u sui quattro lati
del rettangolo |0, 1] x |0, L[:

0z sopy
ull, = J9 , c 7 ’
U(xayL) = fg(y:r , yx e [0,1], (1.58)
u(0,y) = faly), yel0,L],

ove f1, fa, fz e fy sono funzioni continue assegnate. Naturalmente, se vo-
gliamo che la soluzione sia continua sul rettangolo chiuso, dovremo imporre
condizioni di compatibilita fra i dati negli estremi:

fi(1) = f20), fo(L) = f5(1),  f3(0) = fu(L),  fa(0) = f2(0).  (1.59)

Sfruttando la linearita del problema, possiamo costruire la soluzione come
somma delle soluzioni di problemi in cui tre su quattro dei dati alla frontiera
siano nulli: in altre parole, si studiano quattro problemi di Dirichlet in cui i
dati sono

£ 0 0 0
0 £, 0 0
R 0o |’ £l 0
0 0 0 fa
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Consideriamo il primo problema: cerchiamo una funzione u;(x,y) tale che

(1) + (U1)yy =0 in |0, 1[x]0, L[
u(z,0) = fi(z), uy(x, L) =0, x€][0,1], (1.60)
u1(0,y) =0, ui(1,y) =0, y € [0, L],

Cominciamo a determinare la funzione X (z): vogliamo che sia
XY (y) =u(ly) =0,  X(0)Y(y) =u(0,y) =0,

e avendo supposto Y # 0 deduciamo per la X le condizioni ai limiti

Si vede subito che se la (1.56) deve fornire una soluzione non nulla che verifichi
queste condizioni, il numero A deve essere positivo. In tal caso, pero, si ha

X(0)=0 = =0, X(1)=0 = csinVA=0,

e poiché non vogliamo che X sia nulla, cid implica A = k?72%, k € NT. Per
questi valori di A si hanno le soluzioni non banali

Xy (z) = sinkmz, ke N*.

Avendo ormai stabilito che i possibili valori di A sono i numeri k%72, andiamo
a determinare la funzione Y = Y}, corrispondente al valore \;, = k?72: essendo
Ar > 0, da (1.57) segue che Y} sara del tipo

Yi(y) = c3 cosh kmy + ¢4 sinh kmy,

e la condizione u(z, L) = X ()Y (L) = 0 implica che sia Y (L) = 0. Impo-
nendo questo vincolo, troviamo che deve aversi

0 = c3cosh knL 4 ¢4 sinh kw L;

si puo allora prendere (e la scelta € unica a meno di una costante moltiplica-
tiva)
c3 = sinh kwL, cy = —cosh kmL,

e dunque

Yi(y) = cglcosh kmy sinh kw L — sinh kmy cosh kL] = ¢ sinh kn(L — y)
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ove ¢ ¢ una costante arbitraria. Abbiamo cosi costruito la funzione
uik(z,y) = Xp(2)Yi(y) = g sinkrx sinh kn(L — y),

la quale verifica ’equazione e tre delle quattro condizioni ai limiti: in gene-
rale, infatti, non sara vero che ug(z,0) = fi(x).
Consideriamo pero la sovrapposizione delle uyy, cioe la serie

o0

uy(z,y) = ch sin krax sinh kn(L — y), (1.61)
k=1

la quale sara convergente per ogni punto (z, y) del rettangolo, purché i numeri
¢, tendano a 0 abbastanza rapidamente. E chiaro che u; verifica ancora le
tre condizioni ai limiti con dato nullo. La quarta condizione e anch’essa
verificata se e solo se risulta

Z cgsinkrrsinh knl = fi(z) Vo €]0,1].

k=1

Questo e possibile solo se il primo membro ¢ la serie di Fourier di f; relativa
al sistema ortonormale {%,cos krz,sin krz} relativo all’intervallo [—1,1];
trattandosi di una serie di soli seni, cio implica che la sua somma e una
funzione dispari e dunque f;, a priori definita su [0, 1], va prolungata per
disparita su [—1, 1]. Dunque in (1.61) deve aversi

by, !
-k —9 i +
Ch = o7, ove b /0 fi(§) sinkngds VkeN

Poiché by, — 0 per k — oo, & facile verificare che la serie (1.61), ossia

sinh k7 (L — y)
sinh kL

o) 1
ul(x,y)zz by, sin kmx , bk:2/ fi(&)sinkn€ de, (1.62)
k=1 0

converge in ogni punto interno al rettangolo, insieme con tutte le sue derivate.
Inoltre nei punti (x,0) essa ha per somma il prolungamento dispari di f,
laddove questo e continuo: cio accade quando z €]0, 1], ma non negli estremi,
a meno che non si abbia f1(0) = f(1) = 0.

Cosi la soluzione u; definita in (1.62) sara di classe C?, anzi C*, all'interno
del rettangolo, e prendera i dati al bordo ovunque tranne che nei vertici (0, 0)
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e (0,1) dove il suo valore sara 0.
Procedendo in modo del tutto analogo si trovano le soluzioni degli altri tre
problemi di Dirichlet:

sinh & k

de k7r —y» /f2 sm—ndn, (1.63)
sinh &

sinh k7 ! _
Z ay sin Imxsmhk z ap = 2/0 f3(&) sinkr&deg,  (1.64)

< sinh®(1—2) . kr 2 [k .k
U4(557’y):2fk—sm—y, szz/o f4(n)smfnd77. (1.65)

— sinh ’% L

Anche le funzioni us, u3 e uyg sono di classe C* nell’interno del rettango-
lo, e si attaccano ai dati al bordo in tutti i punti tranne che nei vertici del
rettangolo, malgrado la presenza delle condizioni di compatibilita (1.59). In
definitiva, la somma u = u; + us + us + uy € di classe C'°° nell’interno del
rettangolo, ove risolve ’equazione di Laplace, ed ¢ continua sull’intero ret-
tangolo chiuso, prendendo i dati al bordo lungo i lati del rettangolo salvo che
nei vertici, ove vale 0. Essa dunque coincide con i dati nei quattro vertici
solo se si fa l'ipotesi che tutte le quantita presenti in (1.59) siano nulle.
Osserviamo pero che un piccolo raffinamento del metodo permette di costrui-
re una soluzione regolare del problema di Dirichlet (1.54)-(1.58) sotto la sola
ipotesi di compatibilita (1.59). Consideriamo la funzione

z(z,y) = p+qv +ry + svy, (1.66)

la quale risolve ’equazione di Laplace su tutto R? per ogni scelta dei para-
metri p, q,r, s. Scegliamo tali parametri in modo che sia

2(0,0) =d, =2(1,0)=a, =2(0,L)=¢, =z(1,L)=0, (1.67)
dove a, b, ¢, d sono i valori presenti in (1.59):

a= fi(1) = f2(0), b= fo(L) = f5(1),
¢ = f3(0) = fu(L), d = f1(0) = f1(0).

Si ricava subito




La funzione z, oltre all’equazione differenziale (1.54) e alle condizioni (1.67),
verifica

2(x,0) =p+qx, z(x,L)=p+qr+rL+slLx Yz €]0,1],

(1.68)
200,y) =p+ry, 2(Ly)=p+q+ry+sy Yy € [0, L].

Sia adesso v(x,y) la funzione che risolve il problema di Dirichlet per 'e-
quazione di Laplace sul rettangolo ]0,1[x |0, L[ con dati fi(z) — p — gz,
fo(y) = p—q—ry — 5y, f5(x) —p—qu —rL—sLa, fa(y) —p—ry, ottenuta col
metodo di separazione delle variabili visto in precedenza: si noti che questi
dati, nei quattro vertici, forniscono il valore 0. La funzione v, come si ¢ visto,
¢ la somma di quattro funzioni vy, ve, v3, vy, ciascuna delle quali ¢ nulla su
tre dei quattro lati e, in particolare, e nulla sui quattro vertici. Si conclude
che la funzione

u(z,y) = v(z,y) + 2(z,y),
ove z ¢ data da (1.66), risolve I'equazione di Laplace sul rettangolo [0, 1] x
0, L], prende sul bordo i dati originari fi, fo, f3, f1, e sui vertici assume
gli stessi valori di z forniti dalla (1.67), cio¢ i numeri che compaiono nella
(1.59). Quindi u risolve I'equazione di Laplace nell’interno del rettangolo ed
e continua sulla frontiera, ove coincide esattamente con i dati.
La separazione delle variabili si puo applicare anche ad altri problemi, come
mostrano gli esempi che seguono.

Esempi 1.7.1 (1) Consideriamo il problema di Cauchy-Dirichlet per I'equa-
zione del calore uni-dimensionale:

Up — Uy =0 in ]0, L[]0, 00|
uw(0,t) = u(L,t) =0 in [0, 00|
u(z,0) = f(x) in [0, L].

Cercando una soluzione della forma u(x,t) = X (z)T'(t) si trova una equazio-
ne lineare del primo ordine per T'(¢) e del secondo ordine per X (z), con dati
X (0) = X(L) = 0. Procedendo nel modo consueto, si trova la soluzione

2,2 nm

e.9] " 2 L
u(z, t) = Z bpe” 17 'sin T b, = E/ f(t)sin n%t dt.
n=1 0

La serie converge con tutte le sue derivate in Rx |0, oo[, grazie alla presenza

dell’esponenziale. Per t = 0 la w si attacca al dato f se il prolungamento
dispari di f & di classe C*.
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(2) Consideriamo ora il problema di Cauchy-Dirichlet per I'equazione della
corda vibrante (equazione delle onde uni-dimensionale):

Ut — Ugg = 0 in ]0, L[x]0, o]

u(0,t) =u(L,t) =0 in [0, 00|

w(z,0) = ug(x), w(x,0)=wuy(z) in [0, L].

Con 1 soliti metodi, la soluzione u(x,t) = X (x)T'(t) si trova della forma

nm
L,

S L
u(z,t) = Z {bn cos n%t + Eﬂn sin n%t} sin 7

ove

2 [* 2 [*
b, = z/o uo(7) sin %7’ dr, Bn = z/o uq (7) sin %T dr.

Questa serie converge in tutti i punti della semistriscia [0, L] x [0, oo, purché

risulti ad esempio
o0

> (nlba] +[Ba]) < oo,

n=1
il che e certamente vero se si suppone che i prolungamenti dispari di ug e uy
siano rispettivamente di classe C? e O,

(3) Si puo usare il metodo di separazione della variabili anche in piu di
due dimensioni. Ad esempio, consideriamo l’equazione di Laplace in tre
dimensioni,

Ugy + Uy +u.,, =0

nel cubo [0, 7%, con le condizioni ai limiti
u=0 perx=0,z=m y=0, y=m, z=m,
{ u(z,y,0) = g(z,y).
Cercando una soluzione u(z,y, z) = X (2)Y (y)Z(z), si arriva alla relazione
X"YZ+XY"Z+XYZ" =0,

da cui oy pr

Xy T 7
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cio implica

X// Y// Z//
xtvy-aT7
e quindi
X// Y//
Xy =
In definitiva
X// Y// Z//
7:027 7201_027 7:_61'

Le condizioni ai limiti forniscono

Risolvendo I'equazione per X, si trova co = —n? n € N, e X,,(z) = sinnx.
Risolvendo per la Y si ottiene poi ¢; —cy = —m?, m € N*, e y,,(y) = sinmy.
Infine per la Z siricava ¢; = —m? —n? e Zn(2) = Con sinh vVm?2 + n2(r — 2).
In definitiva, sovrapponendo le soluzioni trovate, la soluzione u ha la forma

oo
u(w,y,z) = Z Cmn SIDh VM2 + n?(m — 2) sin na sin my.
m,n=1

Imponendo infine che u(x,y,0) coincida con g(x,y) si deduce che

Imn 4 /’T/Tr ) .
Conn, = s Jmn = — , ) sinné sinmn d&dn.
shvmr e == ) 9(&m) sinng sinmi d&dn

Si puo verificare che se i ¢,,, sono limitati, il che e vero se si suppone
Iy J5 lg(@, y)|dedy < oo, allora la serie che definisce u converge uniforme-
mente con tutte le sue derivate in [0, 7] x [0, 7] X [e, 7] per ogni £ €]0, 7.
Quindi, u e di classe C'"™ nel cubo aperto e risolve ivi l'equazione; inoltre u
e nulla su tutte le facce del cubo eccetto z = 0. Se, in piu, il prolungamento
dispari di g(z,y) rispetto a x e a y ¢ di classe C?, allora la serie della u
converge uniformemente su tutto il cubo e si attacca a tutti i dati al bordo.

Per concludere, osserviamo che molti altri problemi ai limiti sono trattabi-
li col metodo di separazione delle variabili, come ad esempio quelli relativi
alle equazioni di Sturm-Liouville: rimandiamo a [10] per approfondimenti.
Naturalmente, il metodo non e onnipotente: per applicarlo, occorrono le tre
condizioni che seguono.
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1. L’operatore differenziale L[u] deve essere separabile, ossia tale che esista
una funzione ®(x,y) che verifichi

= a(r) + b(y);

si noti che L puo comunque avere coefficienti non costanti.
2. Le condizioni ai limiti devono essere assegnate su un rettangolo.

3. Le condizioni su un lato x = ¢ non devono contenere derivate rispetto a
y, né coefficienti che dipendano da y; analoghe condizioni devono valere
per i lati y = c.

1.8 Classificazione delle equazioni del secon-
do ordine

Come sappiamo, un’equazione del secondo ordine lineare, omogenea, a coef-
ficienti costanti ha la forma seguente:

Llu] = Y ayDiDju+ Y b;Dyu+cu =0, (1.69)

ij=1 i=1

ove la matrice A = {a;;} ¢ reale e simmetrica. In particolare, A ha n autova-
lori reali (non necessariamente tutti distinti), ed ¢ diagonalizzabile mediante
una matrice ortogonale U:

AN oo 0
U'AU=U'AU=D=| : ..
0 - \,

Con il cambiamento di variabili £ = Uz, posto U = {g;;} e v(¢§) = v(Uzx) =
u(z), e facile verificare che

Diu(z) = Diw(Ux)qei, DjDiu(r) = > DpDyw(Ux) g,

k=1 k=1
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cosicché

0 = zn: aijDZ-Dju + zn: b,DlU +cu =

2,7=1 =1
= > [Z Qkiaithj] DypDu(€) + ) Z%bz'] Dy (§) + cv(§) =
h,k=1 Li,j=1 k=1 =1

= D MDio(§) + ) BiD(€) + cv(§).

k=1
Inoltre, se tutti gli autovalori \; sono non nulli, & possibile rendere nulli i
coeflicienti By, = Z?:l qrib; con 'ulteriore sostituzione
n By
w(§) = v(g)er

si ottiene infatti per w, come ¢ facile verificare, ’equazione nella sua forma
canonica

> MDjw(€) + dw(§) =0, (1.70)
k=1
ove
1 <« B?
)\ = C— Z k: A_k .

Se vi sono m autovalori non nulli, 0 < m < n, ad esempio \,11 = ---
A, = 0, con la sostituzione

w(€) = v(§)eTF T

si trova analogamente la forma canonica

> ANDiw(€) + > BiDgw(§) + Aw(§) =0, (1.71)
k=1 k=m+1
con
1« B?
A=c— Z A_k .

La classificazione delle equazioni si fa sulla base del segno degli autovalori, e
naturalmente e invariante rispetto a trasformazioni ortogonali delle variabili
indipendenti. Cominciamo con il caso n = 2, dove si chiarisce 1’origine della
terminologia.
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Definizione 1.8.1 Sia L l'operatore definito in (1.69). Diciamo che esso é
ellittico se i due autovalori della matrice A hanno lo stesso segno; ¢ iperbolico
se i due autovalori hanno segno opposto; é parabolico se uno (e uno solo)
dei due autovalori é nullo. L’equazione L[u] = 0 é detta ellittica, iperbolica,
parabolica se tale e [’operatore L.

L’origine dei tre nomi ¢ legata alla forma delle curve di livello del polinomio
caratteristico associato all’operatore L, che e

P(x,y) = anz’ + 2a127y + a22y2 + bix + by + ¢

e, nel caso di n variabili,

n

P(§) = Z a;;&&5 + Z bi&i + c.
=1

ij=1

Quando n = 2, l'insieme {(z,y) € R? : P(z,y) = t}, se non vuoto, & una
ellisse se gli autovalori sono non nulli e concordi, ¢ un’iperbole se gli autovalori
sono non nulli e discordi, & una parabola se uno dei due autovalori e nullo.
Quando n > 2, la casistica si complica. Per n = 3 si hanno i seguenti casi:

e tre autovalori concordi: l'operatore e ellittico e le curve di livello del
polinomio caratteristico sono ellissoidi;

e due autovalori concordi, uno discorde: 'operatore e iperbolico e le curve
di livello sono iperboloidi a due falde;

e due autovalori concordi e uno nullo: I'operatore e parabolico e le curve
di livello sono paraboloidi;

e due autovalori discordi e uno nullo: I'operatore ¢ iperbolico “degenere”
e le curve di livello sono iperboloidi a una falda;

e due autovalori nulli e uno non nullo: I'operatore ¢ parabolico degenere

e le curve di livello sono cilindri obliqui a sezione parabolica.
Nel caso generale, i casi sono ancora di pitl e non tutti sono studiati:
e n autovalori concordi: I'operatore e ellittico;

e n — 1 autovalori concordi, uno discorde: 1'operatore e iperbolico;

46



k autovalori positivi e n — k negativi, con 2 < k < n — 2: l'operatore ¢
ultra-iperbolico: questo ¢ un caso non studiato, poiché non vi & nessun
problema fisico che conduca ad operatori di questo tipo;

e n — 1 autovalori concordi, uno nullo: 'operatore e parabolico;

n — 2 autovalori concordi, due nulli: 'operatore e ultra-parabolico: se
ne trovano alcuni esempi in problemi di tipo biologico (dinamica delle
popolazioni);

k autovalori nulli, n — k£ non tutti concordi: l'operatore e iperbolico
degenere, ed e poco studiato per I'assenza di esempi applicativi.

Se l'operatore (1.69) ¢ a coefficienti variabili (continui), la sua natura (ellitti-
cita, iperbolicita, parabolicita) sara un fatto puntuale o locale: ad esempio si
dice che L ¢ ellittico in € se per ogni x € € la matrice { 4;;(x)} ha n autovalori
concordi, ossia la forma quadratica associata alla sua parte principale,

n

O(x,¢) = Z aij(1)&&;

ij=1
e definita positiva per ogni x € (), ovvero definita negativa per ogni z € ).

Cio equivale alla condizione

n

> ay(@)&g

1,j=1

>v(x)lE]?  VEER", VreQ,

con v(z) > 0 in €.
Ovviamente, esistono anche operatori che cambiano tipo in un fissato aperto:
ad esempio, I'operatore

Liu] = Uy + Tuyy + uy

e ellittico per x > 0, parabolico per x = 0, iperbolico per x < 0.
Gli operatori che studieremo in dettaglio nel seguito sono i seguenti:

e l'operatore di Laplace n-dimensionale Au = """ | D?u,
e l'operatore del calore (n + 1)-dimensionale u; — Au,

e l'operatore di D’Alembert (n + 1)-dimensionale [lu = uy — Aw.
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Capitolo 2

L’equazione di Laplace

2.1 Motivazioni fisiche

L’operatore di Laplace e senza dubbio il piu importante e il piu studiato fra
tutti gli operatori differenziali alle derivate parziali, essendo il prototipo di
quelli di tipo ellittico ed entrando nella definizione dei piu semplici fra quelli
parabolici e iperbolici. Le soluzioni dell’equazione di Laplace hanno anche
un nome speciale:

Definizione 2.1.1 Le funzioni u di classe C? in un aperto Q di R", che
risolvono l’equazione Au = 0 in €2, si dicono armoniche in €.

Invece 'equazione non omogenea Au = f prende il nome di equazione di
Poisson.

L’operatore di Laplace interviene in numerosi fenomeni fisici: ci limitiamo
ad illustrarne alcuni.

Esempio 2.1.2 Nella teoria della gravitazione, la forza con cui una massa
m, concentrata in un punto zy € R3, agisce su una massa unitaria concentrata
in un altro punto x ¢ data, secondo la legge di Newton, da

To— X

F(z)=m r € R\ {z0}.

|20 — x[? ’

I1 campo di forze F'(x) & conservativo, ossia esiste un potenziale gravitazionale
U(x) tale che
F(x) =VU(x) Vo € R*\ {zo} :
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precisamente, se vogliamo che all’infinito il potenziale sia nullo, si ha U(x) =

Ix:nmol‘ E facile verificare che il potenziale U e una funzione armonica nell’a-

perto R3\ {zo}.

Esempio 2.1.3 Una carica elettrica ¢, posta in un punto zo € R3, agisce su
una carica unitaria situata in un altro punto x con una forza elettrostatica
r—x
Flz)=-L T7%
dmeg | — x|

che e repulsiva se le cariche sono dello stesso segno, attrattiva altrimenti. La
costante g ¢ detta costante dielettrica (nel vuoto). Questo campo di forze
ha la stessa forma del campo gravitazionale: in particolare e conservativo

e ammette il potenziale elettrostatico U(x) = — 47380‘1,_—130()” il quale e una

funzione armonica in R?\ {z¢}.

Esempio 2.1.4 Sia T un aperto semplicemente connesso in R3, delimita-
to da una superficie regolare ¥, in cui transita una corrente di fluido in-
compressibile (dunque di densita p(z,y,z) indipendente dal tempo), con
velocita v(z,y, z) costante nel tempo. Supponiamo anche assenza di vor-
tici: cio significa che il campo vettoriale v e tale che l'integrale curvilineo
fw(vldm + vody + v3dz) € nullo per ogni curva chiusa v C 7. Dal teorema di

Stokes segue che l'integrale |, g(rotv,n) do & nullo per ogni superficie regolare
S C T, per Darbitrarieta di S si ricava rotv = 0 in 7. Dunque la forma
differenziale vidx + vody + v3dz € chiusa e quindi, per l'ipotesi fatta su T,
esatta. Pertanto esiste un potenziale di velocita :

v(z,y,2) =V(z,y,2)  V(z,y,z2) €T

A causa dell’incompressibilita, la quantita di fluido che entra in una qualun-
que palla B C T e pari a quella che ne esce: dunque il flusso di v attraverso
B ¢ nullo, da cui, per il teorema della divergenza e per l'arbitrarieta di B,
segue divey = 0 in T"; quindi

Ay =divVy =0 in T,
cioe il potenziale della velocita ¢ una funzione armonica.

Esempio 2.1.5 Sia u(z,y, z,t) la temperatura in un punto P = (z,y, z)
dello spazio al tempo t. Se do e un elemento di superficie centrato in P e
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con normale v, la quantita di calore () che passa attraverso do nell’unita di
tempo e, per la legge di Fourier,
ou
= —k— do,

@ ov
ove k(x,y, z) ¢ il coefficiente di diffusione termica. La legge di conservazione
del calore in un corpo di volume V delimitato da una superficie regolare S e
espressa dall’'uguaglianza

to a t2
/cp[u(a:,y, z, 1)) dmdydz:/ /k‘—u dadt—l—/ / F(z,y,z,t) dedydzdt.
1% nJts Ov t1 JV

Il primo membro e la variazione della quantita di calore in V' nel generico
intervallo di tempo [ty,%s] C [0, 00], la quale & misurata dalla variazione di
temperatura del corpo, moltiplicata per la sua densita p(x,y, z) e per la sua
capacita termica c; a secondo membro figurano il flusso di calore attraverso
S nello stesso intervallo, piu il contributo nello stesso tempo di sorgenti o
pozzi di calore interni a V. Applicando il teorema della divergenza possiamo
scrivere

t2
/cp[u(-,t)]if dxdydz:/ /(div(kVu)—l—F) dxdydzdt.
% 1 JV

Sostituendo al posto di V' una palla di centro (z,y,z) € V e raggio r,
dividendo per il volume di B e passando al limite per » — 07 si ottiene

to

cp(x,y, 2)[u(z, y, 2, )] = / (div(k(z, y,2)Vu(z,y, 2, 1)) + F(z,y, 2, 1)) di;
t1

dividendo ancora per ty —t; e passando al limite per t, — t; si deduce infine,

scrivendo t in luogo di ¢, ’equazione della conduzione termica:

Ou

cp(x,y, 2) oy (x,y,z,t) = div(k(z,y, 2)Vu(z,y, 2,t)) + F(z,y, z,t)

in V' x [0,00[. Se poi supponiamo che il corpo sia omogeneo (p costante)
e isotropo (k costante), e non contenga sorgenti né pozzi interni (F = 0),
allora ’equazione diventa

ou

i aAu in V x [0, 00, (2.1)
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ove a = cﬁp e il coefficiente di conduzione termica. Se, infine, il corpo € in

du

5 = 0 e la temperatura u ¢ una funzione armonica

equilibrio termico, allora
in V.

La ragione per cui l'operatore di Laplace compare in relazione a fenomeni
fisici di natura cosi diversa e legato al fatto che esso €, a meno di un fattore
costante, l'unico operatore differenziale lineare omogeneo del secondo ordine
che sia invariante rispetto alle rototraslazioni del sistema di coordinate. E
dunque naturale che il Laplaciano intervenga in fenomeni in cui tale inva-
rianza deve fisicamente sussistere.

Come sono fatte le funzioni armoniche? In una dimensione (n = 1) l'equa-
zione di Laplace diventa semplicemente u” = 0, e quindi ha per soluzioni
tutte e sole le funzioni affini u(z) = ax +b. Se n = 2, come sappiamo dalla
proposizione 1.6.7, sono armoniche in un aperto 2 C R? tutte le funzioni che
sono parte reale o immaginaria di funzioni olomorfe in €.

In dimensione qualunque, un’importante famiglia di funzioni armoniche ¢
quella delle armoniche radiali, ossia delle soluzioni dell’equazione di Lapla-
ce che dipendono da |z| (oppure da |z — T|, essendo T un punto fissato di
R™). Per determinarle, poniamo r = |z — Z|; se u(z) = v(|lz — Z|) = v(r) &
armonica, risulta:

Diu(z) = U'(T)@’ Diu(x) =v"(r) & ;2@) + U/§=T> —v'(r)'(xi ;:af—i) 7
da cui ,
0= Au(e) =) + " (- 1)

Risolviamo questa equazione ordinaria: si ha

" —1 K
?:)/((:; =" . —  logd'(r) = —(n—1)logr+c = '(r)= g
e dunque

< ;+d sen>2
v(r)=4¢ ™7

clogr+d sen=2.

Queste sono tutte e sole le funzioni armoniche che hanno simmetria sferi-
ca. In particolare il potenziale newtoniano e il potenziale elettrostatico sono
funzioni armoniche in R?\ {7}.
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2.2 Il problema di Cauchy

Poiché 'equazione di Laplace non ha caratteristiche, se S & una superficie
(n—1)-dimensionale analitica, e ug, u; sono dati analitici definiti su S, esiste
unica la soluzione analitica del problema di Cauchy

Av = 0 in un intorno di S
ou

uls =ug, —| =u.

ov|g

Pero in generale non vi ¢ dipendenza continua dai dati, come mostra il
seguente

Esempio 2.2.1 Sia n = 2 e poniamo S = {(z,y) : y = 0}. Il problema di
Cauchy
Au=0 inRxR*"
ou

u(z,0) = ecos 2 :=up(x), 4 (v,0)=0:=ui(x)

dy

ha la soluzione
o Y
u(z,y) = e cos — cosh = |
£ €

che e I'unica analitica. Tuttavia, si ha
i ([luglloo + flualloc) =0
e—07t

mentre

lim |lu(-,y)|e > lim |u(0,y)| = lim ecosh 2 = +00 Yy > 0,
e—0

e—0t e—0t S

cosicché non c¢’e dipendenza continua dai dati nella norma uniforme.

In effetti, 'equazione di Laplace descrive fenomeni stazionari, in cui non c’e
una variabile privilegiata che funga da “tempo”, cosa che accade invece, in
maniera naturale, nei problemi di Cauchy. Saranno invece ben posti, sotto
opportune condizioni, altri tipi di problemi ai limiti, quali il problema di

Dirichlet
{ Au=0 in®

u=p suodfl,
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nel quale si prescrivono i valori che la funzione armonica deve assumere sulla
frontiera di un aperto limitato €2, oppure il problema di Neumann

Au=0 1in
ou
5—@[) su 012,

ove invece si prescrivono i valori della derivata di u rispetto alla direzione
normale a 0f2. Dimostreremo risultati di unicita, esistenza e dipendenza
continua dai dati per il problema di Dirichlet e, parzialmente, anche per il
problema di Neumann.

2.3 Principio del massimo

Sia 2 C R"™ un aperto limitato con frontiera di classe C! a tratti, in modo
che valgano le formule di Green: in particolare, se u,v € C?(Q), si ha

/Q(uAv — vAu)dx = /asz (u% - v%) do, (2.2)

ove, al solito, v(x) € il versore normale esterno a 9d€2 nel punto = € 0f).
Un primo, facile risultato riguarda 1'unicita della soluzione del problema di
Dirichlet per 'equazione di Poisson:

Proposizione 2.3.1 Sia @ C R" un aperto limitato con frontiera di classe
C' a tratti; sia u € C*(Q) N CY(Q) soluzione del problema

Au=f nQ
(2.3)
u=¢  su oS

Sev € C*(Q)NCYHQ) & un'altra soluzione, allora v = u in Q.

Dimostrazione Posto w = u—wv, la funzione w ¢ armonica in €2 e nulla sulla
frontiera. Integrando per parti ricaviamo

/|Dw\2dx:/ a—wwda—/Awwdxzo,
Q a0 OV Q

da cui segue che w € costante in ogni componente connessa di {2: ma siccome
w ¢ nulla sulla frontiera, w € nulla in tutto 2. O

53



Osservazione 2.3.2 Con lo stesso metodo, e altrettanto facilmente, si prova
che la soluzione del problema di Neumann per I’equazione di Poisson e unica
a meno di costanti additive. Si noti pero che tale soluzione puo anche non
esistere affatto: infatti, fissato un aperto limitato €2 con frontiera di classe
O! a tratti, affinché il problema

Au=f in )

2.4
9 _ ) sn 09 (24)
v

abbia soluzione per due fissate funzioni f € C'(2) e ¢ € C(9N), ¢ necessario
che f e 1 verifichino la condizione di compatibilita

/fm: W do,
Q o0

come si verifica subito applicando la formula di Green (2.2) alle funzioni u e
v(r) = —1.

Proposizione 2.3.3 (principio del massimo debole) Sia Q un aperto
limitato di R"; sia u € C*(Q) N C(Q) tale che Au >0 in Q2. Allora

maxu = maxu.
Q a0

Similmente, se u € C*(Q)NC(Q) ¢ tale che Au < 0 in Q, allora

min v = min u.
a E19)

Dimostrazione Sia zy € 0§). Fissato ¢ > 0, la funzione v(z) = u(x) +

gl — x0|? & continua in Q, quindi ha massimo in un punto Z € Q. Vediamo
dove sta questo punto. Se risulta T € (2, allora deve essere Vu(Z) = 0 e
D?v(z) <0 peri=1,...,n; dunque Av(Z) < 0. D’altronde

Av(T) = Au(T) + 2ne > 0,
il che & assurdo. Quindi Z € 9, da cui, per ogni = € Q e per ogni € > 0,

u(z) = v(z) —ele — x| < v(T) = max v < max u + ¢ - diam(Q)?,
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ossia, per I'arbitrarieta di ¢,

maxu < maxu.
Q E19)

Cio prova la prima parte. La seconda segue applicando a —u la parte gia
dimostrata. O

Osservazioni 2.3.4 (1) Dal principio del massimo segue 'unicita per il
problema di Dirichlet in una forma lievemente piu forte: se 2 C R™ ¢ un
aperto limitato, se u,v € C2(2)NC(Q) e se tali funzioni risolvono il problema
di Dirichlet per I'equazione di Poisson con gli stessi dati f, ¢, allora u = v in
Q. Infatti la funzione w = u — v & armonica e nulla sulla frontiera, quindi &
identicamente nulla per il principio del massimo:

maxw = maxw = 0, minw = minw = 0.
Q 0 Q o0

(2) La proposizione 2.3.3 si chiama principio del massimo “debole” perché
non si esclude che la funzione u assuma il suo massimo anche in punti interni
a (), senza essere costante; vedremo tuttavia pit avanti un enunciato piu
forte (corollario 2.6.6) che elimina questa eventualita. Si noti che il principio
del massimo e falso quando €2 € un aperto illimitato: ad esempio, la funzione

log |z semn =2
u(r) =

1—|z|*™ sen>2

¢ armonica nell’aperto 2 = {x € R" : |z| > 1} ed & nulla sul bordo di €2, e
tuttavia essa e strettamente positiva in 2.

Proposizione 2.3.5 (maggiorazione a priori) Sia 2 C R" un aperto li-
mitato. Se uw € C*(Q) N C(Q), allora

diam()?

<
ju(w)] < max Jul + =

sup |Au| Vx € Q.
Q

Dimostrazione Se supg |Au| = 400, non ¢’ niente da dimostrare. Altri-
menti, fissato xg € 9€), consideriamo le funzioni
- 2 2
diam(Q)* — |z — o
2n

vy() = r%%x\u] + sup |Au| £ u(z), z € Q,
Q
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e notiamo che si ha

Avg(x) = —sup |Au| £ Au(z) <0 in €,
Q

ve(x) > max lu| £u(z) >0 su 0f).

Per il principio del massimo debole, deve essere vy (x) > 0 in , cio la tesi.
O

Come immediata conseguenza della maggiorazione a priori si ottiene la di-
pendenza continua dai dati per il problema di Dirichlet su un aperto limitato
2: infatti se u risolve il problema (2.3), e se

[ flle@) + llellcea) < e,

allora dalla proposizione 2.3.5 segue

)

= < 1
ol < (1+ 251

2.4 Formule di rappresentazione

Il nostro prossimo obiettivo e quello di trovare una formula di rappresenta-
zione per la soluzione del problema di Dirichlet per ’equazione di Poisson
in funzione dei dati, supponendo che la soluzione esista. Una volta ottenuta
tale formula, cercheremo di dimostrare che essa in effetti risolve il problema.
Ci occorre anzitutto una definizione.

Definizione 2.4.1 La soluzione fondamentale dell’equazione di Laplace ¢ la
funzione

! 1 ! 2
— log — sen =
2m 7 €]
K(€) = ;
sen > 2,
(n = 2)w,[€]"2

ove wy, € la misura (n — 1)-dimensionale della frontiera della palla unitaria
di R": P
21"
= — Hn—l Sn—l )
=T )
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Osserviamo che, ovviamente, K(—¢§) = K(§), e che £ — K(§) ¢ armonica
in R™\ {0}. Fisicamente, la quantita K (&) (nel caso n = 3) rappresenta il
potenziale elettrostatico generato da una carica unitaria posta nell’origine.
Dalla formula di Green (2.2) segue una prima, ancora incompleta, formula
di rappresentazione:

Teorema 2.4.2 Sia Q un aperto limitato con frontiera di classe C' a tratti.
Se uw € C%*(Q), si ha per ogni fissato x € )

o) = [ Ko =050~ uly )Gt - 0] ast)- [ KGa—ysutiy

Si noti che la formula ha senso: il primo integrale non presenta singolarita,
in quanto x appartiene a ) mentre la variabile di integrazione y sta sulla
frontiera; d’altra parte nel secondo integrale la funzione y — K(z — y),
avendo una singolarita logaritmica (per n = 2) oppure del tipo |z — y|>™™
(per n > 2), & certamente sommabile su €.

Dimostrazione Sia x € e sia p > 0 tale che la palla B(x, p) di centro z e
raggio p abbia chiusura contenuta in €2; il parametro p ¢ destinato a tendere
a 0. Applichiamo la formula di Green (2.2) alle funzioni u e y — K(xz —y)
nell’aperto Q \ B(z, p):

/ K(z — y)Au(y)dy =
() (2.5)

(/m /anp> { y)%@) B “@/)%K(% —y)| do(y).

Analizziamo i due integrali su 0B(z, p): si ha

1
(n—2)wppn—2 faB (z,p)

[ T B
0B(z,p) x P %u(y)do(y) sen > 2,

cosicché

1
) plog— sup |Vu| sen=2
U P 8B(z,p)
| K-y <{
0B(x,p) —— sup |Vu| sen > 2,
N — 2 9B(xp)
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e dunque

lim K(x —y)—(y)do(y) = 0.
i) N (@ —y)5 - (y)do(y)
Osserviamo adesso che il gradiente della funzione K(z — y) ¢ dato, sia per
n = 2 che per n > 2, da
=Y
VoK(w—y) = VK@ —y) = ——— Y yyta (26

wn|x - y|n

e che inoltre per ogni y € 0B(x, p) la normale esterna a 9(2\ B(zx, p)) punta
verso 'interno di B(z,p), ed ¢ quindi data da v(y) = =2£. E allora facile

o
verificare che per ogni y € 0B(z, p) si ha, per n > 2,

0

gKa=n) = (ke S0 = :

wap™ 1 H™1(0B(z,p))

(2.7)
Se ne deduce, per continuita, che

Jm, [— /8 " u(y)a%m - y)da(yﬂ -

1
= lim

PO+ {_ H"1(0B(z, p)) /83@,;;) U(y)dg(y)} = —u(z).

Infine, osservando che, in virtu della sommabilita di y — K(x — y),

lim Ko = pauldy = [ Ko=) Suly)dy

P=0" JO\B(z,p)

da (2.5) si ottiene la tesi per p — 0. O

Sia ora h € C?(Q) N C*(Q) una funzione armonica in {2: allora la formula di
Green (2.2) ci dice che per ogni v € C*(Q2) N C'(Q) si ha

Ju oh
0= /aQ lh% —u%} da—/QhAudy,

dunque, sommando questa relazione con quella fornita dal teorema 2.4.2 e
definendo G(x,y) = K(x —y) + h(y), si ricava per ogni = € {2

ou 0
o) = [ |GG )~ uth) -Gt | dots) = [ Gl sutay.
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Se si avesse anche G(x,y) = 0 per ogni y € ), potremmo scrivere

ulz) = - / Qu(y%au,y) doly) - [ Gloyduty) s, (28)

Q
e questa sarebbe una vera e propria formula di rappresentazione per ’even-
tuale soluzione del problema di Dirichlet, poiché, noti i valori di u su 02 e

di Awu in €2, sarebbe nota la u su tutto €2.
Siamo cosi ricondotti alla seguente

Definizione 2.4.3 Sia ) un aperto di R™. Una funzione di Green (di prima
specie) per il Laplaciano in Q é una funzione G(x,y) continua, definita per

x,y € Q, x # vy, con le sequenti proprieta:

(i) per ogni x € 2, la funzione h,(y) := G(x,y) — K(x —y) é armonica in
Q (e non solamente in Q\ {z});

(ii) G(x,y) =0 per ogniy € O e per ogni z € Q\ {y}.

Osservazione 2.4.4 Non e affatto detto che una funzione di Green esista:
tuttavia, se essa esiste, allora ¢ unica, almeno quando ’aperto €2 e limitato.
In tal caso, infatti, se ve ne fossero due, G(z,y) = K(x — y) + h,(y) e
Go(z,y) = K(x — y) + hos(y), allora per ogni x € Q la funzione G(z,y) —
Go(z,y) = hi(y)—ho(y) sarebbe prolungabile con continuita ad una funzione
armonica in ) e nulla sulla frontiera: quindi, per il principio del massimo,
h, — hg, sarebbe nulla in €2, ossia G = (.

La funzione di Green, se esiste, gode di varie proprieta; I’enunciato che segue
ne segnala due, utili per il seguito:

Proposizione 2.4.5 Sia ) un aperto di R™ tale che esista la funzione di
Green G per il Laplaciano. Allora:

(i) G(z,y) = G(y, ) per ogniw,y € Q, v # y;
(ii) G(z,y) >0 per ogni x,y € Q, v #y.

Dimostrazione (i) Siano z,y € Q con = # y. Posto v(z) = G(x,z) e
w(z) = G(y, 2), si ha Av(z) = 0 per ogni z € Q\ {z}, Aw(z) = 0 per ogni
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z € Q\{y}, e v =w = 0su 0Q. Applicando alle funzioni v, w la formula di
Green nell’aperto Q \ B(z,e) U B(y, €), si trova

ov ow / [811} ov }
—w— —uv|do= — v — —uw| do. 2.9
/83(35,5) [6’/ ov } 9B(y.e) L OV v (2.9)

Poiché w & regolare intorno al punto z, mentre v si comporta (per n > 2)
come 27" su dB(z,¢€), si ha

0
/ 90 vdo| < cen! sup |v|=0(1) pere— 0F;
OB(z.¢) ov OB(z.¢)
d’altronde, essendo v(z) = K(z — z) + hy(z), con h, armonica e quindi

regolare in ), si ha anche, utilizzando (2.7),

lim @ wdo =
e—0t OB(x.¢) ov
o) oh,
= lim K(z —z)w(z)do(z) + lim wdo =
e—0t 9B (z,¢) aI/Z e—0*t 9B (z,¢) ov

1
% 0B, 0)) /aB(x,g)“’ 7+0=ul)

In modo del tutto analogo si prova che

0 0
lim = wdo = 0, lim Cvdo = v(y).
=0+ Jop(y,e) OV 0 Jop(y.e) OV

Quindi, al limite per e — 07, la (2.9) si riduce a w(z) = v(y), ossia G(y, z) =
G(z,y). Per continuita, la tesi vale per ogni x,y € € con = # y.

(ii) Sia z € Q e sia § > 0 tale che B(z,9) C Q. La funzione y — G(z,y) &
armonica in Q \ B(z,¢) per ogni € < § e verifica (per n > 2)

G(z,y) =0 su 09, G(x,y) > — M su0B(z,e),

(n — 2)w,en—2

essendo M il massimo su B(z,d) del modulo della funzione y — G(z,y) —
K(x — y) la quale, per definizione di funzione di Green, & armonica in 2 e

dunque continua su B(x,0). Dunque G(z,y) > 0 per ogniy € 9(Q\ B(z,¢)),
se ¢ ¢ sufficientemente piccolo. Dal principio del massimo segue G(zx,y) > 0
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per ogni y € Q\ B(z,¢). Ne segue, per I'arbitrarieta di ¢, G(z,y) > 0 per
ogni y € 2\ {z}. Per continuita, la tesi vale per ogni z,y € {2 con x # y.
Nel caso n = 2 le argomentazioni sono esattamente le stesse. 0O

Se esiste la funzione di Green per €2 possiamo concludere con il seguente

Corollario 2.4.6 Sia Q un aperto limitato di R™ con frontiera di classe C*
a tratti. Se esiste la funzione di Green G(x,y) per il Laplaciano in €2, e se
u € C*(Q) ¢ soluzione del problema di Dirichlet (2.3), allora vale la formula
di rappresentazione

ulz) = / 9 G, y) oly) doy) - / Gley) fly)dy VeeQ. O

Q aVy
(2.10)

Naturalmente il corollario 2.4.6 non ¢ un teorema di esistenza. Pero ¢ un buon
inizio: se sappiamo costruire la funzione di Green, la (2.10) ¢ una candidata
soluzione e si puo cercare di provare che essa ¢ soluzione per davvero; questo
e cio che faremo nel caso in cui €2 e una palla, poiché in tal caso la funzione
di Green si sa scrivere esplicitamente.

Osservazione 2.4.7 In effetti e possibile costruire la funzione di Green per
ognt aperto di R™ quando n > 2, e per una vastissima classe di aperti quando
n = 2; si veda [4] per approfondimenti.

Osservazione 2.4.8 In modo analogo si puo rappresentare la soluzione del
problema di Neumann per ’equazione di Poisson:

Au=f inQ

2.11
@:1/1 su OS. ( )
v

Si cerca una funzione di Green di seconda specie N(z,y), ossia una funzione
tale che N(x,y) = K(z — y) + k.(y), con k, funzione di classe C* armonica
in €, e g%(x,y) = —c per ogni y € 0f), con c¢ costante opportuna. Tale
funzione, come e facile verificare, € unica a meno di una costante additiva.

Si trova allora, in analogia con la (2.8),

) = [ [N(x,y) )+ cu(yﬂ o)~ [ Ne.) dulp)dy Vo
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Applicando questa formula alla funzione u = 1, che sicuramente risolve il
problema di Neumann (2.11) con dati f e ¢ nulli, si trova 1 = cH"1(99),
da cui segue che I'unico valore possibile ¢ ¢ = [H"1(9Q2)]7!. Con questa
scelta di ¢ si deduce la formula di rappresentazione per le eventuali soluzioni

del problema di Neumann (2.11):

ww) = [ Ny oly) doty) - / N(a,y) £y) dy +

a0
1
+ HHT(aQ) /89 u(y) do(y) Vo € Q.

Si noti che, come e giusto, questa formula individua la funzione v a meno di
una costante additiva.

2.5 La funzione di Green per la sfera

La funzione di Green per un aperto €2 si puo interpretare fisicamente come

il potenziale elettrostatico generato, all’interno di una superficie chiusa con-

duttrice 9 posta a potenziale zero (a terra), da una carica unitaria, situata

in un punto = € €.

Per costruire la funzione G nel caso in cui & la palla S = B(0, R) ado-

periamo il metodo di riflessione, che trae origine proprio dall’interg)retazione
zR

elettrostatica sopra delineata. Se x € S e x # 0, poniamo x* = GER cosicché

|z| - |z*| = R?; cerchiamo una funzione di Green della forma
G(r,y) = K(z —y) —aK(z" —y),

ove «v € una costante da fissare. Notiamo che la funzione y — —aK (z* —y) &
armonica su S, poiché x* € al di fuori di S. Il numero a rappresenta una carica
incognita da collocare in x*, in modo da ottenere un campo elettrostatico che,
sommato a quello indotto dalla carica posta in z e descritto dalla soluzione
fondamentale K (x —y), generi un potenziale che sia nullo sulla superficie 05.
Per determinare «, osserviamo anzitutto che per ogni y € 0.5 vale la proprieta
seguente: nel piano generato dai punti 0, x,y i due triangoli di vertici 0, z,y
e 0,y, z* sono simili. Infatti essi hanno in comune I’angolo x0y e i lati a due
a due proporzionali, in quanto

0y R |27 02

0z |z R Oy’




Per la terza coppia di lati si ha dunque

R 0y Ox |z
2=yl 2y wy oyl

ovvero

R
" —y| = |z — y|m Yy € 0S. (2.12)

Cid premesso, nel caso n > 2, affinché G(z, -) sia nulla su 05 basta scegliere
a = (R/|x|)" 2, perché in questo caso si ha, in virtu di (2.12),

Clay) = Ku—yw—Q%)nzaﬂ—yw:

B 1 [ 1 R ] B
(n=2)wn [z =y |z[*2ar —y|"?

1 1 1
= — =0 v 0S.
m—zwnhx—m”Q M—ywz} v <

Se n = 2, si verifica direttamente che la funzione di Green per la palla

S = B(0, R) ¢ data da

1 1 1 R

Gl,y) = 5o ~ log ——
(@9) = 5 o8 T~ 2 8 e —

In definitiva, la funzione di Green per la sfera S = B(0, R) in qualunque
dimensione n > 2 ¢

G(z,y) = K(x —y) — <| |(:C - y)) ove z*= W (2.13)

Si osservi che dalla proposizione 2.4.5 segue che per x = 0, nel qual caso z*
non e definito, la G e data da

610.0) = 6(00) = )~ & (W) = ) - & (%)

Vediamo ora come si usa la funzione di Green per risolvere il problema di
Dirichlet per I’equazione di Poisson sulla sfera.
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Teorema 2.5.1 Sia S la palla B(0,R) e siano f € C'(S) e p € C(95S).
Allora il problema di Dirichlet

Au=f in S
u=¢ su 05

ha come unica soluzione la funzione

a(a) = Tl [ 2ot - [Gensay vwes, 21

Ruwy, s |z —y
ove G ¢ la funzione di Green per la sfera B(0, R), ossia la funzione (2.13).

Dimostrazione Dal corollario 2.4.6 sappiamo che la soluzione, se esiste, ¢
data dalla (2.10), ossia

/G:cy dy Vz €,
asayy

con G data da (2.13). Calcoliamo la derivata normale di questa funzione nei
punti y € 9S. Nel caso n > 2, per x € S fissato si ha, ricordando (2.6),

9 Gley) = (V,Gley), () =

ov,
= <VyK(x —y)—V,K (%(m* - y)) , %> -

(x—y,y) _(ﬁ)“ (" —yy)

Rw,|x — y|" || Ruw,|x* — y|" N

R S PR 7

‘ 513"2 _ R2
Ruwy |z —y|™
Alla stessa formula si perviene nel caso n = 2. Si conclude allora che la
candidata soluzione ¢ proprio la funzione (2.14), che ¢ formata da due addendi

che denominiamo u; () e us(z).
Proviamo che il primo addendo

_ R —af oY)
() = =t [ A i)
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verifica

Aul =0 inS
(2.15)

up =¢ suds.
Poiché = € S, mentre I'integrale e fatto su 0.5, si puo derivare sotto il segno
di integrale e si ricava che la funzione u; e di classe C*°. Inoltre e facile,
benché laborioso, verificare che per ogni y € 0S5 si ha
R2 _ | CL‘|2 -

lz—y*

A 0 Vo € S.

Pertanto la funzione u; ¢ armonica in S.
Adesso notiamo che il corollario 2.4.6, applicato alla costante v(z) = 1 che
certamente risolve il problema

Av=0 in S
v=1 sudSs,

ci da l'identita

R% — |a:|2/ 1
1= do(y Ve € S.
Ruwn, os T —y[" )

Cio premesso, sia T un punto di 95. Possiamo scrivere
R? — W/ Ply) — (@)
Ruwy, os T —yl"

Per la continuita di ¢, dato € > 0 esiste 6 > 0 tale che

ui(z) = ¢(T) = a(y).

loly) =@ < Wyel,
ove Iy = {y € 85 : [y — T| < 0}. Ne segue, per |z — 7| < 2,

jur () — ()] <

2 112 (T
- R? — |z [ £ _do(y) +/ lp(y) wT(Lx)\ doly)| <
Ruwy, 1, [T =yl os\; 1T =Yl
R? — |z]? /2\" _
§€+R—ML| (5) 2lelles) - wn " g

poiché per x — T si ha |x| — R, otteniamo

limsup [us (z) — ()] < e,

T—T
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e per larbitrarieta di € si ottiene u; = ¢ su 9S. Cio prova (2.15).
Dimostriamo adesso che il secondo addendo di (2.14), vale a dire

/ny y) dy,

appartiene a C2(S) N C(S) e verifica

Auy = in S
=11 (2.16)
ug = 0 su 08S.

Mostriamo anzitutto che u, appartiene a C(S) e che & nulla su 9S. Per
la simmetria della funzione di Green, se T € 0S si ha G(Z,y) = 0, da cui
uz(Z) = 0. Inoltre, per x € S, v — T, possiamo scrivere

mw:—mew—maMﬂw@

L’integrando ¢ infinitesimo per x — =, ma non ¢ dominato da alcuna funzione
sommabile indipendente dal parametro x: infatti esso e singolare proprio per
y = z. Ricorriamo allora al seguente corollario del teorema di Lebesgue:

Lemma 2.5.2 Sia {fi} una successione di funzioni integrabili sullo spazio
misurato (X, F, ). Supponiamo che:

(i) fr(x) = f(z) q.o. in X per k — oo;
(i) |fu(2)] < gu(x) g.o. in X per ogni k € N;
(iii) gx(z) = g(x) g.0. in X per k — oco;
(iv) gx e g siano sommabili su X e fX g dp — fngu per k — oo.
Allora
3 [ edu= [ pan

Dimostrazione Basta applicare il lemma di Fatou alle due successioni di
funzioni non negative {gr + fx} ¢ {gr — fi}, e sfruttare la sommabilita di g.
O
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Applichiamo il lemma 2.5.2 nel modo seguente: per ogni successione {x} C
S convergente a T, si ha

(G, y) — G0, )] f(W)] < Cllay — ylP" + [T — y[*"] = gr(y),
e inoltre risulta

klim gr(y) = 20| — y*" per quasi ogni y € S,
—00

k—o0

i [ gy =20 [ [y dy
S S

quindi il lemma 2.5.2 ci dice che

lim [ [G(xg,y) — G(T,y)]f(y) dy =0,

k—o0 S

e dall’arbitrarieta della successione {z} si ricava

lim us(x) = —lim [ [G(z,y) — G(Z,y)|f(y)dy =0 Vz € 0S5,

T—T Tr—T S

cosicché uy € continua in S.
Proviamo ora ’armonicita di us in S. Sia g € S e sia » > 0 tale che
B(zg,r) C S. Decomponiamo la funzione uy come segue:

w) == [ sGw a6 =i i),

S\B(zo,r)

ove abbiamo usato la simmetria della funzione di Green (proposizione 2.4.5).
Poiché, per y ¢ B(zo,7), * — G(y,z) € armonica in S\ {y} e quindi in
B(xg,r), si pud derivare sotto il segno di integrale ottenendo

Avy(z) = /S\B( SWAG( DAy =0 Vo e Blro.r)

ed in particolare
Avg(xg) = 0. (2.17)

67



Per quanto riguarda oj(z), scrivendo esplicitamente la funzione di Green
secondo la (2.13), ma a variabili scambiate, otteniamo

vi(2) = — / IOl dy =

[ rwre-na- [ oK (R -o) -
=: v],(x) + vl (). |

Dato che la funzione z — K (%(y — x)) e singolare nel punto y* che ¢ fuori

dalla palla S per ogni y € B(xg,r), possiamo derivare v];(z) sotto il segno
di integrale, ottenendo

AV, (z) = — /B(mo Ak ('é' (v — a:)) dy=0 Ve Blzor)

ed in particolare

Av,(zg) = 0. (2.18)

Resta da calcolare il Laplaciano di v],(z). Dobbiamo anzitutto determinare le
derivate parziali D;v}, per i = 1,...,n. A questo scopo proviamo il seguente

Lemma 2.5.3 Per ogni g € C(B(xg, 1)) risulta
Di/ )g(y)K(fc —y)dy = /( )g(y)DmK(fv —y)dy  Vx € B(w,7).
xg,T B(zg,r

Dimostrazione Fissato © € B(xg,r), scriviamo il rapporto incrementale
nella i-sima direzione:

l/ 9K (z+he' —y) — K(z —y)]dy =
B(zo,r)

h
_ 1 / ()/1 d 1 It —
(n = 2)wuh B(xor)gy o dt|x+ htet —y|n—2 v

1
i +ht —y;

:__/ LAY gy
(xo,r) |$’+th€—y|
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Scambiando l'ordine di integrazione, il che ¢ lecito perché 'integrando, per
h fissato, € certamente sommabile in [0, 1] x B(z, ), otteniamo

%/m )g(y)[K(Hhe"—y)—K(x—yﬂdy:

; + ht —
/ / it dy dt.
B(zo, 7") |LU + the' — ’n

Dobbiamo passare al limite per h — 0 sotto il segno di integrale. Fissiamo
d > 0 tale che B(x,20) C B(xg,r), e scegliamo h tale che |h| < d: allora per
ogni t € [0,1] si ha B(z + the',§) C B(zg,7). Vogliamo provare che per la
funzione

1 a:ﬁ—ht—yl

Gp(t - 2.19
valgono i fatti seguenti, dai quah segue subito la tesi del lemma:
lim G, (t,y) = ——1 (y) T i q.o. in [0, 1] x B( ) (2.20)
m .0. 1n To, T .
b0 IANZR g ’Z’ y’n ) 0,7 )

lim/ / w(t,y) dydt = / / Y gydr. (2.21)
h—0 B(a:or Bl(zo,r) («Un |37_ |

La relazione (2.20) ¢ ovvia; la (2.21) invece non ¢ affatto banale. Per dimo-
strarla, ancora una volta non possiamo fare uso del teorema di convergenza
dominata di Lebesgue, poiché I'integrando G, (t,y) ha una singolarita nel
punto x + the’, che si muove durante il passaggio al limite. Applicheremo
allora il lemma 2.5.2 ad un’arbitraria successione infinitesima {hy}ren. Per
le corrispondenti funzioni Gy, (t,y) definite in (2.19) si ha allora, per quasi
ogni (t,y) € [0,1] x B(xg,):

1
|G, (t,y)] < o ||g||c e T — on(t,y) (2.22)
(t,9) = = lg] ! — o(t,y); (2.23)
PelbY) = -l C(B@om) g + thyel — y|n—2 — PLY); '
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inoltre, utilizzando le coordinate polari,

/ / ) dydt — ||9||c / / dydt _
B(zor) Blaoyr) | + thie! —y["!
B HgHC’(B(xo,r)) {/ / dydt N
B W, 0 JBorN\Batthieis) | T+ thyet —y[m=
o et
0 JBlattheeis) T+ thee! — y|"!

HgHC(B(xO ) ! dydt
= - 1 — x ei N +
W {/0 /B(zoﬂ“)( XBGrtihet ) (y)) |l‘ + thye' — y’n_l

— dpdt] .

Nel primo integrale si ha |z + thye’ — y|'™" < §'~" e quindi, per convergenza
dominata,

- /1 / dydt / / dydt
k=00 Jo B(zo,r)\B(z+thet,d) ’$ + thkel - y’nil B(zo,r)\B(z,0) ’.’13 - y’n L
Il secondo integrale diventa
dydt
B(z,0) ‘LE - y‘
Dunque, sommando,

1 1
lim/ / or(t,y) dydt:/ / o(t,y) dydt. (2.24)
k=00 Jo B(zo,r) 0 JB(zo,r)

Da (2.22), (2.23 e (2.24), grazie al lemma 2.5.2 segue che

lim/ / G, (t,y) dydt = ——/ / ~ dydt,
k—o0 B(zo,r) B(zo,r) |5U - y|n

e per Parbitrarieta della successione {h} si ricava la (2.21). Cio, come gia
osservato, prova il lemma 2.5.3. 0O

Torniamo alle derivate parziali prime di vjy(z). Si ha anzitutto, usando il
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lemma 2.5.3 e integrando per parti (ed ¢ qui che iniziamo ad usare l'ipotesi

fe (@),

Do) = — /B TGPy ) dy = / F(W)DyK (y — ) dy =

B(zo,r)

= / F)K(y — 2)vily) do(y) — / Dif(y)K(y — x) dy.
OB (zo,r)

B(zo,r)
Applicando ancora il lemma 2.5.3, similmente si ottiene, per ¢ =1,...,n,
D?“To(x) =
— [ DK - Duioly) ~ [ D)DKy~ )y =
0B (zo,r) B(zo,r)
—— [ DK ouiow) + [ D@D, Ky~ )y
OB (zo,r) B(zo,r)

e di conseguenza troviamo, per ogni x € B(xg, 1),
Avig(z) =
0
—— [ K- ode)+ [ (T50).V,E (- o)y
9B(zo,r) Vy

B(zo,r)
in particolare, da (2.7) segue

Avjy (o) =
—— [ g —adet)+ [ (V). — o))y -
dB(zo,r) v B(zo,r)

1 / 1 Y — T
= f(y)do(y +—/ <ny,—>dy
wnrn—l OB (zo,r) ( ) ( ) Wn B(zo,r) ( ) |y - x0|n

Dunque, da (2.17) e (2.18) segue che

Aus(zo) = A0y + viy +v3)(x0) = Aviy(o),
e poiché il primo membro non dipende da r, possiamo scrivere

AUQ(ZL’Q) = lim AU;O(JIO) =
r—0t

, 1 1 Y —To
p— 1 —_— —_— pu—
m Lnrnl /a o f(y)do(y) + o /B . <Vf (v), = x0,n> dy}
= [(20) +0 = f(wo).
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Poiché xg ¢ un punto arbitrario di S, la (2.16) ¢ provata. Cio conclude la
dimostrazione del teorema 2.5.1. 0O

Terminiamo il paragrafo con un corollario assai utile per il seguito.

Corollario 2.5.4 Se u é una funzione armonica in una palla B(xz,r) C R"
e continua sulla chiusura B(x,r), allora

r? — |z — x|? u(n)
= —d A B )
U(Z) TWn /QB(x,r) |77 - Z‘n 0(77> ° (x’ T)

Dimostrazione La funzione

v(€) =u(x+&),  £€BO,),

¢ armonica nella palla B(0,7). Per il teorema 2.5.1, si ha la formula di
rappresentazione

r2—\§|2/ v(y)
US:— —dO'y V£€BO,7’;
(&) TWp dB(0,r) 1€ —y|" ) 0
ne segue, posto z = x + ¢,

uls) = wlea el ulwty) L
(2) = ulz+e) /W| (v)

TWy, z—x—y"

= M/ u(n) do(n) Vz € B(xz,r). O
)

TrWn B(x,r) |Z - T]|n

2.6 Proprieta delle funzioni armoniche

Una delle pit importanti proprieta di cui godono le funzioni armoniche e
la cosiddetta proprieta della media: il valore di una funzione u, armonica
in 2, in un punto z é la media dei valori che assume sulla frontiera di una
qualunque palla B(z,r) contenuta in €. In questo paragrafo proveremo tale
proprieta e ne analizzeremo alcune notevoli conseguenze.

Definizione 2.6.1 Sia 2 un aperto di R™. Diciamo che una funzione u €

C(€2) ha la proprieta della media in Q se per ogni palla B(z,r) C Q risulta

1
ulx) = uly) do(y). 2.25
() / ROLLD (2.25)

wnrn—l
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Stabiliamo anzitutto una formulazione equivalente della proprieta della me-
dia.

Proposizione 2.6.2 Sia Q un aperto di R". Una funzione u € C(Q) verifica

=3
ulx) = u(y) do(y VB(xz,r) CQ
)= gt |, wdoy) ¥BG
se e solo se
u(z) = n / u(y) dy VB(z,r) C . (2.26)
W™ B(z,r)

Dimostrazione Supponiamo che valga (2.25) e sia B(xz,r) C Q. Per ogni
p €]0,r[ si ha, per ipotesi,

=3
u(y) do(y).
o oo (y) do(y)

Moltiplichiamo entrambi i membri per p"~! e integriamo fra 0 e r: si ottiene

we) =) [ oo =0 [ wtiotip= -

e quindi la (2.26).
Supponiamo viceversa che valga (2.26) e sia B(x,r) C Q. Moltiplichiamo
entrambi i membri per % e deriviamo rispetto a r: il risultato e

" // y)do(y)dp u(y) do(y),
St ol A BROL0) o M) o)

cioe la (2.25). DO

u(z) =

Proposizione 2.6.3 Sia Q un aperto di R" e siau € C(Q). Sewu ¢ armonica
in Q, allora u ha la proprieta della media in Q.

Dimostrazione Sia B(xg,r) C §2. Per il corollario 2.5.4, la funzione u(z) ¢
data dalla formula di rappresentazione

u(z) = w/a u®) do(§) Vz € B(xg, 7).

TWnp B(zo,r) |Z - £|n
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Scelto z = xg, si ricava la tesi:
r

= /6 o Hd(e). O

Vale anche il viceversa della proposizione precedente, ma occorre prima
dimostrare un risultato intermedio che ha interesse di per sé.

u(rg) =

Proposizione 2.6.4 Sia €2 un aperto limitato e connesso di R™ e sia u €
C(Q2) una funzione che verifica la proprieta della media in Q. Se u assume
massimo o minimo in un punto interno a 2, allora u é costante in 2.

Dimostrazione Sia M = maxgu, e supponiamo che esista € () tale che
u(T) = M. Poniamo

A={zeQ: ulzx)=M};
allora A € un sottoinsieme non vuoto e chiuso in €2, in virtu della continuita di
u. Dimostriamo che A ¢ anche aperto in 2: essendo 2 connesso, ¢id provera
che A = e quindi la tesi.
Sia z € A e sia r > 0 tale che B(x,r) C Q: vogliamo mostrare che u = M
su B(x,r). In effetti se esistesse & € B(x,r) tale che u(§) < M, troveremmo
anche una palla B(, p) C B(x,r) per cui u(y) < M per ogni y € B(&, p).
Ma allora, utilizzando la proprieta della media nella versione di (2.26),

M=u(z) = — /B( )U(y)dyz

Wpr™

n
- U u(y) dy+/ u(y) dy
WnT B(z,7)\B(&,p) B(&.p)

il che ¢ assurdo. Pertanto B(x,r) C A e A ¢ aperto in (.
In modo analogo si ragiona quando u assume il minimo in un punto interno.
0

<M,

Teorema 2.6.5 Sia Q un aperto di R e sia u € C(Q2). Allora u é armonica
in ) se e solo se u ha la proprieta della media in ).

Dimostrazione (=) Questa implicazione ¢ stata provata nella proposizio-
ne 2.6.3.

(<) Sia S = B(xg,r) C Q. Indichiamo con v la soluzione, fornita dal
teorema 2.5.1, del problema di Dirichlet

{AU:O in S

v=u sudsS.
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Allora v € C(95) ed inoltre v, essendo armonica in S, ha la proprieta della
media in S. Quindi la differenza w = v — v ha la proprieta della media in
S e si annulla su 9S. Siano 7 e x5 punti di massimo e di minimo per w su
S: se almeno uno dei due punti ¢ interno a S, la proposizione 2.6.4 implica
che w & costante in S, e dunque @ nulla in S; se invece entrambi sono su 95,
allora w ha sia minimo che massimo nulli. Ne segue che u = v e pertanto u ¢
armonica in .S. Dato che S & un’arbitraria palla contenuta in 2, si conclude
che u € armonica in €. 0O

Corollario 2.6.6 (principio del massimo forte) Sia Q un aperto limi-

tato e connesso di R" e sia u € C(Q2) una funzione armonica in 2. Se il

massimo, oppure il minimo, di u in €2 & assunto in un punto interno, allora
u e costante in Q.

Dimostrazione Poiché u e armonica in €2, u verifica la proprieta della media
in §2; la tesi segue allora applicando la proposizione 2.6.4. 0O

Dal fatto che le funzioni armoniche verificano la proprieta della media discen-
de I'importante conseguenza che tali funzioni sono analitiche (reali): questo
non ci sorprende, poiché in dimensione n = 2 ci era gia noto. Per prova-
re questo fatto, dobbiamo preliminarmente procurarci opportune stime sulle
derivate di funzioni armoniche.

Proposizione 2.6.7 Sia Q0 un aperto limitato di R™ e sia u € C(Q) una
funzione armonica in Q2. Allora

nlelelal=1|q|!

[Du(z)] < T o)

max |u| Voo e N", Vx e Q. (2.27)
Q

Dimostrazione Sia z € 2 e siano p = d(z,02) e M = maxg|u|. Dal

corollario 2.5.4 otteniamo la formula di rappresentazione

u(z) = M/a ) do(€) Vz € Blx, p),

Pn B(z,p) |£ - Z‘n

da cui segue che u ¢ di classe C*°. Derivando 'equazione Au = 0 si deduce
che tutte le derivate D®u sono armoniche in B(z, p); quindi esse verificano
la proprieta della media in B(z, p).

Cio premesso, proviamo la (2.27) per induzione su N = |a|. Se |a| = 1,
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allora a = e?, con 1 < i < n, e dal teorema della divergenza si ha

n n
Dyu(z)| = / Diuydy‘: / w(y)vi(y) do(y)| <
D@ = |5 [ Dty = | [ ) det)
< n Mwnpnfl — EM,

W " p
e cio prova la tesi per |a| = 1.
Se la tesi e vera quando || = N, proviamola per i multi-indici 5 di lunghezza
|8] = N + 1. Poniamo 8 = a+ ¢, con |a| = N e 1 <i < n: allora scrivendo
la proprieta della media per Du nella palla B(z, NLH) si ottiene, utilizzando
I'ipotesi induttiva,

n
|DPu(z)| = W/ DPu(y) dy| =
Wnln)" /B, w5)
n «
= |7 Du(y)vi(y) do(y)| <
Wn(N—H) OB (@, w57)
n nNeN I NI
< — ———oun M do(y).
wn(NL_H)n /BB(m,Nil) [d(ya aQ)]N
Dato che
p pN p
si deduce
n nNeN-INI R
wa(w5)" (357) +
B nN+1eN(N+1)!M(N+1)N nN“eN(N—kl)!M
o pN+l e NN < pN+1 )

che ¢ la tesi quando |B| = N + 1. La (2.27) ¢ provata. O

Teorema 2.6.8 Sia ) un aperto di R™. Se u € una funzione armonica in
Q, allora u & analitica in €.

Dimostrazione Sia 2 € Q e sia S = B(z, R) tale che S C Q. Come
sappiamo, u ¢ di classe C'*° in 2. Possiamo scrivere i punti y € S nella forma
equivalente

y =x+ ha, ove he€|0,R], a€cR"con|a|=1.
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Scrivendo la formula di Taylor per u nel punto x, si trova per ogni m € NT
D*u(z
ul) = ule +hay = 3 Pyl 1 g (),

(0%
|o|<m—1

ove il resto R,,(y) puo scriversi nella forma

Du(x + dpha) 4 o
Ru(y) = Y o h%a
la|=m
per un opportuno ¥,, €]0,1[. Se scegliamo h €]0, %[, allora d(y, Q) > £,
cosicché dalla proposizione 2.6.7 otteniamo

h™ nmemim!
[Rin(y)| < Zawmgﬂmz

lal=m 2

m! | 2mnmem1
= h" Z — | ———— max]ul.
al Rm g

|a|=m
D’altra parte, per la formula (1.46),

m/!

Y, —=n"  VmeNt
lo|l=m
da cui finalmente
o2n2eh\"™"
Ruly)] < ( ne ) maxful <2 " maxlu]  Vhe 0, 2|
S S

Cio prova che la serie di Taylor di u ha per somma u(y) per ogni y €
B(z, ). La tesi ¢ provata. O

Y 4n2e

2.7 Successioni di funzioni armoniche

Il limite di funzioni armoniche, sotto opportune ipotesi, € a sua volta una
funzione armonica. Dedichiamo il presente paragrafo alla precisazione e al-
I’analisi di questo enunciato.

Un primo risultato ¢ il seguente:
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Teorema 2.7.1 Sia Q) un aperto di R" e sia {ux} C C(£2) una successione
di funzioni armoniche in ). Se up — u uniformemente in  per k — oo,
allora w € armonica in 2.

Dimostrazione Per il teorema 2.6.5, le u, verificano la proprieta della media
in Q. La funzione u, limite uniforme delle u;, ¢ continua in Q e verifica
anch’essa la proprieta della media in €2. Ne segue la tesi applicando ancora
il teorema 2.6.5. O

Ci occorre adesso una stima puntuale per funzioni armoniche non negative,
dalla quale trarremo notevoli conseguenze.

Proposizione 2.7.2 Sia S = B(xo,r) e sia u € C(S) una funzione armo-
nica in S e non negativa in S. Allora

1 — lz=2d 1 4 lz=dl
T u(e) Sul@) S T _u(m)  VeeS. (2.28)

n—1
(1 + |:Efrzo|) (1 . |$;‘{L‘0|)

Dimostrazione Per il corollario 2.5.4 si ha la formula

u(z) = = o= aof” /a u(y) do(y) Vzres. (2.29)

TWn s |y — x|
D’altra parte si ha
1 1 1

< Yy € 05, VxeS,
Ctle—wm) ~Jr—y* = (r—|e—m)" Y

da cui
r— |x — 0] r? — |z — z0|? r+ |z — 2
— < ~ < — Vyeods, Ve esS
(r + |z — 20l) |z =y (r — |z — o)
Moltiplichiamo per “% ¢ integriamo su dS: tenendo conto di (2.29), si ottiene

TWn

r—|r—mz 1 / r+lr—x 1 /
uly) do < u(z) < u(y) do
Te—mal)y T, Jps "W 97 <0 < G g, fe W)

ossia, ricordando che wu verifica la proprieta della media in S,

T+ |r — x|
(r— |z — xo|)n*

noa T — |z — 0]
(r 4 |x — zo|)" !

u(zy) < u(z) < r"? u(zg) VYx €S,
da cui la tesi. O
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Corollario 2.7.3 (teorema di Liouville) Sia v una funzione armonica in
R™. Se w e limitata inferiormente, oppure limitata superiormente, allora u é
costante.

Dimostrazione Sia u(z) > K per ogni € R": applicando la proposizione
2.7.2 au(-)— K, che & armonica e non negativa in ogni palla B(0, ), si ottiene
per ogni z € B(0,r) e per ogni r > 0,

_ =l ||
L (u0) ~ K) < (u(e) — K) < —F

n—1 C n—1
(- (-

dunque, per r — oo, si ricava u(x) = u(0).
Se u(z) < M per ogni z € R", si applica lo stesso ragionamento a M — u(+).
]

La proposizione 2.7.2 si generalizza nel modo seguente:

Teorema 2.7.4 (disuguaglianza di Harnack) Sia Q un aperto di R" e
sia K C Q compatto e connesso. Allora esiste una costante A €0, 1] tale che
per ogni funzione u armonica in €2 e non negativa in 2 si ha

1
Au(z) <wu(z') < 1 u(x) Vi, 2 € K.

Dimostrazione Siano z e 2’ punti distinti di K e sia R = d(K,0%2). Per com-
pattezza, possiamo ricoprire K con un numero finito N di palle B(z;, R/4),
1 <i < N, centrate in punti di K. Possiamo porre xg = x, xy1 = 2/, €
considerare le N 42 palle { B(z;, R) }o<i<n+1. Un facile argomento di connes-
sione mostra che esiste una sottofamiglia { B(z;,, R)}1<j<k, con 2 < k < N,
tale che

R .
=T, Tj1=|$¢j—$¢j+l|<§ per j=1,...,k—1.

Ty = X, Ly,
Poiché w ¢ armonica e non negativa in B(x;,, R), dalla proposizione 2.7.2

segue
1—

i 1+ %
W u(ziy) < u(zi,) < (1_—%)“,1 u(z;, ),
ed essendo r; < R/2 deduciamo
2n—2
=) u(zy,) < u(xg,) < 3-2" 2u(zy,). (2.30)

79



Similmente si ha
2n72
3n—1

il che, insieme a (2.30), implica

u(zs,) < ulziy) < 3-2" 2u(xy,),

(g:j)Q u(@y) < u(zy) < (3-2772)% u(z,).

Iterando questa procedura, dopo k£ — 1 passi si ricava

(;:_?)H u(zs) < ulzy) < (3-2772) " u(z,),

e a maggior ragione

(?,:_T)Nl u(z) < (@) < (3-272)" (),

che ¢ la tesi con A = (3-2772)~N=-1_ ¢

Dalla disuguaglianza di Harnack discende immediatamente il seguente risul-
tato:

Corollario 2.7.5 Sia Q) un aperto connesso di R" e sia {uy} una successione
crescente di funzioni armoniche in 2. Se {ug} converge in un punto xy € €2,
allora essa converge uniformemente su ogni compatto contenuto in 2. O

2.8 Funzioni subarmoniche

In vista del teorema di esistenza e unicita per il problema di Dirichlet rela-
tivo all’equazione di Laplace con dato al bordo continuo, risultato che sara
dimostrato nel prossimo paragrafo in ipotesi molto blande sull’aperto €2, in-
troduciamo e analizziamo una classe di funzioni molto importante e utile:
quella delle funzioni subarmoniche.

Definizione 2.8.1 Sia Q) un aperto di R™. Una funzione u € C(2) si dice
subarmonica in 2 se per ogni aperto limitato Q' C Q e per ogni funzione
v e C(Q), armonica in ', risulta

mﬂgx(u —v) = Igglx(u — ).

80



Una funzione u € C(2) si dice superarmonica in ) se per ogni aperto limitato
QY CQ e per ogni funzione v € C(V), armonica in S, risulta

mﬁlln(u —v) = nanép(u —v).

In definitiva una funzione wu, continua in 2, ¢ subarmonica in € se e solo
se accade che ogni funzione armonica v, la quale stia al di sopra di u sulla
frontiera di un arbitrario sotto-aperto €', deve stare al di sopra di u su tutto
Q.

Si verifica facilmente che una funzione u ¢ subarmonica se e solo se —u €
superarmonica. E chiaro inoltre che ogni funzione armonica ¢ sia subarmo-
nica che superarmonica. E immediato riconoscere, poi, che per n = 1 sono
subarmoniche in |a, b[ tutte e sole le funzioni convesse in |a,b[. Si osservi
anche che se () ¢ limitato, la condizione di subarmonicita vale anche per €.
Vediamo alcune proprieta delle funzioni subarmoniche.

Proposizione 2.8.2 Seuq,...,u,, sono funzioni subarmoniche in un aperto
Q di R", allora la funzione

u(z) = max{u (), ..., un(x)}, x € €,
¢ subarmonica in €.

Dimostrazione Sia ) un qualunque aperto limitato contenuto in €. Se v
¢ una funzione continua in ¥ e armonica in €, la funzione u — v & continua
su Q' e quindi ha massimo in un punto z, € €. Inoltre, per definizione
di u, esiste un indice i € {1,...,m} tale che u(zg) = u;(xg). Poiché u; e
subarmonica in €, si ha

mggx(u —v) = u(zg) —v(xo) = ui(xg) — v(20) <

< mﬁ@x(ui —v) = Igglx(ui —v) < ngg/x(u —v),
da cui
mﬁa}x(u —v) = nalglx(u — ).
Cio prova che u € subarmonica in 2. 0O

Introduciamo adesso una particolare trasformazione funzionale definita sullo

spazio C'(Q2), ove Q ¢ un aperto di R"”, la quale, come vedremo tra poco,
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preserva la subarmonicita. Sia u € C(£2): se S ¢ una palla contenuta in €,
denotiamo con ug la soluzione del problema di Dirichlet
{ AUS =0 inS

Ug = U su 05, (2.31)

che esiste unica in virtu del teorema 2.5.1. Sia poi Mg[u| la funzione definita

da a\
u inQ\S
M) _{ s (2.32)
Chiaramente Mg|u] & continua su Q. Inoltre:

Proposizione 2.8.3 Se u ¢ una funzione subarmonica in un aperto €2 di
R™, allora per ogni palla S C Q la funzione Mg[u] é subarmonica in €.

Dimostrazione Anzitutto, se S e una palla contenuta in €2, per la subar-
monicita di u e per definizione di Mg|u], si ha

mgax(u — Mglu]) = Hggx(u — Mglu]) =0,

ossia u < Mg[u] in S, e quindi
u < Mglu]  in Q. (2.33)

Sia adesso €2 un qualunque aperto limitato contenuto in . Se v ¢ una
funzione continua in 2’ e armonica in €', la funzione Mg[u]—v ha massimo in
un punto xg € . Se questo punto appartiene a 9, allora si ha banalmente
max(Ms|u] —v) = Ms[u](zo) — v(zo) = max(Ms[u] —v),
che ¢ cio che si vuole. Se invece xy € (2, allora esso stara in S, oppure stara
fuori di S. Se xy € '\ 5, allora, per la subarmonicita di u e per (2.33),
mﬂj/ux(Mg[u] —v) = Mslu](zg) — v(xg) = u(xg) — v(x0) <

< ax(u — v) = ma —v) < max(M, —

< m@x(u v) rggyx(u v) < I%Q,X( slu] —v),
il che, nuovamente, ¢ cid che si vuole. Se, infine, o € ' NS, si ha, essendo
Mg[u] — v armonica in Q' NS,

max(Mslu] —v) = Mslul(zo) = v(zo) = max(Ms[u] —v) = max (Msu] —v);
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ne segue, per il principio del massimo forte (corollario 2.6.6), che Mg[u] — v
¢ costante nella chiusura della componente connessa di ' NS che contiene
xo. Dunque esiste z; € 9(Q' N S) tale che

mﬂgx(Mg[u] —v) = a%%}fq)(Ms[u] —v) = Mglu|(z1) — v(xy).

Se x1 € 0€Y, concludiamo che

max(Msfu] - v) = Mslul(@1) = v(e1) = max(Mslu] = v),

mentre se 1 € 05 otteniamo, per la subarmonicita di u e la (2.33),

mgx(MS[u] —v) = Mgul(z) —v(x1) = u(zr) —v(z1) <
< mﬁajx(u —v) = Igglx(u —v) < I%S,X(Ms[u] — ).

In definitiva, risulta

in}X(MS[u] —v) = rg%/X(Ms[u] — )

e cio prova che Mg[u| ¢ subarmonica in 2. O

La parentela fra funzioni subarmoniche ed armoniche ¢ completamente chia-
rita dal risultato che segue.

Prgposizione 2.8.4 Sia Q) un aperto di R™ e sia u una funzione continua
in Q. Valgono i sequenti fatti:

(i) u é subarmonica in S se e solo se u verifica

1

Wyrn—1

u(z) < / u(y) do(y) VB(z,r) C (2.34)
OB(z,r)

(ii) se u € C*(Q), allora u & subarmonica in Q se e solo se Au >0 in Q.

Dimostrazione (i) Supponiamo che u verifichi la (2.34): allora, per ogni
aperto limitato ' C Q e per ogni funzione v € C(€¥) armonica in (¥, la
funzione u — v verifica ancora la (2.34) in ogni palla contenuta in €'. Quindi,
ripetendo esattamente la dimostrazione della proposizione 2.6.4, si ottiene
che per ogni componente connessa U; di ' risulta

mU%x(u —0v) = nggx(u —v).
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Ne segue che se x( ¢ punto di massimo per v — v in Q' C U, U,, allora esiste
1 tale che zo € U;, da cui
max(u — v) = max(u — v) = max(u — v).
Q U; oU;
D’altronde, ¢ facile verificare che 0 = (J,0U;, e quindi dalla relazione
precedente deduciamo
max(u —v) = max(u —v) < max(u — v).
wx(u — v) = max(u — v) < max(u )
Ne segue che u e subarmonica in €2.
Viceversa, se u € subarmonica in {2, allora per ogni palla S = B(z,r) con-

tenuta in € si ha, per la (2.33) e per definizione di Mg[u| (si veda (2.32) e
(2.31)),

(o) < Mslul(o) = s [ Mfully) doty) =
n oB(z,r)
1

cosicché u verifica (2.34).

(ii) Sia u € C?*(Q) subarmonica in €. Supponiamo, per assurdo, che esista
xo € 2 tale che Au(xy) < 0. Per continuita esiste una palla S = B(xzg,7),
con S C , tale che Au(x) < 0 per ogni # € S. Consideriamo la funzione
Mg[u]: la differenza u — Mg[u| ¢ nulla su 05 e, per la (2.33), non positiva in
S; dunque il minimo di v — Mg[u] in S & raggiunto in un punto 7 interno a
S. Ne segue che in tale punto deve essere Au(Z) = A(u — Mg[u])(ZT) > 0,
contro I'ipotesi Au < 0 in S.

Viceversa, sia u € C%(Q) N C(Q) tale che Au > 0 in . Fissiamo un aperto
limitato ' C € e una funzione v € C(€Y') armonica in €. Allora A(u—v) > 0
in 2; per il principio del massimo debole (proposizione 2.3.3), si ha

mﬂi}x(u —v) = rgg/x(u — ),

ossia u € subarmonica in 2. O

Osservazione 2.8.5 Dalla proposizione 2.8.4 segue in particolare che la
somma, nonché il prodotto per scalari positivi, di funzioni subarmoniche
¢ una funzione subarmonica.
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2.9 Il problema di Dirichlet

Riprendiamo in esame il problema di Dirichlet per I’equazione di Laplace in
un aperto limitato 2 di R". Gia sappiamo che per questo problema vi ¢
unicita e dipendenza continua dai dati, ma l’esistenza e per adesso garantita
solo nel caso in cui €2 ¢ una palla (teorema 2.5.1). Prenderemo in esame ora
aperti (limitati) molto generali.

Teorema 2.9.1 Sia 2 un aperto limitato di R, tale che per ogni y € 0N}
esista una palla B tale che QN B = {y}. Allora per ogni g € C(99Q) esiste
un’unica funzione u € C*(Q2) N C(Q) che risolve il problema di Dirichlet

{Au:() in €2

u=g  sudfd. (2.35)

Di questo teorema esistono numerose dimostrazioni molto diverse fra loro.
Noi seguiremo quella, elementare anche se non banale, dovuta a Perron.

Dimostrazione Consideriamo le famiglie di funzioni

A= {v e C(Q):v & subarmonica in Q, v < g su 9Q}

_ 2.36
B ={w € C() : w & superarmonica in Q, w > g su 9N }. (2:36)
Le due classi sono non vuote poiché
i A B.
o e A mso €
Inoltre risulta
v<w YveA YweB; (2.37)

infatti, per ogni v € A e w € B la funzione v — w & subarmonica in virtu
dell’osservazione 2.8.5, ed ¢ non positiva su €2, da cui, per definizione di
subarmonicita e per il fatto che Q ¢ limitato, essa & non positiva in €.
Osserviamo che la soluzione u del problema (2.35), se esiste, appartiene ad
AN B, e quindi verifica v < u < w per ogni v € A e per ogni w € B. Questo
ci suggerisce di definire la candidata soluzione nel modo seguente:

u(z) = supv(x) Vr € Q. (2.38)

vEA

Proviamo dunque che questa funzione risolve (2.35). Sia xy un arbitrario
punto di €. Per definizione di u(xg) esiste una successione {u;} C A tale che
ug(xo) — u(zg). Posto

vg(x) = max{ui(x), ..., ux(x)}, x € (),

85



¢ chiaro che {v} ¢ una successione crescente di elementi di A (proposizione
2.8.2), tale che vg(xo) — u(zo).

Sia ora S una palla contenuta in {2 contenente z, e poniamo wy = Mg|v]
(si veda (2.32) e (2.31)). Allora {wy} C A; infatti le w;, sono subarmoniche
in Q (proposizione 2.8.3) e, coincidendo con vy in Q \ S, non superano g
su 2. Inoltre la successione {wy} € crescente, in virtu della crescenza di
{vi} e del principio del massimo, e si ha wy(xg) — u(zo), poiché in S si ha
v < wy < u per (2.33) e (2.38). In virtu del corollario 2.7.5 e del teorema
2.7.1, concludiamo che le wy, convergono uniformemente in S a una funzione
w armonica in S, tale che w(zg) = u(x).

Adesso fissiamo un generico punto £ € S: esiste un’altra successione {u;} C
A (dipendente da &), tale che ug(§) — u(€). Definiamo

zk(x) = max{vg(x),uy(x), ..., u(z)}, €

e sia y, = Mg|z] (anche queste funzioni dipendono da £). Allora, come
prima, risulta {z;} C A e {yx} C A, {yr} ¢ crescente e, per il principio del
massimo, wy, < yx in Q; inoltre y, (&) — u(€) (perché Uy, < 2z, < yp < win S).
Quindi, analogamente, le y;, convergono uniformemente in S a una funzione
y armonica in S (dipendente da &), tale che y(£) = u(). Risulta pertanto

y>w inS, Yy(wo) = w(wo) = u(o).

Dunque la funzione y — w, armonica e non negativa su S, ha minimo uguale
a 0 nel punto x interno a S: per il principio del massimo forte (corollario
2.6.6), y —w ¢ nulla in S e, in particolare, w(&) = y(§) = u(§).
Abbiamo cosi eliminato la dipendenza da & e provato che nel generico punto
€ € S sihau(f) =w(), ove w & una fissata funzione armonica: ossia u €
armonica in S. Poiché S e una palla contenente un arbitrario punto xg € €2,
possiamo dedurre finalmente che u e armonica in (2.
Dimostriamo adesso che per ogni y € 0f2 risulta

lim  wu(z) = g(y); (2.39)

€, Ty

cio concludera la dimostrazione.
Ci occorre il seguente

Lemma 2.9.2 Sia 2 un aperto limitato di R", tale che per ogniy € OS2
esista una palla B tale che QN B = {y}. Allora per ogni y € 090 esiste una
funzione barriera, vale a dire una funzione x — oy (z), definita e continua in

Q, tale che
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(i) oy é superarmonica in €2,
(i) «y € non negativa in €2,

(iii) ay(x) =0 se e solo se x =y.

Dimostrazione Fissato y € 99, sia B(£,r) una palla tale che B(£,7)NQ =
{y}. Una funzione barriera ¢ allora, come ¢ immediato verificare,

r?T — o — &P sen > 2
O‘y(x) =

log@ sen=2. 0

Proviamo la (2.39). Sia y € 02 e sia € > 0: per la continuita di g, esiste un
intorno aperto I di y tale che

lg(z) —g(y)| <e  Vzelno.

Dunque, posto
osc(g, 02)

K= min{a,(z) : x € 0N\ I}’

si ha
lg(x) —g(y)| < e+ Kay(r)  Voedf,

ove a ¢ la funzione barriera fornita dal lemma 2.9.2. Inoltre, essendo
gly) —e - Kaoy(-) € A, g(y) +e+ Kay(-) € B,
si ha
9(y) —e — Kay(z) < u(z) < g(y) + ¢ + Kay(x) Vr € Q,

OVVero B
lu(z) —g(y)| < e+ Kay(z)  VzeQ.
Se ne deduce che
limsup |u(x) — g(y)| < e,

z€Q, x>y

e poiché ¢ ¢ arbitrario, la (2.39) ¢ provata. O

Osservazione 2.9.3 Si noti che nella dimostrazione precedente abbiamo
usato le condizioni (ii) e (iii) della definizione di funzione barriera solamente
per x € 0f).
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Capitolo 3

L’equazione del calore

3.1 Motivazioni fisiche
L’equazione del calore

ove k e una costante positiva e f € una funzione continua assegnata, e la piu
importante e la piu semplice fra le equazioni di tipo parabolico. Essendo pre-
sente la variabile ¢, naturalmente identificata con il tempo, questa equazione
descrive quei fenomeni di tipo evolutivo nei quali interviene una diffusione,
ossia quando si ha il trasferimento di una data quantita di sostanza, o di
energia, dalle zone di alta concentrazione a quelle di bassa concentrazione.
La funzione f ha il significato di una sorgente di gas, o di calore, interna alla
regione che si considera. Come vedremo, molte delle proprieta matematiche
dell’equazione del calore sono simili a quelle dell’equazione di Laplace.
Abbiamo gia visto nell’esempio 2.1.5 che I'equazione (3.1) descrive la propa-
gazione del calore nello spazio, essendo u(z,t) la temperatura nel punto x
all’istante . Vediamo ora un altro esempio di diffusione.

Esempio 3.1.1 Consideriamo un mezzo 2 vuoto, oppure riempito di una
sostanza porosa. Se immettiamo in 2 una certa quantita di gas, come si
¢ gia detto, esso si diffondera dalle zone di alta concentrazione a quelle di
rarefazione. Indichiamo con wu(x,t) la concentrazione di gas nel punto x
all'istante ¢. La legge (sperimentale) di Fick ci dice che la massa dF, di gas
che attraversa nell’unita di tempo una superficie do centrata in x con versore
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normale v ¢ proporzionale al gradiente della concentrazione:

ou
dF, = —D— do, 3.2
5, 90 (3.2)
ove D e il coefficiente di diffusione e compare il segno “—" poiché la diffusio-

ne deve andare nelle direzioni di concentrazione decrescente. Il coefficiente D
potrebbe dipendere dal punto z se il mezzo non € omogeneo, dalla temperatu-
ra del mezzo, dalla concentrazione stessa, ma noi supporremo per semplicita
che D sia una costante positiva. Dunque possiamo rappresentare la quantita
di gas che si allontana da x mediante il vettore

F = —DVu. (3.3)

Sia allora B una palla centrata in = di raggio r, contenuta in Q, e sia [to, 7]
un intervallo di tempo. La variazione di concentrazione in B in tale periodo
di tempo e

/Bc(x)[u(x, T) — u(z, to)|dz,

ove c(x) e il coefficiente di porosita, che supponiamo costante; se siamo nel
vuoto possiamo prendere ¢(z) = 1. Risulta

/B [u(z, 7) — u(z, to)|dz = /t /6 B(—(F, v)) dodt,

poiché la concentrazione decresce se il vettore della diffusione F' punta verso
Iesterno. Se ne deduce, tenuto conto di (3.2) e integrando per parti,

/tOT/B%(x,t) dedt = /B[u(x,r)_u(x’t)]dx:

_ / 2% 1) dodt / / DAu(z, 1) dadt.
to JOB 8V to J B

Infine, per I'arbitrarieta di B e di [to, 7], si deduce

0
8—1; = DAu in € x [0, 0ol

Vi ¢ anche un importante modello probabilistico che conduce all’equazione
del calore.
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Esempio 3.1.2 Consideriamo una particella, sottoposta a forze molto com-
plesse, ad esempio sia soggetta agli urti dovuti alla presenza di particelle
pesanti che collidono con essa e fra loro: essa si muovera di un moto cao-
tico, cambiando molto spesso direzione. Cio ci induce a schematizzare il
moto della particella in modo probabilistico. Sia dunque Z il reticolo n-
dimensionale di passo € > 0. Supponiamo che la particella si muova istante
per istante compiendo un salto di ampiezza € in una delle n direzioni degli
assi coordinati, in uno dei due versi possibili: se essa si trova nel punto he,
con h € Z", all'istante successivo si trovera in un punto della forma (h+e;)e,
con 1 < j < n. Naturalmente, la particella avra uguale probabilita, pari a
ﬁ, di andare in uno qualunque di tali punti.

Supponiamo di non conoscere ’esatta posizione iniziale della particella, ma
di conoscerne la distribuzione di probabilita Fy: dunque all’istante iniziale la
particella si trova in z con probabilita Py(x). Nota Fy, cercheremo di trovare
una formula per la probabilita P(z), a qualunque istante t. Se ipotizziamo
che la particella salti ogni n secondi (n > 0), vale la relazione

n

1
Pln(e) = 0 D [Pl +269) + Pila =),
J:
la quale esprime il fatto che la probabilita di trovare la particella nel punto
x all’istante ¢ + 1 e uguale alla somma delle probabilita che la particella si
trovi al tempo ¢ in uno dei punti adiacenti a x.

Quindi, usando nel quinto passaggio il teorema di Fubini,

n

Proofw) = Pia) = 5= S [P(e + c65) = Pule) + Bl — e¢;) — Pi(a)] =

j=1

- % Z /0E [DjFi(x + oe;) — DiFy(x — o¢;)]do =
— %Z/OE[(Dth(x +0¢;) = DjFi(z))—=(D;jFi(z — oe;) — DjPy(x))] do=

1 n € o
— 2— Z/ / [D?Pt(l‘ + Sej) + D?H(fﬁ — 86]} ds do =
n- 0o Jo
J=1
1 13
— [ (e = s)[AP(z + se;) + AP(x — sej)] ds.

:2n0
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Ne segue

€

o /E [AP,(z + sej) + AP,(z — se;)] ds—

Prin(z) — Fi(z) =
L[ s[AP,(z + sej) — AP(x) + AP,(z — se; — APy(z)] ds —

2n J,

1 13
——/ sds AP(x).
0

n

Se adesso dividiamo l'equazione relativa a Py, (2) — P,(z) per €2, nel secondo

membro il primo termine tende a A%(m), mentre il secondo termine tende a
0; il terzo tende invece a —M;;n(x). Dunque
11 < AP,(z)

S 29, < [Fi(x +cej) + Fi(x —eej)] =

2n

Il primo membro di tale equazione ha limite se diviso per 7:

Proylw) = P() _ 0

I - 2p
nigl‘* n ot t( )
Pertanto, se fissiamo v > 0 e scegliamo 7 = £, si ricava
), Fup(-Aw
g = B =
1 n
= 2nv lim ——» [Pz +ce;) + Pz — eej)] = vVAP(x).
=0t €2 2n o

Abbiamo ottenuto che la distribuzione di probabilita relativa alla posizione
all’istante ¢ di una particella soggetta a urti casuali soddisfa I'equazione del
calore. Si noti che tale relazione ¢ stata ricavata supponendo che in un
tempo macroscopico t la particella compia uno spostamento dalla posizione
iniziale di lunghezza dell’ordine di v/#: questa ¢ la principale caratteristica
del processo che abbiamo descritto, che e chiamato passeggiata aleatoria

Quali condizioni ai limiti sono significative per I'equazione (3.1)7 Poiché
in R*™! la superficie n-dimensionale ¢ = 0 & caratteristica, non possiamo
assegnare condizioni iniziali su u e su aw perché quest’ultima quantita e
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determinata dall’equazione. Fisicamente, tornando all’interpretazione della
(3.1) come modello della propagazione del calore in un corpo €2, ha senso
assegnare la temperatura del corpo all’istante iniziale

u(z,0) = ¢(x), x €,

€ prescrivere poi, per esempio,

%(m,t} = () Vo € 08, Vt >0,

il che corrisponde a supporre che il corpo scambi calore con I’esterno in modo
prefissato (in particolare, se ¢ = 0 vi e isolamento termico), oppure

u(z,t) = () Ve € 082, Vit >0,

il che significa che la temperatura sul bordo di €2 € mantenuta a un determi-
nato livello. Ma altre condizioni ai limiti sono possibili: se il corpo ¢ immerso
in un fluido, con il quale vi & scambio di calore per convezione, allora per
la legge di Newton la quantita di calore che passa dal corpo al fluido e pro-
porzionale (localmente) alla differenza delle temperature. In altre parole, se
7(z,t) & la temperatura del fluido a contatto con il corpo (dunque z € 99),
si ha
—h(x)(Vu(z,t), v(x)) = Ax)[u(z,t) — 7(z, 1)],

ove h(x) ¢ la conducibilita termica nel punto = € 992 e A(x) & un fattore
di proporzionalita. Supponendo per semplicita A e h funzioni costanti, si
ottiene

)\u—l—h?:)n'::w su 082 x [0, ool
v

Abbiamo dunque tre tipi di problemi ai limiti per I’equazione del calore: il
problema di Cauchy-Dirichlet

u—Au=f in Qx]0, 00,
u(z,0) = @(x) in Q, (3.4)
u(-,]aa =1v Vit >0,

il problema di Cauchy-Neumann
u — Au = f in 2x]0, col,
u(z,0) = ¢(z) in Q,
ou

ov 80

(3.5)
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e il problema di Cauchy con condizioni di Robin
u—Au=f in 2x]0, ool,
u(z,0) = p(x) in €2,

(3.6)
(aut0)+ 5500

=1 Vit>NO0.
o0

Osserviamo infine che I'insieme dei tempi puo essere un qualunque intervallo
[to, T, o una semiretta [to, 0o[, o anche tutto R. Noi assumeremo sempre
to = 0 e inoltre, con una diversa scala dei tempi, non e restrittivo supporre
che in (3.1) il coefficiente di diffusione k sia uguale a 1.

3.2 Principio del massimo

Consideriamo dunque ’equazione del calore omogenea
uy — Au = 0. (3.7)
Sara naturale considerare il seguente spazio funzionale:

Definizione 3.2.1 Se A ¢ un aperto di R"™, lo spazio C*(A) ¢é costituito
dalle funzioni u € C(A) tali che Dyu, D;Dju, u; appartengono a C(A) per
ognii,j € {1,...,n}.

Per le soluzioni dell’equazione del calore in un aperto A vale, sotto ipotesi
molto blande, un principio di massimo simile a quello relativo alle funzioni
armoniche (proposizione 2.3.3).

Proposizione 3.2.2 (principio del massimo) Sia A un aperto di R™"!.
Poniamo per T € R:

Ar={(z,t) e A: t < T},
Sr={(x,t) €0A: t < T},
Ip={(zx,t)e A: t=T}.

Supponiamo che esista T € R tale che Uaperto At sia non vuoto e limitato,
e siau € C(A)NC*(A). Se risulta uy — Au < 0 in A, allora

maxu = maxu ;
At St
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se invece risulta uy — Au >0 in A, allora

min ¢ = Mmin .
Arp St

Dimostrazione Supponiamo che u; — Au < 0. Sia (7, ¢) un arbitrario punto
di Ar e scegliamo 7 €]t,T[. Per € > 0, la funzione

v(z,t) = u(x,t) —et
¢ continua in A, e soddisfa
v —Av=u — Au—c < —¢ in A.

Sia (x9,tp) un punto di massimo per v in A.: tale punto puo stare in A, e
dunque in A, UT',, oppure in JA, dunque in S, . Nel primo caso avremmo

0
a—lt)(ﬂfo,to) > 0, D?U(Io,to) < O, 1= 1, ey,

da cui —& > v,—Av > 0, assurdo. Dunque si ha (z¢,ty) € S, C Sr. Pertanto

w(Z,t) = v(T,t) + et < maxv + T < maxu + 2K,
ST ST

ove K ¢ un’opportuna costante (si ricordi che Ay ¢ limitato). Per e — 0 si
ottiene u(Z, ) < maxg-u. Dato che il punto (7, ) era arbitrario, si ha la tesi
grazie alla continuita di u su Ar.

Se u; — Au > 0, si fa un ragionamento del tutto analogo. 0O

Il principio del massimo ora dimostrato e in forma debole, perché non esclude
che la funzione v assuma massimo anche in punti di A7\ Sp; tuttavia esso
¢ piu che sufficiente per i nostri scopi, e d’altronde la versione “forte” e di
dimostrazione intricata e alquanto lunga, seppure non difficile.

Osservazioni 3.2.3 (1) Se I'aperto Ay non ¢ limitato, il principio del mas-
simo in generale non vale. Ad esempio, se n = 1 le funzioni

k

up(z,t) = ce " sin kx

sono tutte soluzioni in A =10, 7[ xR del problema

Up — Uyy = 0 in A
u(0,t) =u(m,t) =0 VteR,
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ma sono illimitate in A. Si noti che in questo caso Ar =10, 7] x| — 00, T e
che per questo problema non c’e unicita della soluzione.

(2) Dal principio del massimo segue che il problema di Dirichlet per 1’equa-
zione del calore non & ben posto: scelti ad esempion =1e A =]0,1[ x]0,T7,
il problema

U — Uy =0 In A
U= su 0A

non pud avere alcuna soluzione se si prende una ¢ € C(9A) che abbia (3,7)
come unico punto di massimo assoluto.

Una prima conseguenza del principio del massimo, di immediata dimostra-

zione, & 'unicita e la dipendenza continua dai dati per il problema di Cauchy-
Dirichlet:

Corollario 3.2.4 Sia A= Qx]0,T[, ove Q ¢ un aperto limitato di R". Se
feC(A), pe C(Q) ep € C(OQ x [0,T]), allora il problema

u —Au=f in A,
u(z,0) = p(z) in Q, (3.8)
u(',t)|ag :¢ Vt € [O,T],

ha al pit una soluzione u € C(A) N C%Y(A). Se inoltre f =0, risulta

lull oy = max{llello@), [¥llcoaxpry}. O (3.9)
Il risultato espresso dal corollario precedente puo essere migliorato. Si ha:

Teorema 3.2.5 Sia A = Qx]0,T[, ove Q ¢ un aperto limitato di R" con
0Q di classe C a tratti. Se f € C(A), p € C(Q) et € C(0Q x [0,T]),
allora il problema
u — Au=f in A
u(, 0) = () in Q.

(3.10)
(aut.0+ 555¢.0)

= Vtel0,T],

o0N

ove a e B sono costanti non negative e non entrambe nulle, ha al pit una
soluzione nella classe delle funzioni u € C(A) N C*'(A) per le quali $* €
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C(A). Inoltre, se 1 = 0, oppure se i numeri a e 3 sono entrambi positivi,
risulta per ogni t € [0,T]

/ (e, t)de < o / o)+
Q Q
t—s 2 2
" /o ‘ [/Q|f(x,s)\ der mW(x,s)\ da} o

ove K e un’opportuna costante.

Come si vede, qui si ha dipendenza continua dai dati rispetto alla norma
L? nello spazio, anziché nella norma uniforme. Vedremo fra poco che per
il problema di Cauchy-Dirichlet vale anche la dipendenza continua rispetto
alla norma uniforme, generalizzando la (3.9) al caso di secondo membro non
nullo.

Dimostrazione Utilizziamo il metodo dell’energia, che avra molte applica-
zioni anche nel seguito. Sia u una soluzione del problema. Moltiplichiamo
I'equazione per u(x,t) e integriamo su 2 per ¢ € [0, T fissato: utilizzando la
formula di Green (si noti che la derivata normale di u ¢ continua in A) si ha

1d
——/|u(a:,t)|2d;1: = /utuda::/(f+Au)udx:

= /fudx—i—/ %udo—/|Du|2dx.
Q o0 OV Q

Se a > 0 e [ > 0, possiamo scrivere ad esempio u = é(iﬂ — ﬁa—Z) su 082

)
quindi
ou / 15 2 / 1 Ju
—udo = — — do + — — 1 do.
80 aV o0 (0% 31/ 9 ¢

o O v
Sostituendo in (3.11) si ricava, utilizzando la relazione ab < Sa*+ %bQ, valida
per ogni a,b € R e per ogni € > 0,
ou

1d ) B 2 / 1 ou /
—— Orde < — =1 d ——d dr <
th/§;|U(fE7 )l T > /890( alj o+ QQOZ 8V¢ o+ qu =

B e ou|? 1
(_T%)/m

—\| d — 2d
ov U+20z5 mW‘ 7t

+1/|f|2d +1/| 2d
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Scelto € = 23, otteniamo

d 2513— u\x Q.T 2(7 21)
& [wopac— [uwopa <o [ opdos [ipa]. @

Questa stessa relazione si ottiene anche quando v = 0, osservando che in tal
caso su 02 si ha

ou I5;

U — = ——
ov «

2 ou
<0 sea>0, U —
ov

/ u@dag(),
Fle) 8V

cosicché la (3.12) segue direttamente dalla (3.11).
La (3.12) & una disequazione differenziale ordinaria del primo ordine nell’in-
cognita v(t) = [, |u(x,t)]*dx; con facile calcolo si vede che essa equivale alla

relazione
¢
v(t) < e'v(0) +/ e* [C’/ 1Y) do —I—/ |f|2da7] ds,
0 o9 Q

che e precisamente la tesi. O

ou

ov

:—%|u|2§0 se 3> 0;

cio implica

Come si e visto nell’osservazione 3.2.3, il principio del massimo non vale in
generale per aperti illimitati di R*™!. Tuttavia, se si assume un’ipotesi sul
comportamento all’infinito della funzione u, tale principio si puo estendere
in varie versioni: ci limitiamo a fornire I’enunciato piu semplice relativo al
caso A =R"x0,T7.

Teorema 3.2.6 (di Phragmén-Lindel6f) Sia T > 0 e sia u € C(R™ x
0, 7]) N C*YR"x ]0,T[) una funzione verificante le sequenti proprieta:

(i) ws—Au>01in R*"x]0,T7,
(ii) u(z,0) >0 per ogni x € R",
(iii) esistono R >0, K >0, o > 0 tali che

u(z,t) > —Keolt? per |x| >R, te€][0,T].
Allora u > 0 in R™ x [0, T].
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Dimostrazione Supponiamo dapprima che valga, in luogo di (iii), I'ipotesi
piu forte
(iii’) liminf ;00 u(z,t) > 0 uniformemente rispetto a t € [0, 7.
Sia e > 0. Esiste allora R. > 0 tale che u(z,t) > —e per |z| > R. et € [0,T].
La funzione v = u + ¢ verifica

vy —Av >0 in C. = {(z,t) e R"x]0,T]: |z| < R.}

o(@,0)> 0 per |2 < R,

v(xz,t) >0 per|z| =R, t€]0,T].

Per il principio del massimo (proposizione 3.2.2) si ha v > 0 in C.. Dunque
u=v—e > —eper|z| < R.et € [0,T]; pertanto si ha u > —e in R™ x [0, 7.
Poiché ¢ ¢ arbitrario, concludiamo che u > 0 in R™ x [0, T7.

Torniamo allipotesi pitt generale (iii). Fissato § > «, consideriamo la
funzione ausiliaria

Blz|?
el-4pt

(1= 4Bt

v(x,t) = reR" te [O,%}.

Con un calcolo laborioso ma non difficile si verifica che
v —Av =0 inR"x]O,é[,
e inoltre, ovviamente,
v(z,t) > Pl in R" x [0, %] :

Quindi, per € > 0 la funzione w = u + v verifica

wy — Aw > 0 inR"x]O,%/\T[,
w(z,0) = u(z,0) + e’ >0 in R*
liminf|;) o w(z,t) > 0 uniformemente rispetto at € [O, %} ,

ove l'ultima proprieta segue osservando che, essendo 5 > «, si ha per |z
sufficientemente grande

w(z,t) > —Ke’ 4+ gefleP > 0.
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In definitiva w soddisfa le condizioni (i), (ii) e (iii’); dunque, per quanto gia

dimostrato, si ha w > 0 in R™ x [0, % AT}, ossia

u(z,t) > —ev(z, t) V@jﬂﬂWx[Q%ATl
Ne segue, per 'arbitrarieta di ¢,
w>0 inR"x[O,%/\T}.

Se % > T, abbiamo concluso; altrimenti, 'intera argomentazione si puo

ripetere per le funzioni
uy(z,t) = u(z, t + #), ug(x,t) = u(x, t + %), ug(z,t) = u(z, t + %), ecc.,

e si ottiene la non negativita di u nelle strisce R™ x [%, %], R™ x [%, 81],
R™ x [%, %], eccetera, fino a ricoprire R” x [0, 7] dopo un numero finito di
passi. O

Corollario 3.2.7 (maggiorazione a priori) Sia T > 0 e sia u € C(R" x
[0, T)NC* (R™% |0, T[) una funzione tale che esistano R > 0, a > 0, K >0
per cui

lu(z, )] < Ke®™*  per |z| >R, te]0,T].
Allora

lu(z,t)] < sup |u(x,0)|+T - sup |u; — Aul Ve e R", Vt €1[0,T].
xRN R?x[0,T

Dimostrazione Se il secondo membro della disuguaglianza e infinito, non
¢’e nulla da dimostrare: supponiamo quindi che i due estremi superiori siano
finiti. Consideriamo le funzioni

wy(z,t) = sup |u(z,0)| +¢- sup |us — Au| £u(z,t).
zEeR™ R"x[0,T]

Allora si ha, denotando entrambe le funzioni con w,

wy —Aw = sup |uy — Aul £ (uy — Au) >0 in R" x (0,77,

R™x[0,7T]
w(x,0) = sup |u(z,0)| £ u(z,0) >0 in R",
TeR”™
w(xut) > —|U($,t>| > _K€a|$|2 per |ZL” > Ru te [07T]

Dal teorema di Phragmén-Lindel6f segue che w > 0, ossia wy > 0, in R™ X
0,77, cioe la tesi. O
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Osservazioni 3.2.8 (1) La maggiorazione a priori ¢ ottimale: infatti se
u(z,t) = 1+, st ha vy — Au = 1, u(z,0) = 1 e il corollario precedente
fornisce la stima 1 +¢ < 1+ T in [0, 7], che ¢ la piu precisa possibile.

(2) Dal corollario precedente si ricava l'unicita e dipendenza continua dai
dati in norma uniforme per la soluzione del problema di Cauchy

u— Au = f in R"x [0, T

u(z,0) = ¢(z) in R"

Ja > 0: |u(z,t)] = O(e*) uniformemente in [0, T] per |z| — co.
(3) In modo del tutto analogo, utilizzando il principio del massimo (propo-

sizione 3.2.2), si dimostra la maggiorazione a priori per un aperto limitato 2
e per una funzione u € C(Q2 x [0, T]) N C*1(Qx]0, T):

lu(z,t)| < max {max |u(z,0)|, max |u\} + T sup |uy — Aul
z€Q 90x1[0,T] Qx10,T]

per ogni (z,t) € Qx [0, T]; da questa stima si deduce I'unicita e la dipendenza
continua dai dati per il problema di Cauchy-Dirichlet (3.8), generalizzando
il corollario 3.2.4.

Finora abbiamo visto teoremi di unicita e di dipendenza continua dai dati,
supponendo, nel caso {2 = R", che le soluzioni avessero un comportamento al-
I'infinito non peggiore di e®*”. Ma in realtd esistono soluzioni dell’equazione
del calore in R™x |0, o[ che tendono all’infinito ancora piu rapidamente.

Esempio 3.2.9 (Tikhonov) Consideriamo la funzione olomorfa
g(z) =e V7, z € C\ {0},

e definiamo la funzione

> g
g (t) 2k
gzo 2k)!x set>0, reR

u(z,t) = ( (3.13)
0 set=0, r € R.
Formalmente si ha, derivando la serie termine a termine,
Up = Ugy in Rx]0, 00|
‘ (3.14)
u(z,0) =0 in R,
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e tra poco giustificheremo rigorosamente questi fatti. Da cio segue che il
problema di Cauchy

Wy — Wy = [ in Rx 0, 00]
w(z,0) =p(z) inR,

in cui non si prescrive per la w un andamento al pit esponenziale all’infinito,

non puo avere soluzione unica, poiché se w e soluzione, anche w + u lo e, se

u ¢ la funzione di Tikhonov (3.13). Naturalmente, dato che tutto questo non

deve contraddire il teorema di Phragmén-Lindeldf, la funzione (3.13) non puo

soddisfare alcuna disuguaglianza della forma

lu(z, t)| < Ke®™™  V(z,t) € R x [0, 7]

con a, T" > 0.

Dimostriamo che vale (3.14). Cominciamo a far vedere che la serie in (3.13) ¢
uniformemente convergente in ogni semi-striscia della forma [—a, a] x [§, 00| .
Fissato t > ¢, la formula di Cauchy, applicata alla circonferenza C} del piano
complesso di centro t e raggio t/2, fornisce

k! 9(2)
*) (1) = d k . 1
g\ (t) 27Ti/ct(z—t)’”1 z Vk e N (3.15)

Poiché vale la relazione, di facile verifica,

1 4 2
;—g—g VZECt,

si deduce che per ogni z € C} esiste w € [0, 27| tale che

1_4 1+ei‘”
2 3t 2 )’

da cui

e dunque




ove l'ultima disuguaglianza si ottiene minimizzando rispetto a w in [0, 27] (il
minimo si ha per w = 7). Da qui, ricordando (3.15), ricaviamo

k! lg(2)| kI [T eRe(=1/2%) ¢
CI —/—d :_/ <
gm0l = o t]z—t]k“' A=50 ) G a®s
k
_ 4
2

c
< k!<2>e9t;
t

ottenendo infine

9P @) o s o= 28K 2% =1 g% 22
Z (2h)] e < e oZ Z CAIRE < e o2 AT e 92" (3.16)
k=0 0

cosicché la serie in (3.13) & convergente. Inoltre e facile constatare che, in
particolare,

lim sup =0,

N—o0 (z,t)€[—a,a]x[d,00[

- g(k)(t) 2k
,;V 2K "

il che prova la convergenza uniforme. In modo analogo si dimostra che le
serie

— 9 gW(t) o — P gM(t)
= ", — x
Ot (2k)! 0> (2k)!
sono uniformemente convergenti in [—a,a] x [§,00[. Ne segue u; — Uy, = 0
in Rx ]0, 00[. Dalla (3.16) segue anche

lim+ u(z,t) =0 uniformemente rispetto a = € [—a, al,
t—0

e quindi u € C(R x [0,00[) e u(x,0) = 0. La validita di (3.14) & provata.

3.3 La soluzione fondamentale

In questo paragrafo ci dedicheremo alla risoluzione esplicita del problema di
Cauchy
up — Au =0 in R"x ]0, oo|

u(z,0) = ¢(x) Vo € R", (3.17)
lu(z, )] < Ke*l*” ¥(z,t) € R" x [0, 00]

102



per opportuni o, K > 0, ove ¢ € C(R") N L*(R™). La soluzione sara de-
terminata attraverso la costruzione della cosiddetta soluzione fondamentale
dell’equazione del calore, per mezzo della quale, come vedremo in segui-
to, risolveremo anche i problemi di Cauchy-Dirichlet e Cauchy-Neumann in
Q x [0, 7], con Q aperto limitato di tipo assai generale.

Definizione 3.3.1 Si chiama soluzione fondamentale dell’equazione del ca-
lore la funzione

e
(z,t) = (me (z,t) € R"x]0, oo. (3.18)

Osserviamo che, come promette il suo nome, la funzione I'(z, t) verifica

I,—AI'=0 in R"x]0, co. (3.19)
Infatti risulta, come ¢ facile verificare,
||
or e ar n |z
— ()= —— |-+ — 3.20
gt =1 (47rt)”/2{ o T aE | (3:20)
6_% x;
DT ,t:—[——ﬂ, —1.....n, 3.21
@8 = e ") " (3:21)
6_% rir; 0
D;D,T(x,t) = N B 3.22
J (.ﬁE, ) (47Tt>n/2 |:4t2 2t:| ) Za] ) 7n7 ( )
e in particolare
a2 2
e 4 xT: 1
DiT(2,t) = —— | % — — =1,... 3.23
T ?) (drt)/? {4# 24’ Tt (3.23)

da cui la (3.19).

Da dove scaturisce e come si utilizza la soluzione fondamentale? Cominciamo
con un calcolo euristico. Supponiamo che u sia una soluzione (che sappiamo
essere unica) del problema (3.17). Andiamo ad applicare la trasformata di
Fourier all’equazione u; — Au = 0.

Ricordiamo che la trasformata di Fourier ¢ Poperatore F definito su L' (R"™)

dalla corrispondenza f +— J/‘"\, ove
foo = [ et f@ds,  cer
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esso ¢ bigettivo da S(R") in S(R"), ove
SR™) = {f € C®°(R") : x +— 2°DP f(z) € L®(R") Vo, B € N"},

e si estende univocamente ad un isomorfismo dello spazio di Hilbert L?(R")
in sé, con

IFfllre@n = @m)2 (| fllre@n  Vf € LA(R).
Inoltre la trasformata di Fourier gode delle seguenti proprieta:

—

Dju(¢) = i&u(€)  VEER", Yue CHR") con u, Dju € L'(R™), (3.24)

—

Frgl&)=F)G(€) VeeR", Vfge LR, (3.25)

ove il simbolo "+ denota il prodotto di convoluzione fra due funzioni:

n

g h(z)=hxg(x) = / g(x —y)h(y)dy,  x€R"

Applichiamo dunque la trasformata di Fourier (rispetto alla variabile x, con
t > 0 fissato), senza preoccuparci troppo del fatto che, a priori, la funzione
u(+,t) potrebbe non essere in L'(R"): il conto che segue, in effetti, serve solo a
costruire una “candidata soluzione”. Si ottiene, tenuto conto della proprieta
(3.24),

G +EPAEH =0 V(e ERX]0, 00, (3.26)

mentre dalla condizione iniziale si ricava
u€,0) =) VEeR" (3.27)

Le condizioni (3.26)-(3.27) determinano un problema di Cauchy per una
equazione ordinaria del primo ordine, dipendente dal parametro £. La sua
unica soluzione e

e t) =) e, (&t) € R"x]0, 00].

D’altra parte € noto, benché la verifica richieda qualche accorgimento tecnico,
che

e ¥t = antyz ¢ " &) =7F (W) (£),
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cosicché
_L2
u(€,t) = Fe)(&) - F (W) (&),

e, per la proprieta (3.25), concludiamo che se u ¢ soluzione di (3.17), allora
u ¢ data da

wet) = (om0 = s [ S e 62
u(z,t) = /n Dz —y,t)e(y) dy, (x,t) € R"x ]0,00]. (3.29)

Possiamo ora enunciare il teorema di esistenza seguente:

Teorema 3.3.2 Se ¢ € C(R")N L*>*(R™), allora il problema (3.17) ha un’u-
nica soluzione u data dalla (3.29), ove I' é la soluzione fondamentale dell’e-
quazione del calore definita da (3.18). Inoltre u € C*'(R"x |0, oo[ )NC'(R™ x
[0,00[) N L>®(R™x ]0,00[) e si ha

||u||L°°(R”><[O,oo[) < ||(,0||Loo(Rn).

Dimostrazione Dobbiamo far vedere che la funzione (3.29) ¢ davvero so-
luzione di (3.17). Questo non ¢ troppo complicato: infatti nella soluzione
fondamentale I' e presente un’esponenziale negativa che permette di deriva-
re la funzione u quante volte si vuole portando la derivata sotto il segno di
integrale. B facile allora verificare che u; = Aw in ogni punto di R"x ]0, o[ .
Piu delicato ¢ verificare che u(z,0) = ¢(z): a questo scopo, notiamo per
cominciare che

_lz—y|?

/ w dy = w"/2/ ePde =1 wt>o, (3.30)
Rn n

per cui, fissato o € R™, possiamo scrivere la differenza u(z,t) — ¢(zg) nel
modo seguente:

_lz—y|?
e 4t

wat) =) = [ Tl — el B31)
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Sia € > 0: poiché ¢ ¢ continua in zy, esiste 0 > 0 tale che |p(y) — p(z)| < €
per |y — zg| < d. Inoltre esiste 7 > 0 tale che

/ e~ dn < e Yr > 1.
[n|>r

Da (3.31) segue allora, posto £ = y — xg e successivamente 7 = x;’iﬁgé,
_lo—wo—gl?
e 4t
) = plao)l = | [ s el + ) — plan)] ds| <
_lz—ag—gl? _lz—ap—gl?
< g/ I T / €<
T Jiges (dmt)n/? T Jigzs (dmt)n?
< 6+27T_"/2||90||00/ eIl dn.
[2nVi+z—w0|>6
Dunque, per ogni (z,t) tale che |x — xo| < g el <t< 12%, otteniamo

u(z, t) — o(x0)] < &+ 2072[|¢0|| o 6_"7|2d7]<05,
Inl=
n=tT

ove C' e un’opportuna costante. Pertanto

lim  w(z,t) = p(xo). (3.32)

(z,t)—(z0,0)

Infine, utilizzando (3.30) si verifica immediatamente che

[ulloo < fllloc
e cio prova che la funzione (3.28) risolve il problema (3.17). O

Osservazioni 3.3.3 (1) La soluzione dell’equazione del calore fornita dal
teorema 3.3.2 ¢ di classe C*° (anzi analitica, come vedremo) in R"x |0, ool
anche se il dato iniziale ¢ € solo una funzione continua: c’e¢ quindi un feno-
meno di regolarizzazione nel tempo che ¢ tipico delle equazioni paraboliche
e non si riscontra invece nelle iperboliche. Questa proprieta e un’altra simi-
litudine fra equazioni paraboliche ed ellittiche.
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(2) Se, invece della condizione u € C(R™ x [0,00[) e u(x,0) = ¢(z) per ogni
x € R", richiedessimo la condizione pitt debole

li t) = Vo e R"

Jim u(z,t) = p(z) r e R,

perderemmo l'unicita della soluzione. Ad esempio, per n = 1, la funzione
(3.21), ossia

or 2 :z:e_%

v(r,t) = —(,t) = ——F—=—%5

risolve I'equazione v; —v,, = 0in Rx 0, oo[, & continua in R x [0, co[ \{(0,0)}
ed ha limite nullo per £ — 0 in ogni punto x € R, senza essere identicamente
nulla; d’altra parte la funzione identicamente nulla gode delle stesse pro-
prieta.

(3) Abbiamo sempre preso t = 0 come istante iniziale nel problema di Cau-
chy: nulla vieta pero di scegliere invece un qualunque s € R. La soluzione
del problema (3.17) con istante iniziale s ¢

u(z,t) = /n [(x—y,t—s)e(y)dy, (x,t) € R"x |s, 00][. (3.33)

(4) Il problema di Cauchy a ritroso nel tempo non ¢ ben posto, perché manca
la dipendenza continua dai dati: ad esempio, per ogni € > 0, la funzione
_ x

us(x,t) =ce < sin—
£

1\)“*

risolve I’equazione del calore in R X R ed anche, in particolare, il problema
di Cauchy “all’indietro”

(us)r — Au. =0 in Rx ] —o00,0]
uc(r,0) =esin? Vo € R.
Benché si abbia esin? — 0 uniformemente per ¢ — 07, risulta per ogni

T7>0 .
ucllo@nx-Toy =e€’/® — 400 pere— 0T,

Questo fatto illustra in qualche senso 1'irreversibilita dei fenomeni di diffu-
sione.

(5) Sia ¢ una funzione continua e non negativa su R", non identicamen-
te nulla e tale che ¢ = 0 fuori della palla B(zg,r). Allora la soluzione

107



u(z,t) = [p. D(z — & t)p(§) dE & strettamente positiva per ogni ¢t > 0 e
x € R™. Questo ci dice che nei problemi parabolici le perturbazioni si propa-
gano con velocita infinita.

(6) C’¢ una versione piu generale del teorema 3.3.2; nella quale il dato iniziale
p verifica la condizione

v € C(R"), z — p(z)e " e Lo(R™)

per un fissato a > 0. Sotto queste ipotesi si puo provare che la funzione (3.29)

¢ soluzione del problema in R™x ]0,7T] per ogni T' < t. La dimostrazione
e analoga, con qualche complicazione in piu per verificare che le derivazioni

sotto il segno di integrale sono ancora lecite.

La soluzione fondamentale I'(z, t) utilizzata nella dimostrazione del teorema
3.3.2 gode, come abbiamo visto, di svariate interessanti proprieta, che qui
rielenchiamo. Anzitutto (si veda (3.19)) essa risolve I'equazione del calore in
R™x ]0,00[. Poi, per (3.30), per ogni ¢t > 0 tale funzione & la densita di una
misura p; su R™ di massa unitaria:

1y(E) = /E P(ot)dr,  j(R™) =1 ¥ 0. (3.34)

Inoltre, le relazioni (3.32) e (3.29) ci dicono che le misure y;, pensate come
operatori lineari e continui sullo spazio di Banach C'(R™) N L*(R"), conver-

gono debolmente* alla misura di Dirac dy per t — 0T, ossia risulta, per ogni
v € C(R™) N L>*(R™):

lim (i, 0) = lim [ e, t)p(x) da = (0) = (6o, ).

t—0+ t—=0t JRrn

Infine, osserviamo che, denotando con u(x,t; s, ) la funzione (3.33), ossia la
soluzione del problema (con K >0, a > 0 e s € R fissati)

u — Au=0 in R™X |s, 00
u(z, s) = p(z) Ve € R"? (3.35)
lu(z, t)| < Ke*™” V(z,t) € R" x [s, 00],

si vede immediatamente che essa € continua rispetto a (z,t, s) in R™ x {(¢, s) :
0 <t — s}, nonché lineare rispetto a . Inoltre, per unicita, si ha

u(z,t;s,0) = u(z, t;m,u(-,738,¢0)) VT E [s,t].
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Introducendo l'operatore €, : C(R™) N L>®(R™) — C(R™) N L>*(R™), definito
per ogni t > 0 da

() (x) =u(x,t;0,p) VreR", v € C(R™) N L*>®(R"),

si ottiene allora che ciascun € ¢ lineare e continuo sullo spazio C'(R™) N
L>(R™), con norma uguale a 1, e la famiglia {2;};>0 ¢ un semigruppo di
operatori, ossia verifica

Q(]:], Qt—l-T:QtOQT vt,TZO,

scrivendo esplicitamente questa relazione applicata a una generica ¢, e ap-
plicando il teorema di Fubini, si ottiene in particolare, per 'arbitrarieta di
©, la seguente identita soddisfatta dalla soluzione fondamentale:

Dx—-&t+71)= / (e —y, 'y —&,7)dy Vr, & € R, Vi, 7 > 0.
La formula (3.33) ha un’interpretazione fisica in termini di calore e tempe-
ratura. La quantita I'(z — £, — s) € la temperatura che si ha nel punto x
all’istante ¢, indotta da un’emanazione di calore unitaria, avvenuta istanta-
neamente al tempo s e concentrata nel punto £. Il contributo alla tempera-
tura in x al tempo t dovuto al calore presente in £ al tempo s ¢ dunque pari
al(zx—¢& t—s)p(§). Lasomma di tutti i contributi emanati all’istante s, che
determina la temperatura effettiva u(z,t) nel punto = al tempo ¢, & dunque
data dall'integrale [p, I'(x — &, t — s)p(&) d&.

Useremo la soluzione fondamentale per costruire le soluzioni di svariati pro-
blemi ai limiti. A questo scopo e necessario procurarci alcune utili maggio-
razioni per essa e per le sue derivate.

Proposizione 3.3.4 Sia I' la soluzione fondamentale dell’equazione del ca-
lore. Allora esistono C, L > 0 tali che per ogni x,xq € R"™ e per ognit > 0 si
ha:

P
(i) [P t) < O3 22

2
[

(i) [Di0(x, )| <Ct "z e b5, i=1,...,n;

(i) |2 (x, 1) < O 1= o125
ot \ T L) = ’

n+2 L I\Q

(iv) |D;D;I(z,t)| <Ct 2 e ", i, 5=1,...,n;
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nts _p (zlAleg)?
t

() D(@,1) = Do, )] < C'lo — ol =25 e P per ogni 5 € [0,1);

nt1+8 _p (l=lAlzg)?
t

(vi) |DiT(z,t) — DiTl(z0,t)| < Clz — 0|t~ 2 ¢ ,i=1,...,n,
per ogni 3 € [0, 1].

Dimostrazione Sono tutte verifiche facili che si fanno per mezzo di una

stima esplicita, partendo dalle (3.18), (3.20), (3.21) e (3.22). Verifichiamo la

(vi) che si ottiene invece per interpolazione (come la (v), ma quest’ultima ¢
analoga e ancora piu semplice). Usando (ii) si ha

< 90+ e_L(\wMLwo\)z
mentre usando (iv) e il teorema del valor medio si trova

T|N\|x 2
< nC' |z — o e Al ;
dunque, fissato 8 € [0, 1], possiamo scrivere

|DiT(,t) — DT (w0, t)| = |DiT (2, ) — DiT (o, t)| PP <
Nz 1_6 xT|N|x B
< |20t e‘LW] [nC |z — o] =3 e_LM 7

da cui segue subito la tesi. O

Concludiamo questo paragrafo mostrando che la soluzione del problema di
Cauchy (3.17) ¢ una funzione analitica per qualunque dato ¢ € C(R™) N
L>*(R™), come annunciato nell’osservazione 3.3.3(1).

Teorema 3.3.5 Se u risolve il problema di Cauchy (3.17) in R"x]0, o],
allora u é analitica in R™x]0, ocol.

Dimostrazione Anzitutto, la soluzione fondamentale ¢ ben definita in cam-
po complesso: infatti I’espressione

_(%2)
e 4T

(4rT)n/2

L(z,7) =

ha senso, ed ¢ anzi olomorfa, per z € C" e 7 € C con ReT > 0, se si prende
come radice quadrata di 7 quella con parte reale positiva. Inoltre, per ogni
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E € R perogniz=x+1y € C" eperogniv=t+ioc cont > 0 siha,
ponendo A = < (cosicché v/1 4+ A2 = ?)

t

T =&m)| = [@rr) 2] e 5| =
= (amty/ TR [ SR
Clz—g|2 2_ e 2,12 21,12
(TR P Sl o

g2 _lz—etay)?

= (1 +)\2)n/4<471't(1 +>\2)>7n/2 ol o miAY) —
o2
= (1 + )\2)11/4 6% I‘(x — £+ )\y,t(l + )\2))

Ne segue che per ogni ¢ € C(R™) N L*(R") 'integrale

| re - de

¢ convergente per ogni (z,7) € C" con Re7 > 0; quindi esso definisce una
funzione u(z,7) continua che estende la soluzione del problema (3.17) alla
regione di C""! sopra descritta.

Analogamente si verifica che tutte le derivate di u rispetto a z,y,t,0 si ot-
tengono derivando sotto il segno di integrale e sono continue in A = {(z,7) €
C"*': ReT > 0}. Ma allora, poiché I, essendo olomorfa, verifica in quella
regione le equazioni di Cauchy-Riemann

D, T'=iD, T, j=1,...,n
FO’ = ZFt )

lo stesso accadra per la u, che dunque & anch’essa olomorfa nella regione A.

In particolare, u(x,t) ¢ una funzione analitica in R"x ]0,00[. O

Osservazione 3.3.6 Un risultato analogo vale per la soluzione del problema
di Cauchy (3.17) quando il dato iniziale ¢ ¢ supposto continuo e tale che
z — o(z)e ! € L=(R"); Punica differenza & che la soluzione u si estendera
olomorficamente nella regione

1 —4aT 1
n+1 .
{(z,T)EC :Re7 >0, |Im7| < T RGT} VTE}O, 404{'

In particolare, u sara analitica in R"x |0, T'[ per ogni T' €]0, 2.
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3.4 1l problema di Cauchy non omogeneo

La soluzione fondamentale ha un ruolo basilare anche per costruire la solu-
zione del problema di Cauchy non omogeneo

uy — Au = f in R"x |0, oo[,

u(z,0) =0 Ve e R", (3.36)

lu(z, )| < Ke®™* Y(z,t) € R" x [0, 00[,
con f € C(R" x [0,00[) N L®(R™"% ]0,00[). Vale un “metodo di variazione
delle costanti arbitrarie” analogo al caso delle equazioni differenziali ordina-
rie. Dal punto di vista fisico, infatti, f(&,s) rappresenta una sorgente che
emana calore nel punto £ all'istante s: quindi I'(z — &, — s)f(§, s) ¢ il con-
tributo di calore, emesso nel punto £ al tempo s, che va ad influenzare la

temperatura nel punto x all’istante ¢t. La somma di tutti questi contributi,
al variare del punto e dell’istante di emanazione, ¢ 'integrale

/Ot/ I'(@ =& t—s)f(& s)déds,

il quale dunque deve coincidere con la soluzione calcolata in (z,t). E in effetti
vale il seguente risultato:

Teorema 3.4.1 Se f € C(R" x [0,00[) N L>®(R"x |0,00]) e se inoltre essa
¢ holderiana di esponente ¢ €0, 1] rispetto a x oppure rispetto a t, unifor-
memente nell’altra variabile, allora la funzione

u(z,t) = /Ot/n D(x—&t—38)f(&,s)déds, (z,t) € R" x [0,00[, (3.37)

appartiene a C(R™ x [0, 00[ ) NC*1(R"x |0, 00[) e risolve il problema (3.56).
Inoltre st ha

[ull Loe@nxiory) < Tl flle@nxioryy VI >0.
Dimostrazione L’ipotesi su f dice che esiste K > 0 tale che
|f(z,t) — f(2',0)| < K|e —2')F Va2’ € R", Vt >0, (3.38)
oppure

f(x,t) — f(a, )| < K|t —t']F Ve eR", V¢ >0. (3.39)
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Abbiamo una candidata soluzione u, data da (3.37), e motivata dalle conside-
razioni fisiche sopra esposte. Per verificare che essa e soluzione per davvero,
dobbiamo derivare sotto il segno di integrale: cominciamo dunque col giu-
stificare tale possibilita. Il problema non e banale, perché 'integrando che
compare nella definizione di v contiene una singolarita nell’estremo ¢.
Supponiamo che f soddisfi (3.38) e fissiamo 6 > 0. Per 0 < h < § conside-
riamo le funzioni

t—h
up(x,t) :/o /n L(x—&,t—s)f(&s)déds, (z,t) € R" x [0, 00].

Esse sono ovviamente derivabili rispetto a t (abbiamo tolto la singolarita
dellintegrando in s = ¢) e si ha

or

@uh

Sat)= [ P—emsei-nder [ Sia-gi-ories) deds

osservando che, in virtu della (3.34), risulta

d
o — — :—1:
(x —&t—s)dE p 0 Vt>s,

possiamo anche scrivere

8uh

S = — &&= h)d+

/ I(
i / / (e €= S)(f(E5) — (. )] deds

D’altra parte si ha

Jun(, 1) —u(z,t)] =

/,:h/n D(x =&t —s)f(§,s)déds| <

< Wl [ [ Tt =s)dsds = |l

cosicché uy, — u per h — 0 uniformemente in R"™ x [, oo[. In particolare, u &
continua in R"x]0, co[. Inoltre la continuita di u per t = 0, con u(z,0) = 0,
¢ evidente dall’esame della formula (3.37).
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Per quanto riguarda (uy);, tenuto conto di (3.31) e (3.32) Iipotetico limite
per h — 0 dovrebbe essere, almeno formalmente,

w(z,t) = f(zx,t) +/ or

rn Ot
Verifichiamo intanto che questa espressione ha senso: si ha, ricordando la
proposizione 3.3.4(ii) e la (3.38), e utilizzando il cambiamento di variabili

\/E@—x) =y,

= (@ =&t =s)[f(& ) — f(x,5)]dEds.  (3.40)

n t—$)f(E5) — fla,s) deds| <
<C// (t— 5 # K| — alre 5 deds =

= L7"?CK // $) "2 lylfe M dyds < oo.

Valutiamo allora la differenza (uy); — w:

8uh

T —(z,t) — (x,t)’ <

Dle— € h)F(Et — 1) dﬁ—f(x,t)’ n

/t b Jrn 8t —&t—s)[f(&s)— flx,s)]deds|.

Per il primo addendo, con un cambiamento di variabili si ha, ricordando la
proposizione 3.3.4(i) e il fatto che t — f(x,t) ¢ continua,

/n F(x_€7h)f(fat—h)df—f(g;’t)’ <

<

[ T el 1) = sot - mide| 11t - 1) - fo0) <
< L™CK ]h[s/Q/ 7= e dn 4+ o(1) = 0(1) per h — 0,
Rn

mentre il secondo termine ¢ evidentemente anch’esso infinitesimo per h — 0,
trattandosi dell’integrale di una funzione sommabile su un intervallo che va
riducendosi a un punto. Si noti inoltre che le convergenze ottenute sono
uniformi in R™ x [d, 00[. Abbiamo cosi
6uh . .
Up = U, —— W uniformemente in R" x [4, ool :

ot
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cio implica, essendo ¢ arbitrario, che esiste 88—’; = w in R"x]0, oo .
In maniera assolutamente analoga si prova che esiste Au in R"x [0, 00[, e
che

u(z,t) = /o/n Al'(z — &t — s)[f(&, s) — f(x,s)] dids, (3.41)

e poiché T verifica 1’equazione del calore, da (3.40) e (3.41) si ottiene subito
— Au = fin R"x]0,00[. La tesi del teorema ¢ provata nel caso in cui f

e holderiana rispetto alla variabile x.

Se invece vale la condizione (3.39), si procede nello stesso modo, trovando

stavolta:

%%%” —l/ W%& =&t —=8)[f(&,s) — f(&: )] dEds+

+/ D(x — €, 0)f(6,1) de.
Aule,t) = / /HAFx—St—S)[f(&,) F(6.1)] déds+
+ [ Pl-gofend - fa),

da cui nuovamente si ottiene u; — Au = f in R"x]0,00[. O

La soluzione fondamentale verra anche impiegata, nel seguito, per risolvere
i problemi di Cauchy-Dirichlet e di Cauchy-Neumann per 1’equazione del
calore omogenea, con dato iniziale nullo, in un aperto {2 C R™:

—Au=0 in Qx ]0, T,
u(z,0) =0 in Q, (3.42)
u(z,t) =z, t) V(z,t) € 002 x [0,T],

w — Au =0 in x]0,77,
ou

%(Lt) =(z,t) V(z,t) € 0Q x [0,T].

ove, in entrambi i casi, supporremo che ¢ € C (9 x [0,T7]), e che Q sia un
aperto limitato con frontiera regolare.
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Prima di avviarci alla risoluzione di tali problemi, occorre pero uno studio
preliminare delle equazioni integrali di Volterra, che, come vedremo, gioche-
ranno un ruolo fondamentale. A questo studio e dedicato il paragrafo che
segue.

3.5 Equazioni integrali di Volterra

Le equazioni integrali di Volterra sono equazioni funzionali del tipo

g(z) + /X K(z.9) 9(y) duly) = f(z),  x€ X,

ove (X, p) € uno spazio misurato, la funzione K (detta nucleo) & sommabile
in X x X rispetto alla misura prodotto u x u, f € una funzione nota, ap-
partenente a LP(X, i), 1 < p < oo, oppure a C(X) (quando X & anche uno
spazio metrico compatto), e g € I'incognita, che si cerca nello stesso spazio a
cui appartiene f. Piuttosto che fare uno studio generale, noi ci limiteremo
ad equazioni integrali della forma seguente:

q(a:,t)+/0 ., K(x,&,t,7)q(&,7) dogdr = p(z,t), (x,t) € 02 x[0,T], (3.44)

ove ) & un aperto limitato di R™ con frontiera di classe C', p € C(9Q x [0, T))
e assegnata, ¢ € C'(092 x [0,7T]) e 'incognita, e infine il nucleo K(z,&,t,7) &
una funzione continua in 9 x 92 x [0,7] x [0,7] ad eccezione dei punti in
cui x = £ oppure t = 7, e verifica la stima

K (2,6, t,7)] < H[t — 7|7 o =g Vo £¢ Yt #, (3.45)

ove [3,7 sono numeri positivi.
Definiamo 'operatore J : C(92x[0,T]) — C(92x [0, T]) nel modo seguente:

¢
(Jq)(x, ) = / K(w,&,t,7)q(€, 7) doedr, g € C(OQ x [0,T]). (3.46)
0Joq
Allora I'equazione (3.44) si puo scrivere cosi:

(I +J)q=p;
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la sua soluzione ¢

o0

g=I+I)"'p=) (-1)"I"p, (3.47)

m=0
purché la serie sopra scritta converga in qualche senso; naturalmente J™
significa J o Jo---0oJ (m volte). Proveremo:

(a) che J e le sue potenze J™ sono operatori lineari e continui dallo spazio
C (092 x [0,T)) in sé;

(b) che tali operatori sono operatori integrali con nucleo costruito esplicita-
mente;

(c) che la serie in (3.47) converge nello spazio C'(9€2 x [0, T7).

Questi fatti ci permetteranno di risolvere univocamente 1’equazione di Vol-
terra (3.44), con soluzione che dipendera con continuita dal secondo membro.
Cominciamo lo studio della (3.44) con alcuni lemmi.

Lemma 3.5.1 Sia Q C R™ un aperto limitato con frontiera di classe C'. Se
0<vy<n-—1, esiste N, > 0 tale che
/ o = EPTHE =y T o < NyJo -y Va,y € 09
o9

Dimostrazione Per ogni x, &,y € 0€2 si ha

n—1—vy
|2 —y] } |z — gy <

o — &g =y

Lz = &€ =yl B

r . . n—1—y
< ‘l’ §| + |€ yl |.Z' . y|'yfn+1 _
T L =1 -yl

r 1 1 n—1—y -
- ezt e oo

Integrando rispetto a & su 0€2 si trova (per subadditivitase 0 <n—1—~v < 1,
per convessita se n — 1 — v > 1):

-n —-n —n 1
[l = o < Cla g s [ o
o0 neon Jao 1€ — 1l

ove C' = max{2,2""'77}. La tesi segue osservando che I'esponente dell’in-
tegrando a secondo membro e strettamente minore della dimensione della
varieta dove si integra, cosicché I'estremo superiore e certamente finito. O
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Lemma 3.5.2 Sia ' la funzione di Eulero, definita da

[a) = / ¢“teldg, a > 0.
0

Allora

/01 ¢t —q)fldg = —11:((2)5—(5)) Va, B > 0.

Dimostrazione Calcoliamo 'integrale

[e.e] o 5 5
I = / / q2a—1p2,8—1 e P 4 dpdq
0 0

in due modi. Separando le variabili si trova

h= / ¢l e dg - / P e dp =
0 0

1 [ o ')’
— _ / to&—l e—t dt . / tﬁ—l 6—t dt — (O{) (5) .
1), o 4

Utilizzando le coordinate polari si ha invece
oo /2 5
I = / / PPt 2 cog? 1Y sin?P LY e pdpdd) =
0o Jo
00 ) w/2
= / PPt e dp . / cos?* 1 sin?? 19 v,
0 0

da cui, posto r = p? e p = cos? ¥,

F 1
I—W/O p* ' (1—p)’tdp.

Uguagliando le due espressioni di 7, si ha la tesi. 0O

Lemma 3.5.3 Sia ' la funzione di Eulero. Allora per ogni 5 > 0 la serie

di potenze

2 [(mp)

m=0

ha raggio di convergenza +o0.

118



Dimostrazione La tesi segue facilmente applicando il criterio del rapporto,
il lemma 3.5.2 ed il teorema di convergenza dominata. O

Nel lemma che segue si introducono i nuclei per mezzo dei quali si rappre-
sentano le potenze dell’operatore integrale J definito in (3.46).

Lemma 3.5.4 Sia Q C R"™ un aperto limitato con frontiera di classe C*.
Sia J loperatore definito in (3.46) e supponiamo che il suo nucleo K sia una
funzione continua per x # & et # T, verificante la condizione (3.45). Allora
per ogni m € Nt si ha

(J™q)(x,t) = /Ot ., K (x,&,t,7)q(&,7) doedr, q € C(0Q x[0,T]), (3.48)

ove K,, e definito da
Kl(xagath) = K(l’,g,t,T),

t
Ky (z,&,t,7) :/ K(xz,n,t,8)Kn_1(n,&,s,7)do,ds Vm > 1.
T JOQ

Inoltre K,, ¢ continuo per x # & et # 7, e per ogni m € N* wale la stima

(Ko(,6,1,7)] < H™ N7 5((53; = e — P (3.49)

Dimostrazione La stima e banale per m = 1. Se essa e vera per m — 1,
allora dalla (3.45) e dallipotesi induttiva, utilizzando i lemmi 3.5.2 e 3.5.1,
segue

H™ NP> T(8)"!
[((m—1)8)

t
< // |t _ S|B—1 |ZL’ _ n|’y—n+1 ’8 _ 7_|(m—1)6—1 ’77 _ €|'y—n+1 dUndS <
7J 00

r m—1 t
< H™ N;”’2 —F((T(nm— 3) /T (t— 3)571 |s — T\(mfl)ﬁfl ds %

’Km(x7 57 t? T)| S

< [ o aP g - g dr <
o0

1 PE)” - -
< H™N™ 1 t— mpB—1 oY n+1‘
<N L ey
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Cio prova la (3.49). Questa, a sua volta, permette di definire I'operatore
integrale che appare in (3.48); occorre provare che tale operatore coincide
con la potenza J™. In effetti cio e banalmente vero per m = 1; se poi la
(3.48) vale per m — 1, allora

¢
()0 = [ [ K0 0.5) dogds =
0Jon
t S
:/ K(x,n,t,s)// K10, €, 5,7)q(&, ) doedrdo,ds =
0J 00 0J00
¢ ¢
= // (/ K(z,n,t,8)Kpn_1(n,&,8,7T) dands) q(&, 7)doedr =
oJoaa \JrJoo

t
_ / Ko (6,1, 7)q(€, 7) doedr,
0J00

e la formula (3.48) ¢ provata. O

Corollario 3.5.5 Sia J [operatore integrale definito da (3.46). Allora per
ogni m € NT risulta J™ € L(C(02 x [0,T])), con

T[] 2cc@axory) < BHmN;”‘leﬂ—

ove B = sup,cpq [og |r — &7 doe .

Dimostrazione Dal lemma precedente e dalla stima (3.49) segue facilmente
che per ogni (x,t) € 92 x [0,T] si ha

t
|J™q(xz,t)) g/ | K (2, 6,8, 7)q(&, 7)| dogdr <
0J09Q

: )™
< H™ Nmfl t— mpB—1 . 'yfn+1d d <
= //89 Y T(mB) | 7| |z — ¢ O¢ THQHC(@QX[O,T]) <

re)r

< H™ Nm_le'B
- ! I'(mp)

/@Q |z — &7 doe ||qllcoaxior)

da cuila tesi. O

Come conseguenza del lemma precedente e del lemma 3.5.3, € ben definito il
nucleo

Q(z, &, t,7) = Z m(z, &, T) (3.50)



per ogni z,£ € 0N e t,7 € [0,T] con x # & e t # 7: infatti tale serie &
totalmente convergente in ogni insieme della forma

{(z,,t,7) € U x 02 x [0,T] x [0,T]: |x = &| > ¢, |t —7| > €},
in virtu della maggiorazione

0 Hm]v‘;n—lp(ﬂ)m i »
Qa,&,t,7)| < mZ:l L Ha — g <

< Kt—71P 2 —€gptt

Si noti che in effetti, salvo i primi addendi in cui mf < 1, i termini della
serie (3.50) sono regolari anche per t = 7.

Possiamo finalmente enunciare il risultato fondamentale relativo all’equazio-
ne (3.44):

Teorema 3.5.6 Sia Q C R™ un aperto limitato con frontiera di classe C*
e sia K(x,&,t,7) una funzione continua per x # & et # T, verificante la
condizione (3.45). Allora per ogni p € C(0Q2 x [0,T]) l’equazione integrale di
Volterra

q(z,t) + /Ot o, K(x,&,t,7)q(&,7) doedr = p(x,t), (x,t) € 0Q x [0,T],
ha l'unica soluzione
i) = p(et) + [ [ Qo6 e 7) do
ove Q ¢ il nucleo definito in (3.50). Inoltre si ha

lallc@axiory < Cliplle@axion) - (3.51)

Dimostrazione Sia R l'operatore integrale di nucleo ). Allora, per (3.50)
e (3.48), e per convergenza dominata,

(Re)et) = /0/39 D (1) K2, 6,1, 7)p(&, 7) doedT =

=Zemémmmmnmwww=2emwm@m
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dunque, posto ¢ = p + Rp, si ha
qg+Jqg = p+Rp+Jp+JRp:

= p+ Z n™J"p + Jp + Z "ty =

m=1
= p—l—Z Jkp+z 1)1 Jkp = p.

La stima (3.51) segue subito dalla formula di rappresentazione di q.
L’unicita della soluzione dell’equazione si dimostra facilmente: se ¢ € una
soluzione dell’equazione (3.44) con p = 0, allora per ogni b €]0, T si ha

lg(z, )] < K(x,&t,7)q(§,7) dogdr| <

0J00Q

t

lallcoaxpom // H|t — 7|" o — ¢ doedr <
0J 00

< Clallcoaxpmt”  V(z,t) € 092 x [0,b],

IN

da cui ¢ = 0 in 9Q x [0,b], pur di scegliere b in modo che Cv¥ < 1. Allora
I'equazione (3.44) diventa

q(z,t) —l—/ , K(z,&,t,7)q(&,7)doedr =0, (x,t) € 02 x [b,T].

Ripetendo la precedente argomentazione un numero finito di volte si ottiene
q=0in 0Q x [0,T]. O

3.6 I problemi di Cauchy-Neumann e di Cau-
chy-Dirichlet

Consideriamo i problemi di Cauchy-Dirichlet (3.42) e di Cauchy-Neumann
(3.43) per l'equazione del calore omogenea, con dato iniziale nullo, in un
aperto {2 C R™. Supporremo che ¢ € C(92 x [0,T]) e che € sia un aperto
limitato con frontiera di classe C'* 0 < a < 1: cid significa che per ogni
xo € 0N esistono un intorno U di zp in R” ed una funzione F' : U — B(0,1) C
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R™, tale che
F € C'"™(U,R") ed ¢ biunivoca

|det VF(x)| #0Vz € U
FUNQ)={ye B(0,1):y, >0}
FUNIN) ={y e B(0,1) : y, = 0}

Come si sa (teorema 3.2.5), c¢’¢ unicita della soluzione per entrambi i pro-
blemi; vogliamo determinare la soluzione nel modo piu esplicito possibile.
Useremo ancora, come si e gia preannunciato, la soluzione fondamentale

(3.52)

_la—g?
e 4(t—-7)

(An(t —7))/2"

x—-&t—1)=

Poiché il metodo e lo stesso per i due problemi, faremo tutti i conti nel caso
del problema di Cauchy-Neumann, mentre ci limiteremo ad alcuni accenni
per il problema di Cauchy-Dirichlet (osservazione 3.6.5(3)).

Teorema 3.6.1 Sia Q C R"™ un aperto limitato con frontiera di classe C*T,
ove a €]0,1]. Per ogni ¢p € C(9Q x [0,T]) il problema (3.43) ha un’unica
soluzione u € C(Q x [0,T]) N C*H(Q2x 0, T]).

Osserviamo che la soluzione non appartiene, in generale, a C'(Q x [0,T),
e quindi la condizione %(m,t) = Y(x,t), (x,t) € 002x]0,T], vale in un
opportuno senso generalizzato.

Dimostrazione Cercheremo una soluzione del problema (3.43) nella forma
cosiddetta di “potenziale di semplice strato” (single-layer potential), cioe del
tipo

(1) = /0 t/m Do — &t — 7)p(E, 7) doedr, (3.53)

ove p € C(0Q x [0,T]) & una funzione da determinare. Si noti che questa
funzione & definita in Q U (R™ \ Q) e non solamente in €. Il motivo che
ci spinge a cercare una soluzione di questa forma & che essa certamente ha
senso e, come vedremo fra poco, verifica I’equazione differenziale; inoltre e
chiaro che u(x,0) = 0. Per ottenere anche la condizione alla frontiera, poi,
abbiamo a disposizione la funzione ¢, che & arbitraria; essa sara determinata
risolvendo un’opportuna equazione integrale di Volterra del tipo analizzato
nel paragrafo precedente.
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Mostriamo che la funzione (3.53) risolve ’equazione del calore in 2x |0, T7.
Risulta

wlt ) ~ B, 1) = / Iz &, 0)p(¢, ) do+
/ / iz =&t —71) = A =&t —7)]p(€,7)dogdr =0
B

in virtu del fatto che I risolve I’equazione del calore e inoltre verifica I'(y, 0) =
0 per ogni y # 0.

E anche chiaro che risulta u(z,0) = 0 per ogni = € Q. Meno facile, invece,
¢ dimostrare che la condizione alla frontiera sulla derivata normale di u ¢
soddisfatta: in effetti, se i € {1,...,n} si ha per (x,t) € (R™\ 9Q)x |0, T

Diu(x,t) = /0 ., D;I'(x — &t —1)p(&, ) doedr,

ma quando x tende verso un punto zy € 0f2 le stime fornite dalla proposizione
3.3.4(ii)-(vi) non sono sufficienti a far convergere l'integrale.
Prima di proseguire, proviamo due ulteriori lemmi utili nel seguito.

Lemma 3.6.2 Sex € R"\ {0} e s € R conn+ s> 2, allora

t |z |2 +
—_ 7’” S — —
/e T T 2dT<Cs]x\2”8,
0

e in particolare risulta

lim e T 1 2 dr=0 Va # 0.

t—0+ 0
Dimostrazione Si tratta di un facile calcolo:

t \z\2 + o +
_lzl” _n+ts _ _ n+s _
/e dT—/26q|az\2"s 2dg <
o]
0 i N

t

[e.e]
<fat [Ty g = T - e,
0

2

ove I' & la funzione di Eulero. Se x # 0 la prima uguaglianza mostra anche
che il limite richiesto vale 0. O
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Lemma 3.6.3 Sia Q C R"™ un aperto limitato con frontiera di classe C*.
Per ogni xy € 0N esiste 6 > 0 tale che, posto S, = 0Q N B(xg,r), r €]0,0],
risulta

/ |z — &7V doe < CyrT VW €)0,5], ¥y > 0.
Sé\sr

Dimostrazione Fissiamo xy € 9. Poiché 00 ¢ di classe C!, esiste § > 0
per il quale vi ¢ un diffeomorfismo F, di classe C*, che verifica le condizioni
(3.52), con U = B(xg,0) e = 0. Mostriamo che esistono due numeri positivi
¢y e ¢ tali che

B(0,¢17) € F(B(xg,7)) € B(0, car)

per ogni r €]0,0] sufficientemente piccolo. Infatti, sia y € B(0,cir) e sia
& = F'(y) € B(xg,9): allora, dalla formula di Taylor, se r & piccolo si ha

€ — 2ol = [F~'(y) = F7H(0)] = [VF 1 0)y] + o(y) < Kly| < Keyr,

da cui la prima inclusione scegliendo ¢; = % Similmente, se £ € B(z,7) e
se r e piccolo si ha

[F(E)] = [F(&) = Fxo)| = [VF(20)(§ = wo)| + (€ — o) < M,

da cui la seconda inclusione prendendo ¢y = M.
Adesso osserviamo che, per definizione di integrale sulla varieta (n — 1)-
dimensionale 0f2, si ha

/ € = @o| T doe =
S(S\s'r

|F~ (y) = FH0)[ "' M (y) dy,

/{ynZO}ﬁF(B(IDﬁ)\B(xO,7”))

ovedy =dy,...dy, 1 e

=

M<y>=<ZMi<y>2> » M*y):det{a(g—y_kh(”}hw |
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Dato che le derivate di F'~! sono (in particolare) limitate, deduciamo

/ € — 2o do =
Sé\sr

[F~H(y) — FH0)] "M (y) dy' <

/{yn=0}ﬂ[3(0,1)\F(B(wo,7"))}

1
{yn=0}N[B(0,1)\B(0,c17)] r
=C L 1) <C L
- Y 7,_7 - = Yy 7“_7 )

e la tesi e provata per r > 0 sufficientemente piccolo, diciamo 0 < r < 7q.
Ma se r € [ro, d], la tesi ¢ banale:

K
/ & — | doe < C’TO_”H_W/ ldoe < K< —. O
85\ Sr o9 T

Possiamo adesso enunciare il lemma che costituisce il punto chiave dell’intera
argomentazione.

Lemma 3.6.4 Sia Q C R"™ un aperto limitato con frontiera di classe C1+2,
a €10,1], e sia u la funzione (3.53). Se xq € 02 e se x — xy lungo la retta
normale a 0S) in xq, allora

zn: Dy, s (x9) — W (o, ) + % olzo,t) V€0, T,

J=1

ove

‘rooor
Wiant) = [ [ Sosto—et=mplerdor, (350

e il segno ¢ positivo oppure negativo a seconda che x — xqy dall’interno di §2

oppure dall’esterno di Q. Inoltre la funzione (zo,t) — W {(xo,t) € continua

su 02 x [0,T].

Dimostrazione Accertiamoci anzitutto che W (xg,t) abbia senso. Dalla
(3.21) segue
or C(xg— &t —1)
—Et— — _
gy B0 &) 20t — 1)

(o — &, v(20))- (3.55)
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D’altra parte risulta
I N B(xg,0) = {x € B(xg,0) : F,(x) =0},

ove I ¢ il diffeomorfismo di classe C'*® fra B(xq,d) e B(0,1) che verifica
le condizioni (3.52). Dunque, per ogni £ € 092 N B(xg,0) si ha F,(§) =0¢

v(&) = é?‘g ;| Ne segue
1
[(zo — &, v(wo)| = WKVFn(%)af — @) + Fu(xo) — Fu(§)] =
1 1
- SR /0 (VFa(0) — V Fa(o + (€ — 20)),€ — w0} dt| <
W/ tNE — wol T dt < Cal€ — ol ™,
cosicché da (3.55) e dalla proposizione 3.3.4(i) otteniamo
or n+2 _ Llg—aq?
Gy @0 St =) SO =TT T e, (356)
ed anche, di conseguenza,
or
—tt—1) <
ay(gj()) (xO 55 t 7—) >~

Llg—ag|?

<Cl-nEF et -t -l
da cui, per ogni £ € 9Q N B(xg,d) e per ogni t,7 € [0,T] con t # T,
or
Ov(xo)
Questa stima prova che 'integrale che definisce W (g, t) nella (3.54) & conver-
gente. Inoltre un facile argomento basato sulla convergenza dominata mostra

che W (xg,t) € continua nei suoi argomenti in 9Q x [0, T.
Adesso dobbiamo valutare la differenza

(mo—&t—T)| < Ct—7)5i 71§ — |27 (3.57)

ZD u(z, t)vj(zg) — Wiz, t) =

— /Ot/aQ [D,T(x — &t —7) — DiT(zg — &,t — 7)] X

j=1

(3.58)

xvj(xo)p(&, ) dogdT
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al tendere di z a xg lungo la normale a 02 in xy. Se stimiamo direttamente
questa differenza con l'ausilio della proposizione 3.3.4(vi) e del lemma 3.6.2,
non otteniamo lo scopo perché troviamo

/O/BQZ [D]F(l’ — S,t — 7') — DjF(lL‘[) — g,t — T)] Vj(ffo)sﬁ(ﬁ,T) dO’ng <

! n L(lz—¢|Alzg—€D?
<Cllgll [ [ (0= 8 S i doar <
0Joq
< Cllelke [ o= aol’(lo — €| Aleo — )" do,
o0
ma 'ultimo integrale su 92 non e convergente.

Dobbiamo dunque aggiungere e togliere termini nella (3.58) in modo oppor-
tuno. Poniamo per brevita di scrittura

Nj,x(gat_ 7_) = D]F(.Z' — 57t — 7—) — Dj]:‘(xo _ g’t . 7_)’

allora possiamo riscrivere la (3.58) come segue:

ZD w(z, t)vj(zo) — Wz, t) =
(3.59)
// Z T)vi(x0)p(&, 7) docdr = Iy + Iy + Is + 1y,
9
ove

Il = /0/6Q Zle,a7<§,t — T)Vj($0>[90(§,7') — 90<l’(),7')] dO‘ng,
//8Q ZN]SE VJ (IO)[SO((E(), ’7‘) — @(xo,t)] dUng,

//QQZ 7)[vj(w0) — v5(§)lp(x0, ) doedr,
lxo.t //mz v;(€) doedr.

Proveremo che per  — ¢ (lungo la retta normale a 92 in zg) i termini I,
I5 e I3 sono infinitesimi, mentre I, — il quale, come si vedra, ha senso come
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integrale improprio di Riemann — converge a j:% o(zo,t).
Sia € > 0 e sia 0 > 0 tale che

|§—IB0’<5, TE[O’t] = ’ (5a ) (3307 >’<5-

Poniamo X = 0Q N B(xg,d) e S = 0Q N B(xo, 2|z — xo|); se |z — xo| < /2,
si ha S C ¥ C 09Q. Allora possiamo decomporre I spezzando gli integrali:

I = // // // coo=In+ L+ 1i3.
£\S 89\2

Stimiamo [;; rimpiazzando con ¢ l'incremento della ¢ e con una somma la
differenza delle D;I": dalla proposizione 3.3.4(ii), dalla (3.56) e dal lemma
3.6.2 segue

ul = v (@)ip(€,7) — (o 7)] doedr]| <
< // {|szp—ft )|+ (F)(xﬂ_fat—T)]edangS
_ Lla—g)” Lizg— §|20
= CE// (t—7)"% (i _ t)T"+2 |z — 20| | dogdr <

< Ce [/ |z — &7 doe +/ |zg — &7 dO‘,g:| :
s s

Osserviamo a questo punto che z appartiene alla retta normale a 02 in
xo; inoltre, poiché £ € S, per |z — x| sufficientemente piccolo la differenza
1€ — P(§)] fra £ e la sua proiezione P(§) sull’iperpiano tangente a 02 in xg
¢ un infinitesimo di ordine superiore a |x — xo|. Pertanto si ha, per |z — x|
piccolo,

1

—|z — x0].

1
[€ =2l 2 |P(€) — 2] = |€ = P(E)] = |wo — 2] = Slo — o] = 3

Ne segue, per |z — xo| piccolo,

ol < 0 [l =l [doet [ oo — 0] <
S S
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Il termine ;5 si stima essenzialmente allo stesso modo. Si osserva che se

e\ Ssiha

€ — x| [P(§) — x| =& = PO = |P(§) — xo| — [ = P(§)] =

>
> |6~ 2ol ~2AP(€) ~ €] 2 56 — )

a patto di aver scelto § abbastanza piccolo. Quindi, per i lemmi 3.6.2 e 3.6.3,

[T2] =

/O/E\SZNj,x(é,t—T)l/j(xO)[ (f, ) (Qjo, )]dang <

_ Llzg—£/?

2(t—7)
< // n+2 |z — xo| doedr <
o\s (t—7)2

< C’&t|:1:—:c0|/ |zg — & " doe < Ce.
2\S

Per [13 si rimpiazza 'incremento di ¢ con una costante, e si controlla I'in-
cremento delle D;I" con la proposizione 3.3.4(ii). Si trova, con l'ausilio del
lemma 3.6.2,

[Ls| = (&t = T)v(wo)[p(§: ) — (o, )] doedr| <
oJoa\s =
_ Llzo—s® 5\2
< // ————5 | — wo| doedT <
oa\x (t —7) 2
< Clz — x| |z — &| 7" doe < Cslz — xo].
BO\S

Cio prova che I; — 0 per x — xg, x — xg L OS).
Analizziamo ora il termine I,. In corrispondenza del numero ¢ gia fissato,
esiste n > 0 tale che

feaQ7 ‘t_T‘ <n = ‘90<€7t)_90<£77-)‘ <é&.

Allora decomponiamo I, spezzando gli integrali:

t—n t t t
I = / /+/ /+/ / +// o
0 Joo t—nJ S t—n JE\S t—n JOO\S

= Iy + Iog + Io3 + o4,
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ove stavolta ¥ = 92 N B(xg,n) e si suppone |x — x| < n/2.
Utilizzando la proposizione 3.3.4(vi), la (3.56) ed il lemma 3.6.2 si ottiene,
procedendo come per la stima di I;:

[In| = T)vj(zo) (20, ) — (20, 1)] docdT| <
09 4
_ Lzo=¢Inla—e)? &2
< C/ / n+2 |z — 20| doedr < Cplx — xo,
o (t—71) 2
’[22‘ = Vj(l’o)[@(l'o,T) - %0<:C07t)] dade S
_Llz— 5\2 _ Llzg—¢I?
e t—r
< 05/ / - — |z — x| | doedr <
t—n (t—1) = (t—T)%Q‘ o ¢
< Ce [/ |z — &7 doe +/ |zo — &7 dO’g:| <
S s
< Ce {|x — :L'OI"H/dag —|—/ |zo — &7 dagl < Ck,
s s
t n
Tl = | [ [ 3TNt = rhvitan)lelan,7) — il ) dor| <
7L\Io €2
2(t—r)
< C’a/ / ————5 | — wo| doedT <
t—n 2\5 t—T 2
< Celx — x| |zg — €| 7" doe < C,
\S
t n
L] = / / ZN]-,I@,t—T>vj<xo>[so<xo,7> — (o, t)] doedr| <
t—n 89\2 .

2(t 7')
< Ce/ / € ————p5 |7 — wo| doedT < Cplr — 0]
t—nJoa\x (t —7) 2
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Da tutte queste maggiorazioni segue che Iy — 0 per x — xg, x — x¢ L 0.
La stima di I3 ¢ pin semplice: essendo |v(zg) — v(§)| < c|zg — £|*, si ha,
utilizzando ancora la proposizione 3.3.4(vi) con 0 < < a, nonché il lemma
3.6.2,

_ L(lzg—¢|Alz—¢])?

t t—T
| < C// : 7 |v — @o? |mo — £|* doedr <
odoo (t—71) =
|z — 20"

= C/m (lzo = &l A o = g[)ntHome
e dunque anche I3 — 0 per z — xg, * — xo L 0S).
Vediamo infine il termine I, che verra esplicitamente calcolato. Verifiche-
remo che si tratta di un integrale improprio di Riemann convergente, ossia
che

doe < Clx — x0|”,

I4 = QO(xo,t) X
t—e n
X lilr(r)l+ / Z [D;I'(x =&t —71) — DiI'(zg — &,t — 7)] vj(§) doedr.
e 0 Joa ;5

Sia infatti, per z € 9Q e 7 € [0, 1],
Bz, ) = /892 (Dl =&t —7) — Dl (zo — £, 0 — 7)] v5() do,
=1

allora risulta, per la formula di Green, ed osservando che A I'(x — &, t —7) +
%F(l‘—g,t—’T) :Oa

"0
E(x,7) = —/mjzla—gj[r(x—ﬁ,t—ﬂ—F(xo—f,t—T)]Vj(Qdag:

_ —/QAg[F(x—f,t—T)—F(:Eo—f,t—T)]dfz
0

= 5y =&t =1) =Tl — &1 =) de

cosicché
/O€E<I,T)d7' = /Q[F(L'E—f,€>—l_‘<xo_§75>] ds —
. /Q P(x— &,1) — Do — &, 0)] dé = L (x.2) + Ln(x),
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per cui otteniamo
Iy = o(x0,t) - {li)r& Iy (z,e) + Iyo(x) (3.60)

ammesso che il limite a secondo membro esista, cosa che verificheremo fra
poco. Poiché inoltre

n z—E&|N\|zg— 2
Lo(z)| < Ot~ 5 |x—x0|/6_L(l S e < eft)]a — o,
Q

¢ chiaro che Iy2(z) tende a 0 quando z tende a xy lungo la normale a J in
Zo. In definitiva ci si riduce a dover dimostrare che esistono i due limiti

lim 141(1'78) = [4, lim lim I41(ZL‘,€) .
e—=0T z—x0,z—20 L0 |e—0T

Analizziamo il primo limite, ricordando che

In(w,2) = [ 0w = €:2) = Dan - & €) de.

Si ha, utilizzando un opportuno cambiamento di variabili,

/Qf‘(x —&e)de=n72 /A e 4z,

ove A, = {z e R": 2\/ez + x € Q}.

Notiamo che se z € () allora per ogni z € R"” si ha z € A, per ogni ¢
sufficientemente piccolo; analogamente, se x ¢ Q, allora z ¢ A. per ogni ¢
sufficientemente piccolo. Dunque, per convergenza dominata,

) o P2 W_g/ e dr=1 sex e Q,
llg(l)ﬁ 2 e *ldz = n B (3.61)
Ae 0 se x ¢ Q.
Analogamente

/QF(mO —&e)dE =% / e dz,

ove stavolta B, = {z € R" : 2\/ez 4+ 29 € Q}. Dato che zq € 99, detto II
il semispazio aperto di R™ che contiene Q2 N B(xg,d), se z € I si ha z € B.
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per ogni ¢ sufficientemente piccolo, mentre se z ¢ Il si ha z ¢ B, per ogni &
sufficientemente piccolo; se ne deduce, a causa dell’invarianza per rotazioni
dell’integrando,

n n 1 1
lim 7~ 2 / eV dy = 7% / e dz = — / eFPdz =2 (3.62)
e—0 3 I 2m2 n 2

Da (3.61) e (3.62) segue infine

se x € €,
hmI41(:E )= lim [ [['(z—¢&¢e)—D(xg—Ee)]dE =

e—0t Q

sex & Q.

N — DN —

Abbiamo pertanto provato che per x — xy (lungo la retta perpendicolare a
0§ in xp) si ha, in virtu di (3.60),

1
3 ©(x,t) sex €,
1

—3 o(x0,t) sex ¢ Q.

Cio conclude la dimostrazione del lemma 3.6.4. O

[4-)

Possiamo ora vedere se la nostra candidata soluzione u, data da (3.53), risolve
davvero il problema di Cauchy-Neumann (3.43). La u ¢ una funzione regolare
in 2x]0,T], e continua in Q x [0,7], come si verifica facilmente usando la
proposizione 3.3.4(v) (con 8 €]0,1[); essa risolve 'equazione del calore in
2% ]0,7] ed ¢ nulla in Q per t = 0. Come si & gia osservato, le stime sulle
derivate di I fornite dalla proposizione 3.3.4(vi) non garantiscono che u abbia
derivate prime continue su 902 x [0, 7T]; tuttavia il lemma 3.6.4 ci dice che
si pud dare senso alla derivata normale su 9Q2x]0,T], e che tale derivata
normale vale

ou

5(5% t)

r—x0, T— a:oj_aﬁz ax] (3 63)

1
= Wi(ao,t) + 50(z0,t) Vlwo,1) € 9x]0,7],

ove W (xg,t) & dato da (3.54); essa & dunque una funzione continua su 2 x
[0, T]. Percio, affinché u risolva il problema (3.43), occorre che sia

W (x0. 1) + %(p(xo,t) ~ W(zo,t) W t) € 09 x [0,T],
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ossia che valga, per ogni (z,t) € 02 x [0, T], 'equazione integrale

o(z,t) + 2 /0/89 g—l;(x — &t —T1)p(&, 1) docdr = 2¢(x,1). (3.64)

I1 nucleo di questa equazione, in virtu della sua continuita per x # & et # 7
e grazie a (3.57), verifica le ipotesi del teorema 3.5.6. Quindi I'equazione
integrale ha un’unica soluzione ¢, la quale, inserita nell’espressione di w,
permette di mostrare che u e la soluzione del problema di Cauchy-Neumann
(3.43). Cio conclude la dimostrazione del teorema 3.6.1 O

Osservazioni 3.6.5 (1) Anche se abbiamo risolto la (3.64) in 992 x [0, T, la
soluzione u verifica la condizione 9% (o, t) = (o, t) soltanto in 9x |0, T]:
infatti si vede facilmente, utilizzando la proposizione 3.3.4, che per ¢t = 0 le

derivate prime di u sono continue e nulle in €2, per cui quando t = 0 si ha

@(1’0,0) = lim Z %(%0) =0.

aV r—x0, T—x0 L0 £ aaj‘
j=1 "7

Per verificare la condizione alla frontiera anche per t = 0, dovrebbe dunque
essere 1(xg,0) = 0: questa ¢ una condizione di compatibilita che potrebbe
non essere verificata dal dato . Se questa condizione e soddisfatta, I’equa-
zione integrale ci da ¢(x¢,0) = 0, la (3.64) vale in 052 x [0, 7] e la relazione
9 (g, t) = ¥(wo,t) & valida in OQ x [0, 7], ma soltanto nel senso sopra de-
scritto, perché la w non ¢ di classe C'; infatti le derivate prime di u, nulle su
Q) per t = 0, non sono pero continue, come funzioni di (x,t), nei punti (g, 0)

con xg € 0f).

(2) Con lo stesso metodo si vede che la funzione u, definita da (3.53), &
soluzione del “problema di Cauchy-Neumann esterno”

((w— Au=0 in Q°x 10,7,
u(z,0) =0 in Q°,
ou
%(x,t) =(z,t) Y(z,t) € 02 x [0,T],
L Ju(z, t)] < Me* P VY(z,t) € Q° x [0,T] per qualche M > 0, a > 0,
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purché la funzione ¢ che compare nelle definizione di u soddisfi ’equazione
integrale di Volterra

t or
o(x,t) — 2/0 . ay—(g)@ =&t =1)p(§, 7) docdr =

= =2¢(x,t)  V(x,t) € 9Q x [0,T];
la limitazione sulla crescenza all’infinito serve a garantire 'unicita.

(3) Per il problema di Cauchy-Dirichlet (3.42) in un aperto limitato €2 con
frontiera di classe C''*® vale un enunciato analogo a quello del teorema 3.6.1:
esiste un’unica soluzione u, che e esprimibile nella forma di “potenziale di
doppio strato” (double—layer potential), vale a dire

u(, t) //m a—éjl“x—é‘t )i (€) €, 7) doedr, (3.65)

ove i € C(02 % [0,T]) & I'unica soluzione dell’equazione integrale di Volterra
in 00 x [0, 7]

! or
u(x,t) + 2/0 ., ay—(@(:p — &t —T1)p(&,T) doedr = 2¢(x, t).

La stessa funzione u risolve il “problema di Cauchy-Dirichlet esterno”
—Au=0 in Q°x 10,7,

u(z,0) =0 in Q°,

u(z,t) =¢(x,t)  V(z,t) € 02 x [0,T],

L Ju(z, t)| < Meolel® V(z,t) € Q° x [0,T] per qualche M >0, a >0,

purché la funzione u che compare nella (3.65) risolva I’equazione integrale

! or
p(x,t) — 2/0 o D) (x =&t —T7) (&, 7)doedr = —24(x,t).

(4) La versioni piu generali dei problemi (3.43) e (3.42), ossia quelle con dati
non omogenei, sono rispettivamente:

— Au= f(z,t) VY(x,t) € Qx]0,T],
u(z,0) = p(x) Yz € Q,
%(w,t) =(x,t) Y(x,t) € 00 x [0,T],
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u — Au = f(x,t) V(x,t) € Qx]0,T],
u(z,0) = ¢(x) Vo € Q,
u(z,t) = (x,t)  V(z,t) € 0Q x [0,T].

Questi problemi sono risolubili con metodi analoghi a quelli visti fin qui;
ne tralasciamo lo studio per mancanza di tempo. Osserviamo che vi sono
condizioni non banali di compatibilita fra i dati, se si vogliono soluzioni
regolari in Q x [0, T]. Per approfondimenti si pud consultare [6].

Le equazioni paraboliche, come le iperboliche, si possono utilmente affrontare,
in modo piu astratto e generale, per mezzo della teoria dei semigruppi: si
tratta di uno strumento potente e versatile, applicabile a varie problematiche,
per il quale rimandiamo a [7].
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Capitolo 4

L’equazione di D’Alembert

4.1 Motivazioni fisiche

I1 prototipo delle equazioni iperboliche e I’ equazione delle onde, o di D’ Alem-
bert,
uy — EAu = f(z,t), (4.1)

cui si perviene nello studio di svariatissimi fenomeni fisici di tipo evolutivo,
tutti pero accomunati dalla caratteristica fondamentale di descrivere moti
ondulatori: di particelle subatomiche, di materiali elastici, di fluidi, di cor-
rente elettrica. Il mondo delle equazioni iperboliche e vastissimo e presenta
caratteristiche matematiche proprie, molto diverse da quelle tipiche del ca-
so parabolico: cercheremo di analizzarle nei paragrafi successivi. Vediamo
qualche esempio fisico in cui compare ’equazione delle onde.

Esempio 4.1.1 Analizziamo le vibrazioni trasversali di una corda tesa, ossia
di un filo elastico, flessibile, teso orizzontalmente tra due estremi, i punti 0
e L dell’asse z. Ci interessa solamente lo spostamento u(x,t) (nel punto z,
all’istante t) in direzione verticale. Denotiamo con T(z,t) la tensione della
corda nel punto x all’istante t: essa e diretta tangenzialmente alla corda
in ogni punto (x,u(z,t)) di essa; cio traduce matematicamente il fatto che
la corda non esercita resistenza alla flessione. Detta p(z) la densita lineare
della corda, la variazione della componente verticale della quantita di moto
relativa ad un tratto di corda [z, z5] in un intervallo di tempo [t1, 5] € data
da 2

| pOlue ta) =~ ule ) de.

1
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Essa coincide con I'impulso, nello stesso intervallo di tempo, delle componenti
verticali delle forze che agiscono sul tratto di corda in esame, cioe la tensione
ai due estremi e le forze esterne quali la gravita, che denoteremo globalmente
con F'. Si ha dunque

[ petute. 1) — i ) ac =

xl _ /t P s t) — T (o, )+ /tt/ F(e, 1) dedt.

Supponendo che u e T siano funzioni regolari, I’equazione precedente si puo
riscrivere nel modo seguente:

QEZTPﬁMM&w—%Q@@+F@ﬁ]%ﬁZQ

Per larbitrarieta del rettangolo [zq, ] X [t1,ts], si ricava
0
p(‘r)utt(l‘7t> - %Ty(l’, t) + F($7t) =0.

Adesso scriviamo una formula per la tensione: secondo la legge di Hooke,
possiamo assumere

Ty(z,t) = k(x)uy(z,t),

ove k(x) ¢ il cosiddetto modulo di Young; cio ¢ plausibile, considerando che
la tensione in un tratto di corda deve essere tanto maggiore quanto piu gli
spostamenti ai due estremi differiscono fra loro. Si deduce allora 1’equazione

0
)i, 1) — - (k()ua(,1)) + Fla,1) = 0,
Se ora si ammette che la densita p e il modulo di Young k siano costanti, si
ottiene l'equazione delle onde (4.1) con ¢ = \/k/p.

Le linee caratteristiche per 1’equazione (4.1) sono le rette £ ¢t = h con h
costante. Dunque la retta ¢ = 0 non e caratteristica ed ¢ quindi naturale
fissare, al tempo ¢t = 0, condizioni iniziali della forma

w(z,0) = ¢(x), w(r,0) =)  Veel0 L],

con le quali si forniscono la configurazione e la velocita iniziale della corda.
Occorre inoltre una condizione agli estremi: se i due capi della corda sono
fissati, imporremo

u(0,t) =u(L,t) =0 vt > 0.
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Esempio 4.1.2 Consideriamo le oscillazioni trasversali di una membrana,
ossia di una pellicola non resistente a flessioni e trazioni, fissata lungo il suo
contorno giacente nel piano z = 0. Indicheremo con X la proiezione della
membrana sul piano z = 0. Ci interessano gli spostamenti verticali u(zx,y,t)
in corrispondenza del punto (x, y) all'istante ¢, e supporremo quindi che quelli
tangenziali siano nulli. Denotiamo con T(x,y,t) la tensione che viene eserci-
tata sulla membrana in corrispondenza del punto (z,y) ad un fissato istante
t: essa in ogni punto & tangente alla superficie, proprio perché non vi e op-
posizione alle flessioni e alle trazioni.

Consideriamo un pezzetto di membrana, la cui proiezione sul piano orizzon-
tale sia un aperto regolare S. Esso e sottoposto a tensione in tutti i punti
della sua frontiera, e la tensione agisce in direzione normale a 95 (eventuali
componenti tangenziali determinerebbero spostamenti non verticali dei punti
della membrana, contro l'ipotesi fatta). A noi interessa la componente verti-
cale T, della tensione: la tensione complessiva, in direzione verticale, a cui e
sottoposto il pezzo di membrana all’istante ¢ si misura attraverso 'integrale

curvilineo
/ T.(x,y)ds.
ds

Facciamo ora l'ipotesi che nei punti di 95 risulti

T.(2,y,t) = k(z,y)(Vu(z,y,t),n(z,y)),

ove n e il versore normale esterno a 0S5 nel piano orizzontale: cio, in analogia
con il caso unidimensionale della corda, ¢ plausibile, perché dove Vu e gran-
de in modulo la tensione dovrebbe avere una componente verticale grande;
d’altra parte dove Vu punta in direzione trasversale a n, vuol dire che nella
direzione di n la u e quasi costante e quindi la tensione dovrebbe essere pic-
cola.

Utilizzando il teorema della divergenza, otteniamo

/ T.(x,y,t) ds:/div(kVu) dxdy.
oS S

Uguagliando la variazione in [t1, t5] della componente verticale della quantita
di moto all’impulso delle forze nello stesso intervallo, indicate con F(z,y,t)
le forze esterne si puo scrivere

to to
/ /putt dxdydt = / /[div(kVu) + F|dxdydt,
t1 S t1 S
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da cui per l'arbitrarieta di S e di [¢y, t5] ricaviamo, supponendo 'integrando
continuo,

p<xvy)utt(xuy7t) - le(k(.%,y)VU(.fC,y,t)) = F(l’,y,t) V<£C,y) € Ea Vt > 0.

Se poi si suppone che p e k siano costanti, si trova I’equazione

k F
uy — —Au = — in ¥x]0, ool
p
Ad essa vanno aggiunte le condizioni iniziali u(x, y,0) = ¢(x,y) e uy(z,y,0) =
¥ (z,y), nonché una condizione al contorno: dato che la membrana ¢ tenuta
fissa al bordo, si impone la condizione u(z,y,t) = 0 per (x,y,t) € 903X [0, co].

Esempio 4.1.3 1l passaggio di corrente in un filo conduttore e caratterizzato
da due grandezze: U'intensita di corrente i(x,t), cioe la quantita di carica che
attraversa una sezione unitaria del filo nell'unita di tempo, e la tensione
v(x,t), che dipende dalla differenza di potenziale alle estremita del filo. La
legge di Ohm, applicata ad un trattino dz di filo, lega queste due quantita
nel modo seguente:

v(x,t) —v(z+dr,t) ~ —v,de = Ride + Liydx — f dx. (4.2)

Il termine —uv, dx rappresenta la caduta di tensione nel tratto di filo consi-
derato, che deve uguagliare la somma delle dispersioni di carica lungo il filo.
Le costanti R e L sono la resistenza e l'induttanza del circuito, f e una forza
elettromotrice esterna, fornita ad esempio da una batteria. D’altra parte la
quantita di carica presente nel tratto di filo considerato nell’unita di tempo
e pari ai(x,t) —i(x+dx,t) ~ —i, dz; essa € uguale a C'v; dz — Gu dz, ossia a
cio che serve a caricare ’elemento dz, meno cio che si perde per isolamento
imperfetto: C' ¢ la capacita del circuito, G € un coefficiente di perdita, di soli-
to molto piccolo se il filo € ben isolato. Abbiamo cosi una seconda equazione,
—iy dr = Cvydx — Gvdx. Otteniamo in questo modo il sistema

im—f—Cl}t—GU:O,
(4.3)
ve + Lis + Ri — f =0

Se deriviamo rispetto a x la prima equazione e rispetto a t la seconda,
ricaviamo

lpe + Cvtx - GU:L“ = 07
Vgt + Lty + Rty — [y =0
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Inserendo al posto di v, la sua espressione ottenuta dalla (4.2), e ricavando
vy, dalla seconda equazione, la prima equazione si riscrive nella forma

In modo analogo, derivando la prima equazione del sistema (4.3) rispetto a
t e la seconda rispetto a x, ricaviamo

VUpe — CLvy + GLvy — RCvy + GRv — f, = 0. (4.5)

Se il filo € ben isolato, come si e detto si ha G =~ 0; se inoltre esso € un buon
conduttore, si ha anche R ~ 0, e le due equazioni diventano rispettivamente

LC xx LC’ tt LO TxT Lv

Vi =
e dunque sia v, sia ¢ risolvono I'equazione di D’Alembert.

Esempio 4.1.4 Questo esempio € un po’ piu elaborato dei precedenti. Con-
sideriamo il moto di un fluido o di un gas compressibile, che supporremo
perfettamente non viscoso, ossia con completa assenza di attrito fra le mo-
lecole. Denotiamo con v(z,y,z,t) la sua velocita, con p(x,y,z,t) la sua
densita, con p(z,vy,2,t) la sua pressione, e con F(z,y, z,t) le forze esterne
per unita di massa. La somma delle forze agenti su un volume di liquido T’
(semplicemente connesso) & data da p F e dalla pressione esercitata dal liqui-
do circostante, diretta perpendicolarmente su 07T. Uguagliando la somma di
tali forze all’accelerazione, si puo scrivere I’equazione

/ p %V drdydz = / pF dxdydz — / pndo,
T T aT

ove n e il versore normale esterno. Dal teorema della divergenza deduciamo

d
/ p—vdrdydz = /[pF — Vp| dxdydz.
r o dt T

D’altra parte, se (z(t),y(t), z(t)) ¢ la legge oraria di una particella di fluido,
sihav= (2,9 ,7)e

i( t)_a_v,+a_v,+a_v,+a_v_< V) +a_v
FTAA R 8yy FERRETERARASF T
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ove (v,V)v & il vettore >0  v;D;v. Per larbitrarieta di T, otteniamo
I’equazione del moto

ov 1
n +(v,V)v = —;Vp + F. (4.6)

Vi ¢ poi un altro legame fra le variabili: se in 7" non ci sono né sorgenti né
pozzi, la variazione della quantita di liquido nell’unita di tempo e pari al suo
flusso attraverso la frontiera:

d
—/pdxdydz:—/ p(v,n)do,
dt Jp or

ovvero, ancora per ’arbitrarieta di T,

dp . _
a5 + div(pv) = 0. (4.7)

Questa e 'equazione di continuita.

Infine, ipotizziamo che la pressione nel fluido dipenda soltanto dalla densita;
se il fenomeno di moto del fluido e adiabatico, ossia non provoca scambi di
calore con l'esterno, allora si ammette che valga una equazione di stato del

tipo
k
_ P
P=Do| — 3
Po

ove pg e pg sono dati iniziali per la pressione e per la densita. Otteniamo cosi
il sistema
( Ov

1
- - _Z o
5 + (v, V)v pr+ )

dp .
5 T div(pv) =0 (4.8)

k
o P
b=Do\| — .
\ £o

Osserviamo adesso che se, inizialmente, v = 0, oppure rotv = 0, allora,
purché sia anche F(-,¢) = 0 o rot F(-,¢) = 0 per ogni ¢t > 0, risultera anche
rot v(-,t) = 0. Infatti, fissato un punto (z,y, z), e scrivendo v(¢) in luogo di
v(z,y,2,t), si ha

bood ! ov
rotv(t) = rotv(0)+ / rot—v(s)ds =0+ / rot | — + (v, V)v| ds =
0 ds 0 0s

¢ 1 ¢ 1
= / rot (——Vp—i—F) ds :/ rot (——Vp> ds.
0 P 0 p
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D’altronde, per ogni funzione scalare ¢ e per ogni funzione vettoriale A si
verifica facilmente che

rot(p A) = prot A+ Ve x A,

ove il simbolo x denota il prodotto vettoriale in R3. Nel nostro caso si ha
p=—pteA=Vp;essendo Vp = pO k( )k IV p, il vettore Vp & parallelo
a Vp, da cui

1 1 1
rot v(t) = rot (——Vp) = ——r10tVp+ —Vpx Vp=0.
p p p

Supponiamo, per semplicita, F = 0. Allora da rotv = 0 segue, essendo T
semplicemente connesso, che esiste un potenziale cinetico U(x,y, z,t) tale che
v =—VU in T'. In particolare, si noti che

1 2
(v,V)v = (VU,V)VU = ZD UDVU——VZ (D;U)? = SVIVUP

i=1 i=1

Sostituendo la relazione v = —VU nel sistema (4.8), quest’ultimo diventa

/

1 1
~VU, + §V|VU|2 = —;Vp,

dp .
S = div(pVU) = 0 (49)

k
B P
P=DPo| — )
\ Po

ed e ancora troppo complicato. Facciamo qualche approssimazione: poniamo
s = L0 ossia '”0 = s+1, esupponlamo '” ~ 1, da cui s ~ 0. Di conseguenza,

p=po(1+s)k ~po(1+ks)eVp~ posz Allora, posto a® = pok , 1l sistema
(4.9) si riduce a
—VU, + ;V|VU|? = —a?Vs,

— AU =0 (4.10)
p=po(l+ks).
La prima equazione del sistema si puo integrare, ottenendo

1
~U; + 5|VU|2 + a®s = c(t)
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con ¢(t) funzione indipendente da (z,y,2). Ma si puo supporre c( ) = O
modificando il potenziale U, ossia rimpiazzandolo con U ( x LY, 2, 1) fo
dunque possiamo supporre senz’altro —U; + 2]VU | + a?s = 0. Derlvando
questa equazione rispetto a t, troviamo

16 2 2 16 2 2
0 Z/tt+2 t‘Cl/‘ +a“s; = Z/tt+25t‘0b| “+a l/,
(S dunque U verifica
l/ — CL2A1/ ——|VI/|2

20t
Questa ¢ un’equazione non lineare, la cui parte principale ¢ 'operatore di
D’Alembert. Se supponiamo che il modulo della velocita sia indipendente
dal tempo, si ottiene che U verifica I’equazione delle onde.

4.2 1l caso di una variabile spaziale

Consideriamo ’equazione delle onde in una variabile spaziale: questo ¢ il caso
piu semplice ma permette gia di analizzare i fenomeni tipici delle equazioni
iperboliche. La prima cosa da osservare ¢ che, come peraltro gia sappiamo
dall’esempio 1.6.5, si ha:

Teorema 4.2.1 Sia D un aperto convesso di R%. Tutte e sole le soluzioni
di classe C? dell’equazione

Uy — gy =0 in D (4.11)
sono le funziont u della forma
u(z,t) = a(z + ct) + Bz — ct), (4.12)

con o e 3 funzioni di classe C? di una sola variabile. In particolare, esse
sono estendibili ad un opportuno parallelogramma contenente D.

Dimostrazione E ovvio che tutte le funzioni della forma sopra scritta risol-
vono l'equazione (4.11).

Viceversa, Poperatore di D’Alembert D? — ¢?>D? si puo fattorizzare nella for-
ma (D;—cD,)(Dy+c¢D,), cosicché 'equazione (4.11) & equivalente al sistema

del primo ordine
{ (D¢ +cDy)u =

(D, — eD,)v = 0. (4.13)
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Se u ¢ una soluzione di classe C? dell’equazione (4.11), allora v = u; + cu, ¢
di classe C* e risolve I'equazione v; — cv, = 0. Poniamo, per A € R,

Sx={(z,t) € D:x+ct=A\}.

La funzione v ¢ costante su Sy (ammesso che questo non sia vuoto): infatti,
nei punti di Sy, che sono della forma (A — ct, t) con t € I, (ove I, essendo
D convesso, ¢ un opportuno intervallo di R), si ha

%v()\ —ct,t) = —cv, (A —ct,t) + (N —ct, t) = (v — cvg) (A — et t) = 0.

Sia w(A) il valore costante che v assume su Sy: allora per ogni (z,t) € D,
posto A = + ct, si ha v(z,t) = w(A) = w(z + ct), e in definitiva

v(x,t) = w(x + ct) V(z,t) € D.

In particolare, la funzione w ¢ di classe C'. Dunque, se o ¢ una funzione di
classe C? tale che o/(\) = 5 w(\), si avra

(Di+cDy)a(z+ct) = 2cd (x+ct) = w(x+ct) = v(x,t) = (Dy+cDy)u(x, t),

ossia la funzione z(x,t) = u(x,t) — a(x + ct) risolve 'equazione z; + ¢z, = 0
ed ¢ di classe C?.

Se ora poniamo
Th={(z,t) €D :x—ct=M\},

si trova che nei punti (A + ct,t) di T\, sempre che questo sia non vuoto, si
ha

d
E'ZO\ +ct,t) = cuy(A+ctt) +u(A+ct,t) —w(A+ 2ct) =
= (w+cuy —v)(A+ct,t) =0,

e dunque z ¢ costante su Ty: detto S()) tale valore, come in precedenza si
ricava che

z(x,t) = B(x — ct) V(z,t) € D,

e in particolare § ¢ di classe C2. Pertanto

uw(z,t) = a(z +ct) + f(z — ct) V(x,t) € D
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con o e 3 funzioni di classe C2. Inoltre, o & definita su un certo intervallo [
e [ e definita su un certo intervallo J: si conclude che u € definita sull’intero
parallelogramma

P={(z,t):x+ctel, o —cteJ},
il quale contiene D poiché la soluzione e definita, per ipotesi, su tutto D. 0O

Osservazione 4.2.2 Per un osservatore che si muova con velocita ¢ lungo
la direzione positiva dell’asse x, il valore di x — ct resta costante nel tempo:
quindi B(x — ct) rimane costante. In altre parole, il grafico di z = (z — ct)
nel piano zz si sposta con velocita ¢ verso destra (asse delle x positive). Ana-
logamente, il grafico z = a(x + ct) si sposta con velocita ¢ verso sinistra (asse
delle x negative). Le funzioni z — f(x — ct) e © — a(z + ct) si chiamano
onde piane, e come abbiamo visto queste onde si propagano con velocita +c
lungo I'asse x mantenendo la propria forma. In definitiva, il teorema 4.2.1
ci dice che ogni soluzione dell’equazione di D’Alembert si ottiene sovrappo-
nendo due onde piane, la prima progressiva (che si propaga con velocita c),
la seconda regressiva (che si propaga con velocita —c).

Enunciamo ora il teorema di esistenza per il problema di Cauchy in una
variabile spaziale.

Teorema 4.2.3 Se ¢ € C*(R) e ¢ € C*(R), allora il problema di Cauchy

Uy — gy =0 in R?,
u(z,0) = p(x), x€R, (4.14)
w(2,0) = ¥(), z€R,

¢ ben posto e la sua unica soluzione, che appartiene a C*(R x [0,00[), & data
dalla formula di D’Alembert

x+ct

[o(z + ct) + p(z — ct)] + — P(§) d§. (4.15)

t) =
u<x, ) 20 r—ct

1
2

Dimostrazione Se la soluzione esiste, sappiamo dal teorema 4.2.1 che essa
ha la forma (4.12), con «, 3 funzioni di classe C%. Le condizioni iniziali ci
dicono che

a(z) + B(x) = p(z), do'(z) - F2)] =¢(=) VreR



D’altra parte vale I'identita, di facile verifica,
a(r+ct) + Bz —ct) =

_ %[a(x Fet)+ Bz +ct) + alz — o) + Bla — ct)] +

1 r+ct
TGRS
quindi la soluzione u, se esiste, ¢ data dalla formula (4.15).

D’altra parte, sempre per il teorema 4.2.1 la funzione (4.15) ¢ davvero solu-
zione del problema (4.14), essendo somma di due funzioni calcolate rispetti-
vamente in x + ¢t e v — ct, la cui regolaritd C? ¢ assicurata dalla regolarita
dei dati ¢ e 1.

Infine, verifichiamo che il problema ¢ ben posto: se p, 1) € L>®(R), allora per
ogni (z,t) € R x [T, T] si ha

x+|ct|

1
@) < Mol + 5 [ OIS < el + T e

—let]
e cio prova la tesi. O

Dal punto di vista qualitativo, la formula (4.15) ci rivela immediatamente
che il valore della soluzione u del problema (4.14) in un punto (g, %), con
to positivo, dipende soltanto dai valori assunti dal dato ¢ nei due punti
xo £ ctg e da @ nell’intervallo [zg — cto, zg + ctp]. Questo intervallo si dice
dominio di dipendenza del punto (xg,tg). Pit in generale, dato un intervallo
I =la—r,a+r] CR, linsieme dei punti (z,t), per i quali il valore di u in
(x,t) dipende solo dai valori dei dati ¢, in punti di I, & il rombo

B(I) = {(x,t) € R*: |z —a| < r —c|t|}.

Le rette di pendenza j:% nel piano xt, come sappiamo, sono le caratteristiche
dell’equazione. Conducendo per un punto (xg,0) le due caratteristiche, si
determina il cono

C(xo) = {(z,t) € R? : |z — x| < Jt|},

il quale si chiama dominio di influenza del punto xo € R. Esso e costituito
dai punti (z,t) tali che il valore u(x,t) ¢ influenzato dai valori assunti in
dai dati ¢, 1. Osserviamo che, per giunta, il valore di ¢ in z( influenza la so-
luzione solamente nei punti delle rette x —xq = +ct. In altre parole, possiamo
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dire che le perturbazioni si propagano lungo le linee caratteristiche. C’¢ da
osservare inoltre un fatto fondamentale: a differenza che nel caso parabolico,
i fenomeni iperbolici sono reversibili nel tempo: questo segue dall’invarianza
dell’equazione delle onde rispetto alla trasformazione ¢t — —t, e ce lo confer-
ma la forma della soluzione (4.15).

Consideriamo ora un altro problema unidimensionale: quello della “corda
semi-finita”, ossia 1’equazione di D’Alembert sulla semiretta [0,00[. Ci li-
miteremo, per semplicita, alla semiretta dei tempi positivi. Il problema e il
seguente:

Uy — g, =0 in ]0,00[?

u(z,0) =p(x), x>0
ur(z,0) =(x), >0
u(0,t) = h(t), t>0,

(4.16)

ove e h sono funzioni di classe C? mentre v ¢ di classe C'. Poiché cerchiamo
una soluzione di classe C?, dobbiamo imporre le condizioni di compatibilita

h(0) = ¢(0), K'(0) =(0), R"(0)=c*p"(0). (4.17)
Si ha allora questo risultato:

Teorema 4.2.4 Se ¢ € C?*([0,00[), h € C*([0,00[), ¥ € C'([0,00[), e
se wvalgono le condizioni (4.17), allora il problema (4.16) ¢é ben posto e la
soluzione u € C?([0, 0o x[0,00[) ¢ data da

olx+ct)+ox—ct) 1 [oF

- >
5 + 2 ) W(&) dg se x > ct,

u(z,t) =

o o 1 ct+x
Wt —2) + o(ct +x) — p(ct — x) s

5 5 ) (&) dé se x < ct.

ct—

Dimostrazione Sappiamo dal teorema 4.2.1 che la soluzione u, se esiste, ha
la forma u(x,t) = a(x + ct) + B(x — ct), con a e (3 di classe C?. Imponendo
le condizioni al contorno, otteniamo

a(r) + (z) = p(x) Vo =>0

cd(x)—cpf'(z)=9(x) Yr>0 (4.18)

alct) + B(—ct) = h(t) Vt>0.
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Derivando la prima equazione, si ha il sistema

{CW@+5@9=¢@)V$ZO
cd(x)—cf(z)=1(x) Vx>0,

da cui

1 1 [* 1 1 [*
= - — d. == - — d YV > 0.
o) = gela)+ 5 | w@ds 8@ = et -5 [ wEds ez
Si noti che dovremmo aggiungere ad « e § due costanti arbitrarie h e k, ma
la condizione a(z) + B(x) = ¢(x) implica che h + k = 0; tenuto conto che
u = a + [, non e restrittivo scegliere h = k = 0.
Invece per ogni 7 < 0 si ha dalla terza equazione del sistema (4.18)

B(7) = —a(—=7) + h(—7/c) = _%w_ﬂ _ 1

2c Jy

(€) dé + h(—/0).

Sostituendo le espressioni delle funzioni « e 3 nella definizione della candidata
soluzione, si ottengono senza difficolta le formule relative a u. Si noti che,
in virtlt delle condizioni di compatibilita (4.17), la funzione u ¢ di classe C?
anche nei punti in cui x = +ct. Infine, il problema e ben posto perché si ha,
per ogni 7" > 0 e per ogni (x,t) € [0, 00] x[0, T,

1Plloo + T4l se x> ct,

lu(z,t)] < { ]

[Pllo + llolloo + Tl lloc se 2 < ct.

Osservazione 4.2.5 Quando h(t) = 0, la soluzione in un punto (zo, %) ¢,
per xy < cto,

cto+xo
2 }

1 1

U(LEo,tO) = |:—¢(Ct0 + 1’0) + 2—0/ Qﬂ(f) df
0
1 1 cto—xo
— | =p(cty — — d

geteto—an + 5 [ ]
ossia ¢ somma di un’onda diretta (regressiva, con velocita —c, partita dal
punto di ascissa x = zg + ctp all'istante t = 0) e di un’onda riflessa, pro-

gressiva (velocita c), che ¢ il risultato della riflessione, avvenuta nell’estremo
xr = 0 allistante ¢ = ¢, — %, di un’onda regressiva, partita allistante ¢ = 0
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dal punto di ascissa x = cty — z¢. Se prolunghiamo per disparita le funzioni
¢ e 1 a tutto R, la soluzione si estende a tutto R x [0, oo nel modo seguente:

U<I',t) _ SO('T + Ct) _|2_ <P(£U — Ct) + % x+:t1/)(§) d§ V(I7t) cR x [07 00[7

Tr—cC

cioe ritroviamo la formula (4.15). Sinoti che le estensioni dispari di ¢ e 1) sono
rispettivamente di classe C? e C*, in virtu delle condizioni di compatibilita
(4.17).

Concludiamo ’esame dei problemi in una dimensione spaziale con il caso
della corda di lunghezza finita L, fissata agli estremi 0 e L:
Ut — gy = 0 in 10, L[ x ]0, oof,
u(z,0) = ¢(x), xz € [0, L],
u(z,0) = P(z), x €
u(0,t) =u(L,t) =0, t>0,

(4.19)

Le condizioni di compatibilitad per avere una soluzione in C?([0, L] x [0, co[)
sono:

p(0) = ¥(0) = ¢"(0) =0, (L) =y(L)=¢"(L) =0. (4.20)
Si ha allora:

Teorema 4.2.6 Se ¢ € C*([0,L]) e ¢ € CY([0,L]), e se valgono le con-
dizioni (4.20), allora il problema (4.19) é ben posto e la soluzione u €
C*([0, L] x [0,00[) ¢ data da

) = PR AR L g
r—ct

ove B e 1 sono i prolungamenti dispari e 2L-periodici di ¢ e di i a tutto R.
In particolare, la soluzione u ¢ periodica nella variabile t di periodo 2L/c.

Dimostrazione La soluzione u, se esiste, ha la forma u(x,t) = a(x + ct) +
B(x — ct). Le condizioni u(0,t) = u(L,t) = 0 ci dicono che

a(ct) + B(—ct) =0, a(L +ct) + B(L — ct) =0,
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il che implica B(—§) = —a(&) per ogni & > 0 ed anche a(L+&) = —F(L—¢&) =
a(§ — L) per ogni & > L. Pertanto a(z) = a(x + 2L) per ogni z > 0 e
B(x) = p(x — 2L) per ogni x < 0. Possiamo dunque prolungare o e f a
funzioni @ e B definite su R e 2L-periodiche.

Dalle condizioni iniziali del sistema (4.19) ricaviamo poi

o(r) = alz) + B(z), ¥(x)=cd(zx)—cpf(x) Vo € [0, L] (4.22)

da cui si deduce facilmente, come nel caso della corda semi-finita,
1 1 [
a(e) =5 o(o) + 5 | wieras

. Va € [0, L. (4.23)
Ba) = 5ole) = 5 [ vl

Utilizzando la periodicita delle estensioni @ e 3, ¢ facile riconoscere che
Bla) = ~a(-2), B(x)=a'(-z) VreR
e in particolare, quindi,
p(z) =a(r) —a(-z), () =c@(x)—a'(-z)) Veel0,L]

Volendo estendere i dati ¢ e ¢ in modo che la (4.22) valga per ogni z € R,
bisogna che le estensioni siano esse stesse, come @ e 3, funzioni dispari e 2L-
periodiche. Dette % e ¢ tali estensioni, si ottiene che la (4.23) vale anch’essa
per ogni x € R. Da qui segue subito che u, se esiste, ha la forma prescritta
nell’enunciato ed ¢ quindi a sua volta prolungabile ad una funzione definita
su [0, L] x R, periodica nella variabile ¢ di periodo % Si noti che % e il
tempo impiegato da un’onda per partire da un punto, percorrere la corda
in un senso, riflettersi a una estremita, percorrerla nell’altro senso, riflettersi
alla seconda estremita e tornare al punto di partenza.

Dalla forma (4.21) della soluzione segue infine immediatamente la dipendenza
continua dai dati nella norma uniforme in [0, L] x [-7,7T]. O

Osservazione 4.2.7 Talvolta e piu utile cercare la soluzione del problema
(4.19) sotto forma di serie di Fourier, quantunque questa scelta comporti
ipotesi pill restrittive sui dati: occorre infatti prendere ¢ € C3([0,L]) e
¥ € C%([0, L]), tali che valgano le condizioni (4.20). Possiamo sviluppare le
funzioni ¢ e ¢ in serie di soli seni:

o o

go(x):Zansinn—?, w(x):ansin@.

n=1 n=1
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Si noti che in tal modo ¢ e 1 possono pensarsi prolungate a R in modo
dispari e 2L-periodico e che le serie sopra scritte convergono uniformemente
in R, al pari delle serie relative a ¢, ¢” e ¢/’. Con il metodo della separazione
di variabili non e difficile mostrare che la soluzione u e data da

(x+ct) . nm(x—ct)
) = = E . A SN I
u(z,t) a |:Sln + sin 7 }
L Kby, nr(x + ct) nr(x — ct)
- —» — |cos———F —coO§s ————
2mc £~ n L L

Questa ¢ la rappresentazione di u come somma di onde progressive e regres-
sive. Con evidenti modifiche si puo anche rappresentare la soluzione come
somma di onde stazionarie,

> t t
u(w,t) = ; [An Ccos n7£c + B, sin %] sinn—zx =
> nmct nmwx

== Nn i n in — )

; sin ( 7 + ¢ ) sin 7
ove
2 [F 2
A, = f/o (&) sin "7”5 % Bu=— | 1p(f) sin 15 d,

A

A, = N,sin¢, , tangf)n:B—n.

Questo modo di scrivere la soluzione del problema (4.19) si presta a una
analisi musicale del suono prodotto dalla vibrazione della corda: ogni onda
stazionaria N, sin ("’Ft + <;5n) sin 7%, che viene detta armonica del suono,
determina per ciascun punto x della corda un moto armonico di ampiezza
Ny, sin %% e fase ¢, (che ¢ la stessa per tutti i punti). La corda, di conse-
guenza, emette un suono di altezza pari alla frequenza di oscillazione "zx, n-
tensita |N,| e timbro determinato dalla struttura dell’insieme delle ampiezze

(che decrescono verso 0 per n — 00).
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4.3 1l metodo dell’energia

In questo paragrafo inizieremo lo studio dell’equazione delle onde in n varia-
bili spaziali. Mostreremo che il problema di Cauchy

uyg — AAu =0 in R"x]0, 00/,
u(z,0) = ¢(x), ze€R" (4.24)
u(z,0) = YP(x), =R,

ha al pitt una soluzione e proveremo la dipendenza continua della soluzione
dai dati in opportune norme integrali, rimandando la costruzione esplicita
della soluzione ai paragrafi successivi.

Per stabilire I'unicita della soluzione faremo uso del metodo dell’energia.
Tutto si basa sul seguente

Lemma 4.3.1 Seu € C*(R" x [0,00[) ¢ soluzione dell’equazione delle onde
in R"x]0,00[ e se

u(z,0) = w(x,0) =0 per |z — z9] < a,
allora u =0 sul cono {(z,t) : ct + |x — xo| < a}.

Dimostrazione Sia t, €]0, %[, e consideriamo il tronco di cono D = {(z,1) :
ct + |x — x| < a, 0 <t <ty}. Moltiplichiamo I’equazione delle onde per 2u;
e integriamo su D:

0= / 2uy (uy — ¢ Au)dzdt = / 2|ut|2 dxdt — 202/ w Au dadt;
D p Ot D

d’altra parte risulta

u Au = <2ut Au + 2 Z D,y Dz-u) -2 Z D;u; Diu =
i=1 i=1
= 2 i D;(u; Diju) — 2|Vu|2,
i=1 ot
cosicché sostituendo nella relazione precedente ricaviamo

O—/D%(\mﬁ+02\VU\2)dl’dt—QCQ/D;Di(UtDiU)dxdt-
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Notando che D ¢ di classe C! a tratti possiamo utilizzare il teorema della
divergenza, ottenendo

0= / [(|ut|2 + | Vul*) vy — 262 Zut Dyuv;| do,
oD i=1

ove v ¢ il versore normale esterno a D in R"*!. Decomponendo 9D nelle sue
tre parti 3; (la base), X9 (la sommita) e 33 (la superficie laterale), si ha:

esuX;, v=(0,...,0,—1) e t=0,

e suy, v=(0,...,0,1) e t=tp,

o suX3, V= (V,...,Up, ) cCON
n 2
_ ¢ 2 _ 1 2 1y
Vy = ) vi=1—-—V = 2~ 2
Vit = 1+c c

Notiamo inoltre che su >; I'integrando ¢ nullo a causa delle condizioni iniziali.
Pertanto deduciamo

0 = / [lue(z, t0)]* + | Vulz, to)[*] dz +
3o

1 n
+ — Z [02|ut|2ui2 + A (Dyu)*v} — 2c%u; Diu v, I/t} do =
>
2 n
= / [ue(, to)|* + | Vu(z, to)|*] du + 0_2 Z(Ut vi — Diuwy)* do,
2:2 Vt 23 i=1
da cui

u? + A Vul? =0 su Y.

Poiché t, e arbitrario, si ha
u(z,t) =0, Vu(xz,t)=0 pert€l0,a/c[e|r— x| <a-— ct;

per continuita deduciamo che u € costante per ¢t + |z — xo| < a. D’altronde,
essendo u(x,0) = 0 concludiamo che u = 0 per ¢t + |z — 29| < a. O
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Corollario 4.3.2 1[I problema di Cauchy
uy — Au=f in R" x [0, 00],
u(z,0) = ¢(z), =z eR" (4.25)
u(z,0) = ¢(x), = eR",

con f € C(R"x[0,00]), ¢ € C*(R") e € CY(R"), ha al pit una soluzione.

Dimostrazione Se u e v sono due soluzioni, la loro differenza risolve il
problema (4.24) con ¢ e 1 nulle; dunque si pud applicare il lemma 4.3.1 per
ogni scelta di zp € R" e a €]0,00[. Ne segue che u — v ¢ identicamente nulla.
O

Osservazione 4.3.3 Piu in generale, per il problema di Cauchy (4.24) vale
un “principio di conservazione dell’energia”: se wu risolve I’equazione delle
onde in R™ x [0,00[ e se ¢ e ¢ hanno supporto compatto in R™ (cosicché
anche v ha supporto compatto rispetto a x per ogni t € [0,7], con T > 0
opportuno), allora I'integrale dell’energia

E(t) = /n[|ut(a:,t)|2 + 2| Vu(z, t)]?] d

¢ costante in [0, 7). Infatti, procedendo come nella dimostrazione del lemma
4.3.1, otteniamo per t € [0, T]

0 = /n 2uy (1) (uge(z,t) — EAu(x,t)) dr =

d 2 2/ —~
= — w(z, t)|“dx — 2¢ ug(z, t Diu(z,t)dr =
& |t [ e, 3 Dt
- 4 |ut(x,t)|2dx—|—202/ g Duy(x,t) Diu(x,t) de =
_ 4 (Jue(z, 0))? + | Vu(x, t)|?) de = iE(t)
dt Jgn ’ a7

ove si e integrato per parti in R usando il fatto che u(z,t) ¢ identicamente
nulla fuori di un compatto. Pertanto

d
ZEM =0 vielT],

il che prova ’enunciato.
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4.4 1l problema di Cauchy in due e tre varia-
bili spaziali

Veniamo ora al problema dell’esistenza per il problema (4.24) nel caso n = 2
oppure n = 3. Ci proponiamo di fornire una formula esplicita per la soluzione.
A questo scopo occorre provare alcuni fatti preliminari che valgono per n
arbitrario.

Sia (x,t) un punto fissato di R™x |0, 00[, e consideriamo per ogni r > 0 le
medie sferiche di una soluzione u di classe C* del problema (4.24):

1
U(z,r,t) = o /83( )u(y,t) do, =: ]éB( )u(y,t) doy, (4.26)

e, analogamente, per un fissato x € R", quelle dei dati ¢ e ¥:
O(x,7) :][ o(y) doy, U(x,r) :][ Y(y) doy. (4.27)
OB(z,r) O0B(z,r)

Useremo, piu in generale, il simbolo f -, ber denotare la media integrale su un
qualunque insieme (misurabile) A.
Vale allora questo lemma:

Lemma 4.4.1 Siau € C*(R" X [0, 00[) soluzione del problema (4.24). Allo-
ra, per ogni x € R", la funzione U(x,-,-) appartiene a C*([0,00[?) e risolve
il problema

Uu(z,-,+) — & (Up(z,-,-) + =20, (2,+,-)) =0 in [0, 00[?,

U(z,r,0) = &(z,71), r >0,

(4.28)
Ui(z,r,0) = ¥(x,7), r >0,
U(x,0,t) = u(x,t), t>0.

Se, in pit, u € C*(R"™ x [0,00[), con k > 2, allora U(z,-,-) € C*(]0, 00[?).

L’equazione che compare in questo enunciato si chiama equazione di Eulero-
Poisson-Darboux. Si noti che l'espressione U,, + "TflUT corrisponde al La-
placiano applicato alle funzioni radiali, nel senso che se v € una funzione
radiale, cio¢ tale che v(z) = [u(r)l,=z) = u(|z|), allora risulta Av(z) =
urr(|2]) + TL|T_|1UT<|$D
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Dimostrazione Nel calcolo delle derivate U, e U,, non ¢ restrittivo supporre
u € C®°(R™ x [0, 00[), poiché, per ogni fissato compatto di R"™ x [0, 00, u &
limite in C*(K) di una successione di funzioni di classe C.

Anzitutto, per omotetia si vede che

1
Uz,rt) = —/ u(z +rz,t)do, :][ u(z +rz,t)do,,
0B(0,1) 8B(0,1)

Wn

da cui
lim U(x,rt) = u(x,t);

r—0+

inoltre, derivando sotto il segno di integrale,
U(z,r,t) = ][ w(x+rz,t)do,, Uy(z,rt)= ][ ug(x +rz,t) do,.
8B(0,1) 8B(0,1)
In particolare, e chiaro che risulta, grazie alla continuita di v e u; ,
U(z,r,0) = &(x,7), Ulzx,r,0)=VY(x,r) Vr > 0.
Per quanto riguarda le derivazione rispetto a r, possiamo scrivere
01

or wy aB(0,1)

1
= — (Vu(x +rz,t), z) do, ,
Wn JoB(0,1)

U(z,r,t) = u(z +rz,t)do, =

il che ci dice che U, dipende dalle derivate prime di u. Proseguendo il calcolo,
risulta

1 Yy—x
= /BB(M) <Vu(y,t), . >day:

1 ou 1
= / —(y,t)doy, = /( )Au(y, t)dy =
B(x,r

W™ Jop(an) OV wyrn1
= f][ Au(y,t)dy = 1][ Au(x +rz,t) dz,
N JB(z,r) " JB(0,1)

e, in particolare, otteniamo lim, g+ U,(z,7,t) = 0. Inoltre

0
Uz, 1, t) = —Z][ Au(x +rz,t)dz =
Irn Jp
1
= — / Au(z +rz,t)dz + . (VAu(x + rz,t), 2) dz;
Wn JB(0,1) Wn JB(0,1)
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ora, poiché risulta, per il teorema della divergenza,

n

r 1 0
— VAu(x +rz,t),z)dz = — Au(x +rz,t)] z;dz =
W B(0,1)< ( »7) Wn JB(0,1) ; azi[ ( )

1
= — ZAU(:L‘—I—rz,t) z;iv;do, —

“n JoB(0,1) i

1 / a
—— Au(x +rz,t) Diz;dz =
Wn JB(0,1) 121

n

1
=— Au(z +rz,t)do, — i Au(z +rz,t)dz =
Wn JoaB(0,1) Wn JB(0,1)
= ][ Au(z +rz,t)do, — ][ Au(z +rz,t) dz,
dB(0,1) B(0,1)

deduciamo che

1
Upr(z,7,t) = (— — 1) ][ Au(z +rz,t)dz —|—][ Au(z +rz,t)do,.
n B(0,1) 0B(0,1)

In particolare, lim, o+ Uy.(z,7,t) = %Au(m, t). E allora facile verificare che
U(z,-,) elesue derivate U,, U;, Uy, U4, Uy sono funzioni continue in [0, oo 2.
Cio prova che U(z,-,-) € C*([0, 00 ?).
Se, poi, u € C*([0,00[?), allora partendo dalle espressioni di U, U, e U,
e possibile calcolare tutte le derivate di ordine k£ di U, e mostrarne senza
particolari difficolta la continuita in [0, co[ 2.
Verifichiamo infine che U risolve I'’equazione di Eulero-Poisson-Darboux. Dal-
I'espressione di U, in termini di media integrale su B(x,r) ricaviamo

r" U (z, 7 t) = 7’_][ Au(y,t)dy = L / up(y, t) dy,

B(z,r) B(z,r)

n 2w,

da cui

o 1 9 [

—(r" U, (z,r, t = — ,t)do,dp =

37’(r (@,7,2)) cw, ar/o/aB(a:,p) uuly, ) doydp
Tnfl n—1

r
= ][ utt(y7t) day = _QUtt(l’,T7t)-
OB(z,r) ¢

c2

Ne segue
2 -1
< g(rn_lUr) = 02 (Urr + o Ur) ’

rn=1Qp T

Utt =
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e cio prova la tesi. O

Passiamo ora a dimostrare i teoremi di esistenza per il problema (4.24) nei
casin = 2 e n = 3. Considereremo anzitutto il caso n = 3; l'altro, co-
me vedremo, si deduce dal primo. Il caso di n qualunque sara trattato nel
paragrafo successivo.

Teorema 4.4.2 Sia n = 3, siano ¢ € C*(R*) e ¢ € CY(R?), e sia u €
C?*(R? x [0,00]) una soluzione del problema

uy — AAu=0 in R3 x [0,00],
u(z,0) = p(z), =z €R3, (4.29)
u(z,0) = P(x), = eR?

Allora u é data dalla formula di Kirchhoff

u(z,t) = 9 (t][ oz + ctz) daz) +t][ Y(x + ctz)do, =
ot 8B(0,1) 9B(0,1)

=]£ t0(y) + 0(y) + (Voly),y — )] do, V(z,1) €R®x]0, oo

B(z,ct)

(4.30)

Viceversa, se o € C3(R3) e ¢ € C*(R3), allora il problema (4.29) ¢ ben
posto e la sua unica soluzione ¢é la funzione (4.30), la quale appartiene a

C*(R? x [0, 00]).
Dimostrazione Poniamo per un fissato z € R? e per ogni (r,t) €0, oo[ %
V(z,rt) =rU(x,rt), Gx,r)=r®(x,r), H(z,r)=r¥Y(z,r). (4.31)

Proviamo che V(z, -, ) risolve il seguente problema di Cauchy, in una dimen-
sione spaziale, per la corda semi-finita:

‘/tt(x7 K ) - 02‘/7‘7‘(1‘7 Yy ) =0 in [07 00[27

V(z,r,0)=G(x,r), r >0,

(4.32)
Vi(z,r,0) = H(z,7), r >0,
V(z,0,t) =0, t>0.

Si noti che in questo problema le condizioni di compatibilita necessarie per
avere una soluzione di classe C? sono verificate: infatti, procedendo come si
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e fatto in precedenza per la funzione U(z,r,t), si verifica in modo un po’
laborioso ma non difficile che

lim G(z,r) =0, limH(x,r)=0, lin% Grp(x,7) = 0.
r—

r—0 r—0

Le condizioni ai limiti per V' sono soddisfatte: infatti, essendo u soluzione di
(4.29), utilizzando (4.26) e (4.27) si ha

V(z,r,0) = T][ u(y,0) do, = 7“][ o(y)doy, =r®(z,r) = G(z,r),
dB(x,r) OB(z,r)

Vi(z,r,0) = r][ u(y,0)do, = r][ Y(y)doy = r¥(z,r) = H(x, 7).
0B (z,r) OB(z,r)
ed anche, ovviamente,

V(z,0,t) = limrU(z,r,t) = 0.

r—0

Inoltre, per il lemma 4.4.1,

2 2 2 2
v U, U U — (U +rU,)=c"=—V,=c"V,,.. (4.
tt U rc ( rr , 7») C ,7’( r 7«) C ” r C" Vipp ( 33)
Dunque, per V (l’, . ) vale il teorema 424, in base al quale quando r < ctsi

ha
G(z,ct+71)—G(x,ct—7r) 1 [

Vv t) = — H dp.
(z,7,1) ) o) (z,p)dp
Essendo v ;
u(z,t) =limU(z,r,t) = lim Vie.nt) :
r—0 r—0 r

si deduce facilmente, ricordando (4.31) e (4.27),

. |

= ——(ct®(x,ct)) +tV(z,ct)

u(z,t) = Gp(z,ct)+ E H(z,ct) =
c

[
Pl

G(z,ct) + H(x, ct)] =

0

= (P NG _
cot at(t (ZE,Ct))—Ft (.’E,Ct)
d

= — (t][ o(x + ctz) daz> + t][ Y(x + ctz)do,.
dt \ Jop(o,n) 9B(0,1)

Svolgendo la derivata rispetto a ¢, si ottiene facilmente la seconda rappresen-
tazione in (4.30). Cio prova la prima parte del teorema 4.4.2.

161



Adesso dobbiamo provare che se ¢ € C?(R?) e ¢ € C?*(R?), allora la funzione
u, data da (4.30), risolve il problema (4.29). Per la verifica delle condizioni
iniziali si utilizza la prima formulazione della formula di Kirchhoft:

w(z,0) = lim o(x +ctz)do, +ct (Vo(x + ctz), z) do,+
=0 [.JaB(0,1)

2B(0,1)
—i—t][ Y(x + ctz) daz] = p(x),
2B(0,1)

e analogamente

t—0

w(z,0) = lim |:26][ (Vo(x + ctz), z) do,+
dB(0,1)

+ cQt][ (V2p(z + ctz) - z,2) do, + ][ Y(x + ctz)do, +
dB(0,1) 0B(0,1)

+ ct][ (Vip(x + ctz), z) daz} =
aB(0,1)

-y ][ (Vo(a), 2) do. +(x) = b(x).
dB(0,1)

Per quanto riguarda l'equazione differenziale, e sufficiente provare, piu in
generale, che se o € C*(R?) allora la funzione

v(x,t) = t][ alx + ctz) do,
8B(0,1)

¢ soluzione dell’equazione delle onde: infatti, da cio si ha come conseguenza
che se o € C3(R?) allora anche v; risolve tale equazione, essendo evidente-
mente (v;)y = v = A(Av); = 2 Avy.
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In effetti, risulta

vz, t) = gt b[ alx + ctz)dz + ct][ (Va(z + ctz), z) daz} -
dB(0,1) 0B(0,1)

2c ct 0
= — (Va(x + ctz),z) do, +
4 Jap(o,q) dr ot 2B(0,1)

1 Yy—x
= d
2met? /QB(m,ct) <Va(y)’ ct > v "
ct 0 | 1 y—2x
R B 22N do. | =
+47T ot |i62t2 /83(z,ct) <Va(y)’ ct > Uy:|

 2mct? OB(z,ct) OV YT 4r ot |2 OB(w,ct) OV yraoy| =

(Va(x + ctz),z)do, =

1
= A d
2mct? /B(z,ct) Of(y) 4 +
t 2
—|—= Aa(y) d y)do,d
+47TC |: £ /B(z,ct) It e t2 at / /83(:1: p) v p:|
1 c*t 5
= — Aa(y)doy, = — Aa(x + ctz)do, = c“Av(x, t).
ATt JoB(a ct) AT Jap(o,)

Per concludere la dimostrazione, osserviamo che dalla formula di Kirchhoff
segue facilmente che la dipendenza continua dai dati vale nel senso seguente:
per ogni T' > 0 e per ogni (x,t) € R3 x [0, 7] si ha

u(z, 1) < Clllelloe + IVelloo + T [ ]lc],

sempre che, naturalmente, il secondo membro sia finito. Il teorema 4.4.2 e
provato. O

Passiamo ora al caso n = 2. Qui non si riesce piu a ridurre ’equazione di
Eulero-Poisson-Darboux all’equazione della corda semi-finita, perché manca
I'analogo della (4.33). Allora si ricorre all’artificio di considerare una soluzio-
ne u € C%(R? x [0,00[) come una funzione di tre variabili, costante rispetto
alla terza, che risolve il problema di Cauchy in R? x [0,00[ con dati a lo-
ro volta costanti rispetto alla terza variabile spaziale. Questa procedura si
chiama metodo di discesa.

163



Teorema 4.4.3 Sia n = 2, siano ¢ € C*(R?) e p € CY(R?), e sia u €
C?*(R? x [0,00]) una soluzione del problema

uy — AAu =0 in R? x [0,00],
w(x,0) = p(z), =z €R? (4.34)
ut(maO) = ¢($)a LS R2,

Allora u ¢ data dalla formula di Parseval

u(w,t) :2 E][ Mdz +£][ —w(x+6tz)dz:
ot \ 2 /o1y /1— |22 2o /1= |22

_c PP(y) +tlely) + (Vely),y — )]
2 ]ZB(x,ct) \/02t2 — ’y — l”Q v

Viceversa, se ¢ € C3(R?) e ¢ € C*(R?), allora il problema (4.34) ¢ ben
posto e la sua unica soluzione é la funzione (4.35), la quale appartiene a
C?*(R? x [0, 00]) .

(4.35)

Dimostrazione Sia u € C?*(R? x [0,00[) soluzione del problema (4.34).
Per ogni © = (11,29, 2) € R? scriviamo 2’ = (z1,x9), cosicché z = (2, 2).
Definiamo

U(x,t) =u(2',t)  V(x,t) € R®x [0, 00].

Analogamente, poniamo
(z) =), Y(@)=¢(@E) VzeR.

Se definiamo, per l'estensione ((x) = ((2') di una generica funzione ¢ €
C(R?),

7(1‘,7’) :][ Z(y) doy , reR3 r>0,
OB(z,r)

risulta, parametrizzando i due emisferi di dB(z, ) mediante le funzioni z =

+(y') con y(y') = /12 — |y — 2|2,
Z.r) = — / W)WV dy =
’ 47T7"2 B(l,ly,r,)

1 / /
N _/ , /—C(y) dy' = C][ W) gy,
27T7" B(CC/,T‘) TZ — |y/ — I/|2 2 B(z’,r) r,ﬂ2 _ |y/ _ x/|2



e in particolare

Z(z,ct) = ct W) dy =

2 Joway PP Ty — P

1 't
_ _][ (@ +ctz)
2By V1-12

Cio premesso, la funzione w risolve il problema di Cauchy

Uy —cAAu=0 1inR3 x [0,00],
u(z,0) =p(x), z€R3 (4.37)
w(z,0) = B(z), ©€ R,
e quindi ¢ data dalla formula di Kirchhoff (4.30):
u(x,t) = 9 (t][ P(x + ctz) daz> + t][ Yz +ctz)do, =
ot aB(0,1) 9B(0,1)
= { @)+ 5w + () - ) doy
OB(z,ct)

ne segue, in virtu della (4.36),

o [t ! tz' t ! tz'
(e )= 2 _][ pla’ +ctd) +_][ v tetd)
It \2 /o1y 1-[2? 2By /1= |22

_a W) + o) + (Vo) y' — ')
2 B(x/,ct) \/02152 - ’yl - $/’2

(4.38)

dy',

formula che, notazioni a parte, coincide con la (4.35).

Se poi p € C3(R?) e ¢ € C*(R?), poiché la formula (4.30) fornisce I'effettiva
soluzione (di classe C?) del problema (4.37), otteniamo che u, data dalla
(4.38), risolve lo stesso problema: ma essendo tale funzione indipendente da
2z al pari dei dati B e 1, essa, o meglio u, ¢ anche soluzione (di classe C?) del
problema (4.34).

Infine, la dipendenza continua dai dati vale nello stesso senso in cui vale nel
caso n = 3: per ogni T > 0 e per ogni (x,t) € R* x [0, 7] si ha

u(z, )] < Clllgllos + [Vellso + T 1] ],

sempre che il secondo membro sia finito. 0O
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Osservazione 4.4.4 Analizziamo le differenze qualitative fra le soluzioni del
problema di Cauchy in R"™ x [0, 00| nei casin = 1,2, 3.

Quando n = 1, la soluzione u & data dalla formula di D’Alembert (4.15) e,
come sappiamo, il valore di u in (z,%y) dipende solo dai valori assunti da
¥ nel dominio di dipendenza [rq — cto, o + cto], e dai valori assunti da ¢
nel bordo di tale dominio; viceversa, una perturbazione dei dati nel punto
T all’istante ¢ = 0 modifichera i valori assunti da u nell’intero dominio di
influenza {(z,t) : |[r — 7| < c¢t}: infatti la perturbazione si propaghera fino a
toccare xq all’istante |zo — T|/c e continuera ad influire (tramite la funzione
1, ma non tramite la ¢) negli istanti successivi.

Quando n = 2 la soluzione u ¢ fornita dalla formula di Parseval (4.35): il
valore u(zg,tp) dipende dai valori assunti da ¢, Vo e 9 sull’intero disco
B(xg, cty). L'effetto di una perturbazione avvenuta in T all’istante iniziale e
risentito da tutti i punti del cono {(z,t) : |z — T| < ct}, quindi nel punto xg
I'influenza agisce a partire dall’istante |xg — Z|/c. Si noti che, a differenza
del caso n = 1, cio accade anche quando ¢ = 0. Questo ¢ precisamente quel-
lo che succede quando si getta un sasso in uno stagno, prescindendo dagli
smorzamenti del moto ondoso dovuti a forze esterne ed attriti.

Nel caso n = 3, infine, la soluzione ¢ data dalla formula di Kirchhoff (4.30) e
il valore u(zo, to) dipende unicamente dai valori di ¢, Vg e ¢ su 0B(x, ctp).
Una perturbazione avvenuta in T per t = 0 determinera un effetto in xq sol-
tanto all’istante |xo — T|/c, senza lasciare traccia negli istanti successivi: in
altre parole, i segnali si propagano senza deformazione. Questo e il principio
di Huygens. Ad esempio, un battito di mani emesso a un dato istante viene
percepito dopo un certo tempo e il suo effetto cessa subito dopo. Natural-
mente, questo € vero quando non vi sono ostacoli fisici alla propagazione:
in presenza di ostacoli, invece, le onde sonore si riflettono dando luogo a
fenomeni di eco.

4.5 1l problema di Cauchy in R" x [0, co]

Consideriamo il problema di Cauchy (4.24) in dimensione n qualunque. Pri-
ma di enunciare il teorema di esistenza, stabiliamo alcune utili identita.

Lemma 4.5.1 Sia k € N e sia ¢ € C**Y(R). Allora per ognir € R si ha

0 o (20 e oon = (LL) oo,

rdr
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rar

quantita /Bjk sono costanti indipendenti da ¢, e in particolare

L g\t A
(ii) ( > (r®*=o(r)) = Z BErT eI (r), ove per j =0,1,...,k—1le
=0

By =2k—1) = (2k—1)-(2k—3)-...-3-1;

1d\" 1 (1d\"
(iii) [(;a) ¢(r)] » = (?E) [6(ct)] per ognic >0 et > 0.
Dimostrazione (i) Utilizziamo l'induzione su k. Per k = 1 la relazione da
dimostrare ¢ vera perché per ogni ¢ € C?(R) i due membri coincidono con

26/(r) + " (r).
Supponiamo che la tesi valga per un fissato k e per ogni ¢ € C*T(R), e
dimostriamola per k + 1. Risulta per ogni ¢ € C**%(R)

(Y o = 5 (LAY () (o) =

_ (1i> _ [(2k + 1)r**1o(r) +17%¢ (r)] =

T dr2 \rdr
= (R ks o) 4]

Dallipotesi induttiva applicata alla funzione r +— (2k 4+ 1)¢(r) + r¢/(r), che
appartiene a C*1(R), segue

- (1i)k (rP*+1(r) = (ﬂ)k e 0] -

dr? \rdr rdr

_ (ldi) [P (2k + 2)¢ (1) + r? g (r)] =

_ (ldi) [;%wwwm} = (15) (224 (1)),

e cio prova (i).

(ii) Per k = 1 i due membri coincidono con r¢(r) e risulta 83 = 1, cosicché
la tesi ¢ vera.
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Se vale la tesi per un certo k, andiamo a provarla per l'intero k£ + 1. Si ha

(L) o = (P2) [Eemon) =

rdr rdr rdr

- (”) P51 (2k 4 1)) + (1)

rdr
per U'ipotesi induttiva applicata alla funzione (2k + 1)¢(r) +r¢'(r), si ottiene

(1 d) (r#10(r) = D _ B (2K + 1)U (1) + (g (1) V)

rdr

Adesso osserviamo che
(r¢' (1) = reU D (r) + joV(r) : (4.39)
infatti questa relazione e vera per j = 0, e se vale per un dato j allora

NI = LAY = Tt + 6] =

r A () + (L4 )Vt (r).

Quindi, utilizzando la (4.39), si ricava

(24 () =

rdr
k—1

—Zﬂkrﬁl 2k+1+j)¢ "‘Zﬁh LM (r) =
7=0
k

=D B (),
s=0

ove

BkH (2k+1)ﬁ0 se s =0,
Bt = 2k +1+s)BF+pF, ses=1,...,k.

Cid prova la formula enunciata in (ii). In particolare, il coefficiente B si
ottiene dalla formula ricorsiva

By =1
Kl — 2k 4+ 1)BF Vk €N,
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che da immediatamente 85 = (2k — 1)!1.

(iii) La formula & vera per k = 1, dato che si ha

(Gr) o0)] =0 = mrgloten

Se k > 1 e se la formula vale per tutti gli h < k& — 1, allora nel caso di k,
applicando l'ipotesi induttiva, dapprima per h = 1 e poi per h = k — 1, alla

funzione (£4)"" ¢(r), si trova che
i) o] =G [GE) ]
-4 [(1;) ¢<r>] - o G%) o(ct),

il che prova la tesi. O

Veniamo ora al teorema di esistenza per il problema di Cauchy. Come e gia
accaduto nel caso di due e tre dimensioni spaziali, e necessario separare il
caso di n dispari dal caso di n pari, perche la struttura stessa della soluzione
¢ differente nei due casi. Cominciamo con il caso di n dispari: ’altro ne e
conseguenza quasi immediata tramite il “metodo di discesa”.

Teorema 4.5.2 Sian =2k + 1, e sia u € C*H(R"™ x [0,00[) soluzione del
problema di Cauchy (4.24). Allora u é data dalla formula

o 9 (1N [, ,
u(z,t) = R [& (;a) <t ]éB(Wt)QO(y)de)JF

1 a an?j n—2
(;&) (t ]([93(x,ct) w(y) day)] '

n+1

Se, in pit, ¢ € CHTH(R”) e € Cz (R™), allora il problema (4.24) ¢é ben
posto e la sua unica soluzione é la funzione (4.40), la quale appartiene a

C?(R™ x [0, 00[).

(4.40)
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Dimostrazione Poniamo, per un fissato x € R",

1o\ !
V(z,rt) = (FE) [r2k_1U(a:,7“,t)],

Glo,r) — (%%)H P21 B, ), (4.41)

LONT o
H(z,r) = (FE) [r" W (2, )],
ove le funzioni U(z,r,t), ®(z,r) e U(x,r) sono definite dalle (4.26) e (4.27).
Si noti che risulta

V(z,r,0)=G(x,r), Vi(z,r0)=H(x,r) Ve e R", Vr >0. (4.42)

Come nel caso di tre variabili spaziali, proviamo che V' (z, -, ) risolve il pro-
blema unidimensionale per la corda semi-finita:

Vie(z,+,+) — AVpp(x,-,-) =0 in [0, 00[?,

V(z,r,0) = G(x,r), r >0,

(4.43)
Vi(z,r,0) = H(x,r), r >0,
V(x,0,t) =0, £>0

In effetti, le condizioni iniziali sono verificate grazie a (4.42), e la condizione
V(z,0,t) = 0 segue passando al limite per r — 0 nella prima delle (4.41),
ricordando il lemma 4.5.1(ii). Quanto all’equazione differenziale, si ha dal
lemma 4.5.1(i)

2 10\ Ly 1o\" .

1 k-1
= (F%) [P U + 2k 772U, =

k—1
- (t5) [ (o))
ror T

utilizzando il lemma 4.4.1, si conclude che

1 /1o\" "' . 1
‘/m":g< —> [TzklUtt]:gvtt-

rOr
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Come nel caso n = 3, si puo verificare senza troppa fatica che le condizioni
di compatibilita per avere la soluzione di classe C?, vale a dire

lim G(z,r) =0, limH(z,r)=0, lmG,.(z,r)=0,
r—0 r—0 r—0

sono soddisfatte.
Possiamo allora dire che, in virtu del teorema 4.2.4, si ha per r < ct

ct+r

V(z,rt) = %[G(m, ct+r)—Gz,ct —7r)+ — H(z,y)dy.

2c

ct—r

Ora dobbiamo ricavare u(z,t) da V(z,r,t). Il lemma 4.5.1(ii) dice che

Y
_ ko145 97
Viw,rt) =3 85t 25U ),
7=0
e quindi
. V(x,rt)
lgr%) G }1_r>n Ux,r,t) =u(x,t).
Percio
1 G(z,ct+7r)— Gz, ct —71) I
e.t) = el | = o [ Gy
1 0 1
= — G t H t
2k — 1) [at (@, ¢t) + CH(z,c >]
1

= [%Gr(x,ct) + EH(x,ct)} :

Dalle ultime due delle (4.41) e dal lemma 4.5.1(iii) ricaviamo infine

n—2

+ Czk_l (%%)k 1 [(ct)* 1 0 (x, ct)]]

n—3

10\ % _2][ )
-= t" do, | +
t 8t> ( 0B(x,ct) Ply) do
n—2][ ¢(y) day)] .

OB (z,ct)
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Questa ¢ la formula (4.40). Si noti che per n = 3 essa si riduce alla (4.30).
Resta da provare che la funzione (4.40) ¢ davvero una soluzione del problema
(4.24). La verifica delle condizioni iniziali si fa senza fatica, applicando il
lemma 4.5.1(ii). Per I'equazione differenziale, come gia fatto nel caso n = 3,
proveremo pitl in generale che se a € C"2 (R") allora la funzione

n—3
i 1 a 2 n—2
U<x7 t) a (t at) (t ]{93(m,ct) a(y) day)

¢ soluzione dell’equazione delle onde, e che, di conseguenza, se a € C' = (R™)
allora anche v, risolve tale equazione.
In effetti si ha dal lemma 4.5.1(i)

o2 [/1aN\7 [, ,
Vue = @ [(;a) <t ][83(:p,ct) a(y) day)] a
19\ [, ,0
B [(;a) (t E\faB(l‘,Ct) a<y) day)] ‘

D’altronde
0 0 1
tn_l_f a(y) do., = tn_l— —_— / Oé({[' + CtZ) dO'Z =
Ot JoB(w,ct) Y ot wn Jop,)
Ctn—l
- / (Va(z + ctz),z)do, =
Wn, 8B(0,1)

1 Yy—x
N cn? Wn /é?B(:p,ct) <va(y)’ ct > dgy a
1 Ox 1
== / ——(y)doy = —— /( Aa(y)dy =
B

cr 2wn OB (z,ct) v c

At

= ][ Aa(y) dy.
n B(z,ct)
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Se ne deduce

Vgt =

|
VRS
~ | =
SIS
~_
.
7~ N 7 N
o
| 3|
3
SN
0
ol
>
2
s
QU
<
~~
I

Y] o
-— Aa(y)dy | =
) (t ot B(z,ct) <y) Y

n—3

)" o )
t OB (z,ct)
19\ 7
= (——) (t”_2][ Aa(y)do ) =
tot OB(xz,ct) (y) Y
10N (s / |-
i t" aly)do = c“Aw.
(t@t) ( OB(xct) () doy ]

Si noti che, avendo supposto a € C*z (R™), risulta vy, Av € C2(R™). Inoltre
dalla (4.40) si ottiene facilmente che per ogni 7' > 0 vi € dipendenza continua
dai dati nel senso seguente:

SIS

s |
SIS

u(z, )] < Cr [ D IVl + DIVl | ¥l t) € R x [0, 7).
h=0 h=0

Cio conclude la dimostrazione del teorema 4.5.2. O

Passiamo ora al teorema di esistenza per il problema di Cauchy in R" x [0, oo
nel caso di n pari.

Teorema 4.5.3 Sia n = 2k e sia u € C*(R™ x [0,00[) soluzione del
problema di Cauchy (4.24). Allora u é data dalla formula
-2

e o fraNT [, o(y)
u(%ﬂ = m[& <¥§> <t ]{B(%Ct) \/C2t2—|y—£€|2 dy | +

10\ (. U(y)
+ <t 6t> (t ][B(x,ct) \/C2t2 - |y - J}|2 dy)] |
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n+2

Se, in pit, ¢ € C"2 (R") e ¢y € C"2 (R"), allora il problema (4.24) ¢ ben
posto e la sua unica soluzione é la funzione (4.40), la quale appartiene a
C?*(R™ x [0, 00[).

Dimostrazione Come nel caso bi-dimensionale, si fa uso del metodo di
discesa. Per x € R™™ si scrive z = (2/,2) con 2/ € R", 2 € R, e si
introducono le funzioni

a(z,t) = u(@',t), Plo) =), v() =)
La funzione @ risolve il problema di Cauchy

Uy — AU =0 inR"™ x [0, 00],
u(z,0) =p(x), = eR"Y (4.45)
Uy(w,0) = (x), =€ R,

e quindi & data dalla formula (4.40) con n + 1 al posto di n:

_ o 9 (10\7 [, B

1 a nT_2 n—1 A
+ <¥a> (t ]{33(1,01&) w<y) day)] .

D’altra parte, posto v(y') = \/c%2 — |y’ — 2/|2, si ha

2
][ ely)doy, = / (W )V1I+IV)Pdy =
OB(z,ct) B(a/,ct)

W1 C T

(4.46)

_ 2 / ey ) =
Wt T S par ey /P2 — [y — a2
2ct Wy, /
_ 2w ][ e(y') a0
B

N Wnt1 J B2 et) \/C2t2 _ |y/ _ I’|2

I

e analogamente

_ 2t w, (')
f o e, = W)y
OB (w,ct) N Wnt1 JB(a! ct) \/C = — |y -z |
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Se ne deduce

2cw
/ t — 'm t = n X
@) = et = e

19\7 (2 /
< |2 (_ﬁ) ctwy ][ p(y) o)+
ot \ 't ot N Wnt1 J B! ct) \/Cth — ‘y/ — x/‘Q

n—2
1 2 2ct n !
t ot NWni1 J By /22— |y — 2|2

A parte le notazioni e la costante moltiplicativa che compare all’inizio, questa
formula coincide con la (4.44). Per precisare la costante, osserviamo che il
numero wy,, cioé la misura (n — 1)-dimensionale della sfera 9B(0, 1), coincide
con na,, essendo o, la misura della palla n-dimensionale B(0,1); inoltre si
prova facilmente per induzione che

n/2

L2

ay =

Si deduce allora, ricordando che n e pari e utilizzando le note proprieta della
funzione T' (e cioe T'(p+ 1) = pI'(p), T'(1) = 1, T(5) = V/7):

2¢cwy, 2eT(2) ~ 2c¢(n+ 1)!!2’%2\/% _c

(n—Dllnwey VAl + DOIT(E2) — yr(+Dall27s  all’

Questo valore ¢ esattamente quello che compare nella (4.44). Si noti che per
n = 2 la formula (4.44) si riduce alla (4.35).

Quando ¢ € CHTH(R") ey € CnTH(R”), la funzione (4.44) & soluzione del
problema perché coincide con wu, la quale e soluzione effettiva del problema
(4.45) in virtu del teorema 4.5.2. Da questo teorema si deduce anche la

dipendenza continua dai dati nel senso seguente:
n—2

[u(z, )] < Cr | DIVl + D IV™¥lloc | V(,t) € R x [0,T].
h=0 h=0

Cio conclude la dimostrazione del teorema 4.5.3. O
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4.6 1l problema non omogeneo
Consideriamo ora il problema di Cauchy non omogeneo

ug — AAu = f in R" x [0,00],
u(z,0) =0, z eR”, (4.47)
ug(x,0) =0, r e R,
ove f & una funzione continua su R"™ x [0, 00| che rappresenta una sorgente,
o del rumore. Naturalmente, se sappiamo risolvere questo problema, poi per
sovrapposizione sapremo risolvere il problema con secondo membro f e dati
iniziali ¢ e ¥ non nulli.
Costruiremo la soluzione di (4.47), che sappiamo gia essere unica, seguendo
un metodo generale che va sotto il nome di principio di Duhamel. Si considera
il problema di Cauchy omogeneo ad istante iniziale s > 0
uy —FAu=0  inR" X [s,00],
u(z,s) =0, r € R, (4.48)
u(x,s) = f(x,s), xeR",
del quale esiste la soluzione v(z,t; s) in virtu dei teoremi 4.5.2 e 4.5.3, a patto

di sostituire ¢ con ¢ — s nelle formule esplicite (4.40) e (4.44). Poi si definisce
la funzione

u(z,t) = /Otv(x,t; s)ds V(z,t) € R" x [0, 00[; (4.49)

il principio di Duhamel stabilisce appunto che questa funzione risolve il
problema (4.47).

Teorema 4.6.1 Sian € N e sia f € C’[%]H(]R" x [0,00]). Allora il proble-
ma (4.47) € ben posto e la sua unica soluzione é la funzione (4.49), la quale
appartiene a C*(R™ x [0, 00 ).

Dimostrazione Si ha

n "TH se n e dispari,
[_] +1= n+2 > :
5 S€n e parl,
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cosicché dai teoremi 4.5.2 e 4.5.3 deduciamo che v(-, -;s) € C*(R™ X [s, 00| ).
Di piu, dalle formule (4.40) e (4.44), scritte con ¢t — s al posto di ¢, si vede
facilmente che v & di classe C? sull'insieme R™ x {(¢,s) : 0 < s < t}. Quindi,
in particolare, la definizione di u(z,t) ha senso. Per verificare che u soddisfa
I’equazione delle onde, bisogna anzitutto calcolarne la derivata u,;: la cosa ¢
meno banale di quello che sembra, perché la funzione integranda e definita
solo per s < t. Fissato (x,t) con x € R" e t > 0, si ha per h — 0

u(z,t+h) —u(z,t)
- -

1 [tth t S ‘
= _/ U(l’,t—}—h7 S) dS—l—/ U(x,t+h, 8) U(.Z‘,t’ 5) d87
hJe 0 h

e dunque otteniamo facilmente, in virtu della continuita di v e della condi-
zione iniziale v(x,t;t) =0,

_ t
lim u(@,t +h) —ul@,t) :/ ve(z, t; ) ds. (4.50)
0

h—0+ h

Per fare il limite da sinistra non si puo usare la decomposizione precedente,
perché v(x,t + h;s) non & definita quando h < 0 e s € [t + h,t]. Allora
scriviamo

u(z,t+ h) — u(z,t) _/t+h v(x,t+ h;s) —v(x,t;s) 1 /Hh v(w, t; s)ds;
= h ) ’
0 t

5 dS—FE

per h — 07 il secondo addendo a secondo membro tende evidentemente
a v(x,t;t), ossia a 0, mentre il primo termine del secondo membro si puo
ulteriormente decomporre come segue:

t+h : t+h
/ v(z,t+ h;s) — wtsd_/ 1/ (.0 ) dods —
0 h
t+h 1
/ / [vi(x, 058) — v (2, t; 5)] dads—l—/ v (z,t;s) ds.
0

Utilizzando la continuita di v;, chiaramente il secondo membro tende a
t . N
fo vi(x, t; s) ds; si conclude percio che

Juy(x,t) = /Ot ve(x,t;8)ds V(x,t) € R" x [0, 00, (4.51)
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dato che per t = 0 si ottiene il risultato in modo ancora pit semplice.
Con gli stessi ragionamenti, facendo uso della continuita di v; e vy, si prova
che per ogni (z,t) € R™ x [0, 00

¢ ¢
Fug(x,t) = v, t51) + / v (x,t;8)ds = f(x,t) + / v (x,t;s) ds.
0 0

Per le derivate rispetto alle variabili spaziali non vi e alcun problema a deri-
vare sotto il segno di integrale, e quindi possiamo dire che la funzione (4.49)
appartiene a C*(R" x [0, 00[). Inoltre da (4.51) ricaviamo

ug(x,t) = f(z,t) —i—/ot v(x,t;8)ds =

= f(z,t)+ /t Av(z,t;8)ds = f(x,t) + A Au(z, ).
0

Infine & chiaro che u(x,0) = uy(x,0) = 0. La tesi & provata. 0O

Esempio 4.6.2 Scriviamo esplicitamente la soluzione (4.49) nel caso n = 3.
Si ha dalla formula (4.30) con t — s al posto di t e tenendo conto che ¢ =0

GQ/J:f(',S),
t—s

v(z,t;s) = / flx+c(t — )z, ) do,.
4m 9B(0,1)

Quindi

t_
u(z,t) / S/ flz+c(t—s)z,s)do,ds =
aB(0,1)
=/ ﬁ/ f(x +cpz,t — p)do.dp =
4m 8B(0,1)

—p)do,dp =

/ 4r /8B :vcp) 02 10) v
do,dr =

/ /63(2:7) 43T (y’ ) TyaT =

/ [yt =z —yl/c) dy.
B(z,ct)

|z — |

 4e?

Questa soluzione si chiama potenziale ritardato. Possiamo chiarire il motivo
di tale denominazione come segue. Il valore di u in un punto (xg, tg) dipende
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solo dai valori di f nei punti del cono {(z,t) : |z —xo| = c(to — t)}: cio segue
dall’espressione sopra scritta, valutata in x = xg e t = tg, in cui f e calcolata
iny = a9+ c(to — s)z, t = s, e si ha appunto |y — zo| = ¢(to — s). Quindi
leffetto di una perturbazione di f avvenuta nel punto T allistante ¢ viene
avvertita in x( solo nell’istante t, = f—i—‘f_—fo'; cioe 'effetto della perturbazione
e ritardato del tempo occorrente a percorrere la distanza |T — x| con velocita

C.

Esempio 4.6.3 Consideriamo una sorgente concentrata in una piccola palla
di centro l'origine di R3: cio significa prendere in (4.47) un secondo membro
della forma

fw )= 51 (21).

ove f ¢ una funzione continua nulla fuori dal cilindro {(z,t) : |z| < 1} e tale
che [ f(z,t)dz = w(t), con w € C*([0, 0c]) fissata. Quindi, quanto pit
¢ e piccolo, tanto piu la sorgente f. € concentrata e intensa, dal momento che

/ fe(z,t) dr = / flz,t)dr = w(t) Ve > 0.
B(0,¢)

B(0,1)

La corrispondente soluzione di (4.47) ¢

1 (y,t— v —
() = /B( | fely,t =z —yl/c) .
x,ct

drc? |z — y

Vediamo cosa succede quando € — 07: quando |z| > ct si ha definitivamente
B(0,e) N B(x,ct) = 0, cosicché u.(z,t) — 0, mentre quando |z| < ct risulta
definitivamente B(0,¢) C B(z, ct), e pertanto, per convergenza dominata,

1 (gt — |z —
B(0,e)

e—0t e—0+ dmc?

, |z =yl
~ lim 1 / f(z,t— |z —ez|/c) gy — 1 w(t—|x|/c).
e~0t dme? Jpoqy |z — ez| 4mc? ||
La funzione
1 w(t —|z|/c)
5 se |z| < ct,
u(x,t) = ¢ dme || (4.52)
0 se |x| > ct,
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¢ singolare per = 0 e discontinua quando |x| = ct; tuttavia essa risolve
I'equazione delle onde in (R¥x]0,00[) \ {(x,%) : || = ct}. Cio ¢ evidente
quando |z| > ct; se invece |z| < ct si tratta di una verifica un po’ laboriosa
ma non difficile. La funzione (4.52) rappresenta un’onda sferica, generata da
una sorgente puntuale posta nell’origine, che si propaga nello spazio (proble-
ma di radiazione). Se in particolare w(t) = 0 fuori da un intorno di ¢ = 0, si
puo verificare che ad un dato istante t la funzione u e diversa da 0 soltanto in
un intorno della superficie sferica dB(0, ct): questa ¢ un’altra formulazione
del principio di Huygens.

Si puo comprendere allora per quale ragione il principio di Huygens non fun-
ziona nel caso di due variabili spaziali: la soluzione si ottiene col metodo di
discesa, e dunque il problema di radiazione in R? x [0, co[ corrisponde ad un
problema in R?® x [0, 00] in cui ¢ presente una linea di sorgenti sull’asse z.
Quindi un osservatore, posto a distanza p dall’origine nel piano xy, ricevera
all'istante p/c il segnale irradiato al tempo ¢ = 0 dalla sorgente situata nel-
Iorigine; pero, negli istanti 7 successivi, perverranno all’osservatore i segnali
irradiati, sempre al tempo ¢t = 0, da punti situati lungo 'asse z alle quote
& = /2712 — p?. Questo spiega perché il segnale sia percepito in tutti gli
istanti 7 > p/ec.

Concludiamo il nostro studio dell’equazione delle onde osservando che natu-
ralmente esso e tutt’altro che esaurito. La teoria delle equazioni iperboliche
presenta al contrario enormi sviluppi in svariatissime direzioni: equazioni
non lineari, sistemi iperbolici, leggi di conservazione, equazioni di Hamilton-
Jacobi, soluzioni viscosita, eccetera. Per una introduzione a questi importanti
settori di ricerca si puo consultare [2]. Noi ci limiteremo, nel paragrafo che
segue, all’analisi di un metodo classico, dovuto a Riemann, per lo studio di
equazioni iperboliche lineari in R? a coefficienti variabili.

4.7 1l metodo di Riemann

Consideriamo un’equazione iperbolica lineare in due variabili:

a(x, y)umt + 2b(l‘, y>u$y + C(l‘, y)uyy+

(4.53)
+d(z, y)u, + e(r,y)uy + g(z,y)u = h(z,y),  (z,y) € D,
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dove a,b,c,d, e, g, h sono funzioni regolari sull’aperto connesso D C R2. La
condizione di iperbolicita e la seguente:

b(x,y)* —alx,y)c(r,y) >0  V(z,y) € D. (4.54)

Essa assicura l'esistenza di due distinte famiglie di caratteristiche in ogni
punto di D: infatti, detta v(x,y) = (v.(z,y), v (2,y)) la normale ad una
curva regolare C' C D, la condizione che C' sia una linea caratteristica si
esprime richiedendo che in ogni punto (z,y) si abbia

av? + 2bv,v, + cyj =0,

ovvero, supposto ad esempio v, # 0,

Vg 2 Uy
a(—) +20—=+c¢=0.

Vy Vy

La condizione (4.54) equivale a dire che questa equazione ha per ogni (z, )
due soluzioni reali distinte, il che fornisce due diverse direzioni per la normale
alla curva in (z,y). Quindi per ogni punto di D passano due curve caratte-
ristiche.

Se una curva C' & descritta dall’equazione F'(x,y) = 0, allora v = %; quindi
C e caratteristica se e solo se
aF? 4+ 2bF,F,+cF. =0  VY(z,y)€C. (4.55)

Se in particolare C' & cartesiana, allora F(x,y) = y — k(x), con k di classe
C1, e la condizione (4.55) diventa

a(k')?* —20k" + ¢ =0, (4.56)
ossia
) — M) & /B R) — ale K)ele K@)
v a(w, k() |
Queste due equazioni differenziali avranno due famiglie di soluzioni,
y:¢1(x7€>7 y:¢2($777)7 (457>

ove £ e 1 sono i valori attribuiti alle singole curve delle famiglie in corri-
spondenza di un fissato xy. Se non ci si allontana troppo dai punti (zg, ) e
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(x9,7m), le derivate (¢1)¢ e (¢2), saranno non nulle, e quindi in (4.57) potremo
ricavare £ e n in funzione di (z,y):

5:101(1‘;9)» 77:1/12($7?J)- (458>
In particolare
—_ <¢1>m _ 1 — _ (¢2)m _ 1
(wl)x - (¢1)£ ) (%)y (¢1)£ ) (wZ)x (¢2)n ) (wZ)y (¢2)n )
cosicché
Vi (z,y) #0, Vio(zr,y) #0. (4.59)

Poiché ¢;(+,€) e ¢a(-,n) soddisfano la (4.56), si riconosce subito che ¥ e
verificano la (4.55).
I problema di Cauchy per I'equazione (4.53) consiste nel fissare i valori di

U e % lungo una curva non caratteristica. Lo studio risulta piu semplice

se dapprima riduciamo l’equazione in forma normale: a questo scopo con-
viene utilizzare proprio il cambiamento di variabili (4.58). In effetti, con
facili ma noiosi calcoli, la sostituzione u(x,y) = v(v(z,y),¥a(z,y)) porta
all’equazione

20gy[a(¥1)z(V2)e + 0((1)2(V2)y + (1)y(V2)e) + (1), (¥2)y]+
+U§[ 2ﬂl)m + 2b<w1)xy + C<w1)yy + d(wl)x + e(wl)y]‘i‘ (4-60)

a(
+oy [a(V2) 22 + 20(V2)ay + c(V2)yy + d(02)s + e(h2)y] + gv = h,

ove i coefficienti a, b, ¢, d, e, g, h sono calcolati in (¢1(x,y),¥s(z,y)). Non &
difficile pero verificare che il coefficiente che moltiplica vg, ¢ sempre diverso

da 0. Infatti, detta A la matrice <Z i), dobbiamo far vedere che

d’altronde, poiché Vi verifica la (4.55), si ha

e dunque basta far vedere che per ogni (z,y) € D i vettori Vib; e Vi)g sono
linearmente indipendenti. Infatti, ammesso questo fatto, da (4.61) e (4.62)
seguirebbe che il vettore A- V1), € nullo; ma allora, essendo det A # 0 in virtu
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di (4.54), dedurremmo Vi); = 0, in contraddizione con (4.59). Ma provare
la lineare indipendenza di Vi, e Vi € immediato: se fosse Vi = AV, ,
infatti, dedurremmo subito

_ (2)y _
A= (¢1)§ ) (¢1)a¢ (¢2)a¢7

mentre invece, per definizione, ¢; e ¢9 soddisfano

b+ Vb —ac b—Vb?—ac
— -

(¢1):v = ) (¢2):v = a

In conclusione, in (4.60) possiamo dividere per il coefficiente di v, , ottenendo
un’equazione della forma

Ve + (&, m)ve + B(E,n)vy +(Em)v = f(E,n),

le cui caratteristiche sono le rette & = m e n = n, con m,n costanti. Per co-
modita, riscriviamo questa equazione nelle incognite x, y; il nostro problema
di Cauchy sara dunque il seguente:

Uy + 00, + Bvy, +yv=f in D,

O (4.63)
v, —  assegnate su C,

ove a, 3,7, f sono funzioni regolari definite su D, e C' C D ¢ il grafico di una
funzione strettamente monotona.

Prima di affrontare questo problema col metodo di Riemann e necessaria una
parentesi sugli operatori “aggiunti formali”.

Definizione 4.7.1 Sia L un operatore differenziale definito su un aperto
limitato D C R"™, della forma

n

Llu] = Y ay(2)DiDju+ Y bi(x)Dyu + c(x)u,

ij=1 i=1
con a;; € C*(D), b; € CY(D) e ¢ € C(D). L’aggiunto formale di L ¢
l’operatore L* cosi definito:
L*[v] = Z D;Djla;j(x)v] — Z D;[b;(x)v] + c(x)v.

ij=1 i=1
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Osservazione 4.7.2 Fra un operatore differenziale definito su D e il suo
aggiunto formale intercorre la seguente relazione integrale:

/D(L[u]'u — uL*[v]) dw = /M {(b, huv + 2y —

8VA 81/14*

] do,  (4.64)

ove si e posto

@)= 3 ap(@Dguleie), () = D Dila @l (o)

i,j=1 ,j=1

vy
Questa relazione si dimostra facilmente attraverso la formula di Green.
Nel caso specifico dell’operatore differenziale

Llu] = gy + (@, y)u, + Bz, y)uy, + (2, y)u, (4.65)
risulta ovviamente
L*[v] = vgy — (av)z — (Bv)y, + v,

e si ha in particolare

Liulv —uL*[v] = Uzt — vyt + augv + (av)u + Buyv + (Bu),u =

9] 0
= %(auv — vyu) + a—y(ﬁuv + u,v);

ovvero, sommando e sottraendo la quantita %(uv)xy ,

Llulv — uL*[v] = % (%[uyv — vyu] + auv) + Oﬁy (%[uxv — vu] + Buv) :

Ne segue che per l'operatore (4.65) la relazione (4.64) assume la forma
. 1

(L{u]v — uL*[v])dx = E[uyv — vyu] + auv | v, +

D oD

+ (%[uxv — vu] + ﬁuv) Vy} ds.

(4.66)

Questa formula sara il nostro punto di partenza per calcolare la soluzione u
del problema (4.63) in un generico punto P = (£,7n) € D.
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Anzitutto osserviamo che la curva C' su cui sono assegnati i dati iniziali e
il grafico di una funzione strettamente monotona, ad esempio strettamente
crescente. Se P € D e P e non troppo lontano da C, le due caratteristiche
uscenti da P, cioe © = £ e y = 1, incontrano la curva C' in due punti (e due
soli) PL = (&§,7) e P, = (£,n). Ammetteremo, per esempio, che P si trovi
“al di sopra” di C', cosicché risulta & < £ e n > n'; quando P invece sta “al
di sotto” di C, si trova & > & e n < n/. Naturalmente se, al contrario, C'
fosse strettamente decrescente, otterremmo, a seconda di come e situato P,
due altre coppie di disuguaglianze, stavolta concordi.

Consideriamo la regione p delimitata dai segmenti I'y = PP, I'y = PP
e dall’arco I'p di C' di estremi P, e P5. Applichiamo la relazione (4.66) alla
regione {2p, con una generica v € C*(D) e con la nostra ipotetica soluzione
w: poiché su I'; la normale ¢ v = (—1,0), mentre su I'y ¢ v = (0,1), si ha

/Q (L[ulv — uL*[o]) dzdy —

_ /F P K% [y v — vyu] + auv) Vs + G [t — vy + 5uv) yy] ds—  (4.67)

_/rl (%[uyv — vyu] + auv) ds + /F2 (%[uxv — vyu] + BUU) ds.

Calcoliamo gli ultimi due integrali di linea. Per quanto riguarda quello su
Fl) si ha

1
/ (—[uyv — vyu] + auv) ds =
r \2

= [ (Glwte e - niemue ] + ale .ol ) dn =

/

= SlPIP) —u(Po(P)] — [ ul€)len(€ ) — alés ol )] dy

n
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mentre per l'integrale su I'; risulta

/ <1[uxv — vu] + Buv) ds =
ry \2

.
= [ (Sttoanite) = wutasapate, ) + et ot ) do =

1

5/
= 5[u(P2)v(P2) — u(P)u(P)] - / u(x, n)[ve(z,n) = Bz, n)v(z,n)] dz.
3

Sostituendo in (4.67), e ricordando che L[u] = f, ricaviamo ’espressione

/Q (fv—uL*])dedy =

= / [(l[uyv — vyu] + auv) vy + (1[%?} — vu] + Buv) l/y:| ds —
rp L\2 2

~u(PYo(P) + S[u(Po)o(P) + u(Pro(R)] +

+/%@wmmw—maW@wmw—

y
—A'wamwAnm—ﬂumw@mnm.

A questo punto notiamo che 'integrale su I'p € noto, perché coinvolge i valori
di u e delle sue derivate su C, nonché quelli di v. Possiamo ora scegliere la
funzione v, in modo da semplificare il piu possibile gli integrali. Ci piacerebbe
che v verificasse

L*[v] = vgy — (a0); — (Bv)y +7v =0 in Qp
vy=ov sul

! ' (4.68)
v, = v sully

v(P) =1,

186



perché in tal caso l'espressione precedente si semplificherebbe nel modo se-
guente:

/ vf dxdy =
Qp

= / {(l[uyv — vyu| + ozuv> vy + (l[uxv — vu) + 5uv) uy] ds —
I'p 2 2

~u(P) + Su(Po)o(P) + u(PJo(R)],

ossia

1

u(P) = E[u(Pg)v(Pg) + u(P)v(Py)] — /Q vf dedy+

+/Fp [(%[uyv — vyu| + auv) Uyt (%[uxv — vyu] + ,@uv) uy} ds.

Se riusciamo a determinare v attraverso il problema (4.68), che e detto proble-
ma di Goursat, allora la formula (4.69) ¢ una rappresentazione della soluzione
del problema di Cauchy (4.63) in termini dei suoi dati sulla curva C, e co-
stituisce pertanto il punto di partenza per provare I'esistenza della soluzione
stessa. Se la funzione v esiste, essa si chiama funzione di Riemann relativa
ai dati attribuiti ad v lungo C'. Si noti che tale funzione dipende dal punto
P fissato in partenza, che ¢ il vertice della regione {2p: quindi la funzione di
Riemann in effetti dipende dalle coordinate (z,y) € Qp e anche dalle coor-
dinate (§,n) di P; essa deve essere dunque denominata vp anziché v.
Occupiamoci allora dell’esistenza — per nulla scontata — della funzione di
Riemann vp, cioe della soluzione del problema (4.68).

(4.69)

Teorema 4.7.3 Sia D C R? un aperto connesso e sia (£,n) un punto di D.
Sea, 3 € CYD) ey € C(D), allora per ogni rettangolo Ry = [£,&]x [n1,m] C
D il problema di Goursat

Vg — () — (Bv)y, +7v =0 in Ry
vy (&) = al§y)v(&y), Y € n,n]
vz (w,m) = B(z,n)v(z,n), z€l§&]
v(&n) =1

ha un’unica soluzione vp € C*(Ry) con (vp)yy € C(Ry).

(4.70)
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Dimostrazione Trasformeremo il problema (4.70) in un’opportuna equa-
zione integrale. Sia R C D il rettangolo di vertici P = (§,n), @ = (&,1),
S=,n), T=(,n),conS=(&n)e Ry Sia v una soluzione in R; del
problema di Goursat: allora applicando la relazione (4.66) con il rettangolo
R in luogo di D e con u = 1, tenendo conto che Llu] = v, L*[v] = 0 e
Uy = uy = 0, si ha:

1 1
/’yvdxdy:/ ——Vytav | v, + | —z v+ B ) vyl ds.
R OR 2 2

Il bordo OR e costituito dai quattro segmenti PQ, QS, ST, TP. Su PQ si
ha v, = —1, v, = 0 e v, = av, per cui l'integrando ¢ —%; su@Serv, =0
e v, = —1, e I'integrando vale % — fv; su ST risulta v, = 1 e v, = 0, con
integrando pari a —< + aw; infine su T'P troviamo v, = 0, v, = 1 e v, = P,
da cui I'integrando ¢ uguale a %. In conclusione, ricordando che v(P) = 1,

otteniamo

/ yo dxdy =
R

- /n" “y(g’ W) gy 1 /: (“”“‘(‘/’;’ ) _ Be, Yol n’)) dz +

/

+/nn (—w +a(§’,y)v(€’,y)> dy + /j/ @drﬂ =

/

é‘/
= —310(P) ~ (@) + 1o(5) ~ (@) = [ 8o yute, ) o~
) =S+ [ ol € )y + Slolr) () =
¢ n
——1408) - [ Bleete)ds+ [ ale e dy
3 n’
&
U(é’,n’)=1+// v(@,y) v(z,y) dyde+
o & Jf . (4.71)
[ st yote ) o= [ o€ ote' vy dy

Questa relazione vale per ogni S = (¢,7') € Ry ed ¢ soddisfatta da ogni
soluzione v del problema (4.70). Viceversa, ¢ facile verificare che ogni fun-
zione v € C'(Ry), verificante la (4.71), ha derivate prime continue e derivata
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seconda mista continua, e soddisfa I’equazione differenziale in (4.70); inoltre
facendo tendere S a P, ossia ' — & ey’ — n, si verificano anche le condizioni
ai limiti. E dunque sufficiente determinare un’unica soluzione vp € C (Ry)
dell’equazione integrale non lineare (4.71).

Possiamo riscrivere la (4.71) nella forma v = T'(v), ove T': C(Ry) — C(Ry)
e l'operatore

& m
TR, ) = 1+// yv dady +
§Jn
él

n
+ : B(x,'rz’)v(fc,n’)dx—/ ol y(€ y)dy, (&.1) € Ry.
,’7/

Proveremo che T' ¢ una contrazione da C'(R;) in sé allorché si munisca lo
spazio C'(R;) della norma

|lv|[x = sup e’A(m’Q”\(”’y)W(:c, y)| Vv € C(Ry), (4.72)
(z,y)EeR

ove A & un numero positivo da scegliere opportunamente. Questa e chiara-
mente una norma su C(R;), ed ¢ equivalente alla norma || - || poiché, come
si verifica facilmente,

[0][x < [[v]joe < XEOFAm=) 151, Vo e C(Ry), VYA > 0.
Si ha allora, per ogni (£',7) € Ry e per ogni v,w € C(R;y),
e MO T ) = Tw)(€ )| <
< [[Vllso / g/n e NE=AAW= [ MDAV (1, ) — w(z, y)|] dedy +
&Jn /
+11B1lsc /E e AETIRAI) [y (2,0 ) — w(a, o) |] dee +
3
el / e NEO0) [ (€ y) —w(€ )] dy <
o

< 5 llo = wllxlllvllee + 18llee + llevlloc]

> =

da cui )
T[] = Twl|lx < 3 v —wl[x [[[Vllee + 1Blloo + lvfoo] -
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Se ne deduce che per A sufficientemente grande l'operatore T' ¢ una contra-
zione nello spazio di Banach C'(R;) e quindi vi & un’unico punto fisso, ossia
vi ¢ un’unica soluzione vp dell’equazione v = T'[v], che equivale alla (4.71).
Cio prova il teorema 4.7.3. O

Osservazione 4.7.4 E importante sapere quanto la funzione vp sia regolare
rispetto a P. Questo si pud vedere per mezzo dell’equazione integrale (4.71):
siccome vp ne e soluzione, si ha

&
op(€nf) =1+ / / (@, y) vp(z, y) dyda+
& Jn

¢ n
s [ Batonte. ) s = [ al¢ e dy
£ n’

Se noi deriviamo formalmente rispetto a £ e rispetto a 1 questa equazione,
troviamo che le derivate (vp)¢ e (vp), si ottengono come soluzioni di equazioni
integrali analoghe alla precedente:

n

(vp)e(&,n) = —// Y& y)ve(&,y) dy+

n

&
+/g /n V() (vp)e(x, y) dyde — B(E,n') vp(&, )+

¢ n
4 [ Ba) wrlela)do — [ al€' ) er)e(e'v) d,

13 n

.
vp), (& 1) = x,n)vp(x,n)dr
(0p)o(€ 1) /gw n)vp(z, ) dat
IS I3
z,y) (vp)y(z,y) dyde z,n') (vp),(x,n) de—
N RN T A CROICONERD

—alg mur€n) — [ ale') (wrlo(€' ) dy

7
Rispetto alla (4.71), ¢ cambiato solamente il termine noto, che non ¢ piu 1
ma €, in entrambi i casi, la somma di due quantita note che coinvolgono vp ,
a e B. Queste due equazioni integrali si risolvono con il solito punto fisso, ed
e facile provare che le loro soluzioni sono davvero le derivate parziali di vp
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rispetto alle coordinate € e n di P. In definitiva, la funzione di Riemann vp
dipende in modo C* da P; per giunta, in modo simile si verifica che anche
(vp)ey € continua.

Avendo costruito la funzione di Riemann, ¢ facile ora provare ’esistenza della
soluzione del problema (4.63).

Corollario 4.7.5 Sia D C R? un aperto connesso e siano o, 3 € C'(D),
v, f € C(D). Sia inoltre C = {(z,y) : x € [a,b],y = pu(x)}, ove u € C'a,b] &
una funzione strettamente monotona tale che R = [a,b] x [min u, max ] C D.
Se ¢ € Cla,b] e € Cla,b], allora il problema di Cauchy

Upy + Uy + Puy, +yu = f in R,

w(z, p(z)) = o), z € [a,b], (4.73)
%uﬁwnzww z € [a,}]

ha soluzione unica u, tale che u € C*(R) € uyy € C(R).

Dimostrazione Fissato un punto P = (£,17) € R, sia vp la soluzione del
problema di Goursat (4.70). Come sappiamo, se u risolve il problema (4.73)
allora u(P) si rappresenta nella forma (4.69). Si tratta di verificare che, nelle
ipotesi fatte sui dati, la funzione (4.69) ¢ davvero soluzione del problema
(4.73). Cio puo essere fatto, con enorme fatica, ma in modo concettualmente
facile. Occorre anzitutto parametrizzare gli insiemi Q2p e I'p in funzione delle
coordinate (£, 7):

Qp ={(z,y) : £ <w < p7t(m), ple) <y <n},
Tp={(z,m(x): £ < < p(n)};
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W (@)

_ 1
V1 ()2 \/1+w<x>2>

dopodiché, osservato che lungo I'p si ha v = ( , bisogna

esplicitare la funzione (4.69):

u(é ) = % [u(p™ (), m) vp (=t (), n) + u(&, u(€)) vp(€, u(§))] —
w=tm) 0
- /5 / el ) o) dyde +
=t (m)
< [(%[uy@c, () v, u(x)) — (vp), (. p(x)) ule, ()]

+ Oz(x,u(:v))U(a?,u(fﬂ))v(x,u(w))) p(x) —

1

- (5[%(% (@) vp (@, p(x)) = (vp)o (@, p(@)) ulz, p(x))] +

+ ﬁ<fc>/ﬁ($>)u($,u(x))vp(%ﬂ(fb‘)))] dz.

Si deve poi osservare che nel secondo membro la u viene calcolata in punti
di C, nei quali e u(z, u(z)) = p(z) e %(m,u(m)) = (), il che a sua volta

implica
Ug + uyﬂ/ =¢, Upft — uy, =P/ 1+ ()2,

da cui, facilmente,

V() (z) n ¢'(z)
L+ p/(x)? 1+ /()]

() @' (z)p (z)
uy(l‘uu(x)) - m + 1 "’:U,(ZE)Q ’

Questi valori di u, u, e u, vanno sostituiti nell’espressione di u(,n) sopra
scritta. A questo punto, ¢ abbastanza agevole rendersi conto che le derivate
Ug, Uy € ug, (le quali, si ricordi, sulla base dell’osservazione 4.7.4 coinvolgono
anche le derivate (vp)e, (vp), € (vp)e,) esistono e sono continue; assai pil
intricato, noioso e lungo e controllare, utilizzando le proprieta della funzione
di Riemann vp, che u(&,n) risolve I'equazione: non riporteremo questa ve-
rifica. Infine, le condizioni ai limiti per u e per la sua derivata normale si

U (2, p(w)) =
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verificano facendo tendere P a un generico punto Fy € C e osservando che
di conseguenza anche P; e P, tendono a Py mentre 2p e I'p si riducono a
{Po}. 1l calcolo e facile per la condizione su u, perché gli integrali spariscono
mentre vp(FPs) e vp(P;) tendono a vp,(Fy) = 1; piu laborioso e il controllo
della condizione sulla derivata normale. Omettiamo i dettagli. O
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