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Capitolo 1

Controlli in dimensione finita

1.1 Introduzione

La teoria dei controlli studia il modo di guidare un sistema fisico, o meccanico, o di
altro tipo, in modo da indirizzarlo verso uno scopo prefissato. Il mezzo e quello di in-
trodurre nel sistema un controllo, atto a costringere il sistema a muoversi verso quello
scopo. Questa teoria e nata in ambito militare e il suo indubbio successo e illustrato
dalle prestazioni molto poco eroiche di siluri, missili, droni, che attraverso sofisticati
meccanismi che ne controllano la traiettoria, colpiscono i loro bersagli in luoghi e tempi
prefissati.

Le applicazioni della teoria dei controlli nell’ambito delle telecomunicazioni sono altret-
tanto spettacolari: servizi segreti di mezzo mondo controllano con sofisticate apparec-
chiature informatiche le mail, gli spostamenti e le attivita di migliaia di persone. Nel
vasto mondo dell’economia e della finanza, un mucchio di banche e di speculatori cerca
di indirizzare il mercato finanziario usando tecniche di controllo in modo da massimiz-
zare il loro profitto, e pazienza per chi ci rimettera. Nel campo ingegneristico, una
vasta gamma di servomeccanismi ci assiste nell’'impresa di guidare automobili, camion
ed autobus, e una sofisticata rete di segnalazioni semaforiche ed elettriche permette il
traffico ferroviario su intricate reti di binari.

Insomma, come sempre, il problema non sta in una teoria matematica, bensi nel cattivo
o buon uso che se ne fa. Per la teoria dei controlli, il problema sta nella scelta del fine:
un conto € voler massimizzare il proprio profitto a scapito della collettivita, un altro
conto e voler massimizzare il tasso di guarigione da una malattia attraverso una campa-
gna di vaccinazioni, o voler minimizzare 'inquinamento di un lago mediante adeguate
politiche industriali ed ambientali. C’¢ un grande bisogno di idee per formulare modelli
matematici “sostenibili”, volti alla risoluzione di problemi in campo ambientale, urba-
nistico, ecologico, biologico, medico, eccetera, costruendo cosi una teoria dei controlli
“dal volto umano”.



1.2 Generalita

L’oggetto del nostro studio € un sistema differenziale della forma

conz € R" u(-) e U CR™, f:R"x U — R" Gli elementi u € U sono i parametri
di controllo, y(-) & lo stato del sistema. In particolare, qualora esista un’applicazione
k : R™ — U, eventualmente dipendente anche da t, tale che il sistema

{ y'(t) = fly(t), k(y(t)),  t=0,
y(0) ==z

abbia una ben definita soluzione, si dice che il controllo u(t) = k(y(t)) ¢ closed-loop
e la funzione k & denominata feedback. Gli altri controlli, per contrasto, si chiamano
open-loop.

Andiamo ora ad elencare le principali questioni matematiche che nascono nell’ambito
della teoria dei controlli.

1.2.1 Controllabilita

Diremo che uno stato z € R" e raggiungibile dallo stato iniziale x in un tempo 7" > 0 se
esiste un controllo u : [0, 7] — U tale che il corrispondente stato y(-) soddisfi y(0) = «
ey(T) ==z

Diremo che il sistema e controllabile se ogni stato z € R™ e raggiungibile da qualunque
stato iniziale x in un tempo finito 7} , > 0; il sistema si dice controllabile al tempo T' se
per ogni z,z € R"siha T, , <T.

1.2.2 Osservabilita

In molte situazioni pratiche non si riesce ad osservare direttamemte lo stato y(-), ma si
arriva solo ad una osservazione indiretta tramite una funzione h(y(-)) di esso. Si studia
dunque il problema

w = h(y) (equazione di osservazione).

Il sistema ¢ osservabile se, noti un controllo u(-) ed una osservazione w, si puo deter-
minare univocamente la condizione iniziale x (e dunque ricostruire tutta la funzione

y(-))-



1.2.3 Stabilizzabilita

Sia (Z,u) € R™ x U un punto tale che f(Z,u) = 0. Diciamo che un’applicazione
k:R™ — U, tale che k(T) = @, ¢ un feedback stabilizzante per il sistema se T € un punto
di equilibrio stabile per I'equazione

y(t) = fly(t).k(y(1)),  t>0,

ossia, per ogni € > 0 esistono §,ty > 0 tali che se |[x —Z|, < ¢, dette y,(t) e yz(t) le
soluzioni dell’equazione con dati iniziali z e T, risulta |y, (t) —yz(t)|,, < € per ogni t > 1.
Il sistema si dice stabilizzabile se esiste un feedback stabilizzante.

Una definizione analoga si ha per la stabilizzabilita esponenziale: il sistema ¢ esponen-
zialmente stabilizzabile se esiste un feedback esponenzialmente stabilizzante, ossia tale
che 7 sia un punto di equilibrio esponenzialmente stabile per I’equazione sopra scritta.
Cio significa che esistono 9, «, 5 > 0 tali che, per |x — Z|, < 0, risulti |y, (t) — yz(t)|n <
ae Pz — 7|, per ogni t > 0.

1.2.4 Ottimalita

Si cerca un controllo u(-) che ottimizzi lo stato y(-) rispetto ad un determinato criterio.
Ad esempio:

(a) problema del tempo minimo: si cerca un controllo u(-) che faccia trasferire lo stato
y(+) dal valore iniziale = ad un valore prefissato z nel minor tempo possibile;

(b) problema di Bolza: si cerca un controllo u(-) che renda minimo il funzionale costo,
o massimo il funzionale guadagno

J(u) = / gy (t), u(t)) dt + G(y(T)),

ove g e (G sono funzioni assegnate.

1.2.5 Esempi

Esempio 1.2.1 (Atterraggio morbido sulla Luna)

Una navicella spaziale di massa totale m si muove verticalmente al di sopra della super-
ficie lunare, con il getto dei gas di scarico diretto verso la superficie. Siano h 'altezza
della navicella sopra la superficie, u la spinta del motore, prodotta dall’espulsione dei
gas: il consumo di carburante riduce la massa della navicella. Supponiamo che non vi
sia atmosfera e che I’accelerazione di gravita lunare g sia costante. Detta v(-) la velocita
della navicella, diretta verso il basso, le equazioni del moto della navicella sono allora

h=uv

I g_u
V=g =
m' = —ku,



ove k e una costante positiva, sotto le condizioni iniziali
m(0) = Mo, h(0) = h, v(0) = vg.
Ci sono ulteriori vincoli sui parametri di controllo e di stato: deve essere
0<u<A, m > M,

ove M ¢ la massa della navicella senza carburante, mentre A e la condizione di “tutto
gas”. Il problema dell’atterraggio morbido sulla Luna consiste nel trovare un controllo
u(+) che porti la navicella, in un dato istante 7' > 0, nella posizione h(7) = 0, v(T) = 0.
Questo e un problema di controllabilita.

Ma vi e anche una naturale questione di ottimizzazione: non si fissa 7', ma si cerca un
atterraggio lunare in tempo minimo: questo problema e equivalente alla minimizzazione
del consumo di carburante. Infatti, se m(t) > 0 in [0, 7], vale I'equazione

= kL = kU(t) — kg,
m

da cui, integrando fra 0 e T',
TTL(T) — MO ekv(T)fkngkv().
Si ha atterraggio morbido se e solo se h(T") = v(T) = 0, ossia se e solo se
m(T) = Mye ®vorl — K(T) = 0.

Questa relazione mostra che minimizzare T' equivale a minimizzare —m(T'), ovvero il
consumo di carburante My — m(T).

Esempio 1.2.2 (Consumo ottimale)

In una certa attivita economica si ha a disposizione un capitale k(-). Una parte u(t)k(t)
di esso ¢ destinata agli investimenti e contribuisce ad aumentare il capitale stesso tramite
la produzione, e la parte residua (1—u(t))k() va in consumi volti a massimizzare 1 utilita,
cioe una funzione

Jo(ku) = / (1 — u() k()] dt.

ove « e una costante positiva. Il tasso di variazione del capitale ¢ determinato dalla
legge

K (t) = u(t)k(t),
con la condizione iniziale k(0) = ko. Naturalmente occorre richiedere 0 < w(t) < 1.
Inoltre, non si vuole dilapidare il capitale, e quindi si impone una condizione della
forma k(T) > kr (problema di controllabilita), e chiaramente si desidera massimizzare
'utilita (problema di ottimalita).

Esempio 1.2.3 (Problema del regolatore lineare)



Consideriamo il problema lineare
y'(t) = At)y(t) + B(t)u(t),  t€]0,T],
y(0) =z,

ove y : [0,T] — R™, A(t) e B(t) sono matrici reali n X n e n X m rispettivamente,
a coefficienti continui, mentre u : [0,7] — R™ ¢ una funzione continua, o continua a
tratti. Si vuole scegliere u(-) in modo da minimizzare il funzionale quadratico

J(y,u) :/o (M @)y (), y())n + (N(E)ult), u(t))m] dt + (Pry(t), y(t))n

ove M(t), N(t), Pr sono matrici n x n, m x m, n x n reali simmetriche, con M, Pr > 0
e N > 0. In questa situazione, come vedremo, il controllo ottimale sara funzione lineare
dello stato ottimale: avremo quindi un controllo feedback.

Esempio 1.2.4 (Problemi di calcolo delle variazioni)

I problemi del calcolo delle variazioni possono essere visti come problemi di controllo:
consideriamo ad esempio il problema di miminizzare il funzionale

/ Lit,y(t). 4/ (1)) dt

fra tutte le curve y : [a,b] — R™ tali che y(a) = A e y(b) = B, essendo A, B € R" fissati.
Esso equivale al problema di controllo in cui si ha:

e il controllo u(t) = y/'(t) : [a,b] — R",

e lo stato Y(¢) = (w(t), 2(t)) : [a,b] — R ove

e l'equazione

I
<
—~
~
N—
I
I~
—~
~
g
—~
~
N—
I
—~
~
N—
N—

e il funzionale da minimizzare J(Y,u) = z(b).

1.3 Controllabilita per sistemi lineari

Consideriamo il sistema



ove A, B sono matrici rispettivamente n X n e n x m. La funzione u : [0,00[— R™ &
il controllo, la funzione y : [0,00] — R™ ¢ lo stato. Definiamo per 7' > 0 la matrice di
controllabilita

T
Qr = / e*ABB*e*" ds, (1.1)
0
ove e*4 ¢ la matrice esponenziale

e kAk
sA S
e’ = s eR.
' )
—~ k!

Chiaramente si ha Qr > 0 e Qr = Q7.
Proposizione 1.3.1 Se esiste T' > 0 tale che Qr sia non singolare, allora:
(i) per ogni a,b € R™ il controllo
u(t) = —B* T QL (e a — b), t€10,7],
porta lo stato y(-) da a in b al tempo T,

(ii) fra tutti i controlli u(-) che portano lo stato da a in b al tempo T, uw & quello che
L. . . T 2 .
minimizza il funzionale u — [ |u(s)[2, ds, ed inoltre

/T |ﬂ(s)|72n ds = (Q;I(GTAQ —b), el — b -
0

Dimostrazione E chiaro che @ € C([0,T],R™). Per lo stato § corrispondente si ha,
grazie alla formula di variazione delle costanti,

t
y(t) = ea +/ =A% (s) ds,

0

e quindi
T *
y(T) = eTAa—/ T=)ABB e T=Y Q1 (e a—b) ds = €™ a— QrQ (e™a—b) = b.
0

Inoltre

T T
/ AR ds = / B eT-94 Q1 (" — )2, ds =
0

0
T
— / <€(T_S)ABB*€(T_S)A*Q;1(GTAQ . b), Q}l(eTAa o b))m ds =
0

= ("a—b,Q7 (e"a b)) = (Q7' ("a—b),e"a — ).



Infine, se u(-) & un controllo che porta lo stato da a in b al tempo T, si ha
T T )
/ (u(s),u(s))mds = —/ (u(s), BTV Q21 (eTa — b)), ds =
0 0
T
= — </ e T4 Bu(s) ds, Qp' (T — b)> =
0

(- y(1), Q7 =) =
T
= (a0, Q5 (Ma — b)) = / ()2, ds,
0
da cul T . .
0 _— 2 ds = 2 ds — w(s)? ds.
< / fu(s) — a(s) 2, ds / fus) 2, ds / a(s) 2, ds

Pertanto @ ¢ il controllo ottimale. O

La proposizione |1.3.1] si puo invertire:

Proposizione 1.3.2 Se ogni stato b € R™ é raggiungibile da 0 in un certo tempo T, > 0,
allora Qr € non singolare per ogni T > 0.

Dimostrazione Introduciamo per 7" > 0 'operatore
Ly : L*0,T,R™) — R"
(1.2)

Lyu= [T e@=4Bu(s)ds  Vu € L2(0,T,R™).

Si ha chiaramente Lru = yo(T'), ove yo(+) € lo stato associato al controllo u, tale che
y0(0) = 0. Osserviamo inoltre che I'immagine R(T") cresce con T (rispetto all’inclusione):
infatti, essendo

T
(LTu,z)n:/ (u(s), B*eT=9)4"2)  ds,
0

si ha 2 € R(Ly)* se e solo se B*eT=)4"z = ( per ogni s € [0,7T], ossia se e solo se
B*e*A" 2 = 0 per ogni s € [0,T]. E chiaro allora che

T">T = R(Lp)"CR(Ly)" = R(Ly)<C R(Lp).
Inoltre, per ipotesi,
U R(Zr) =R".
La funzione 7"+ dim R(Lr) € crescente ed assume valori interi; siccome

lim dim R(Lr) = n,

T—+o00o
deve esistere T > 0 tale che

dimR(Ly)=n YT >T.

7



Sia ora 7' > 0 e prendiamo z € R" tale che Q72 = 0. Si ha allora
T T
0= (Qrz, 2)n = </ e BB*e* zds,2> = / |B*e*A 2|2 ds,
0 n 0

e dunque deve essere B*e*A 2z = 0 per ogni s € [0,7]. Ma, essendo s — B*e*4" la
somma di una serie di potenze, ossia una funzione analitica della variabile s, cio implica

B¢ 2 =0 Vs > 0;

in particolare, si ricava Q72 = 0 e R(Lz)* = {0}, ossia z = 0. Ne deriva che Q7 & non
singolare per ogni 7' > 0. O

Osservazione 1.3.3 Se m > n e R(B) = n, ossia B ha rango massimo, allora vale la
controllabilita ed il controllo che porta lo stato da a a b in tempo T e

1
ult) = =B Db — "), te0,T],

ove BT & una qualunque matrice m x n tale che BB* = I,,, (per costruire una tale Bt
basta scegliere v; € R™ tale che Bv; = e;, 1 < j < n, e definire BT = (v1]v|...|v,)).
La verifica ¢ immediata.

La condizione necessaria e sufficiente per la controllabilita, espressa dalle proposizioni
e ¢ un po’ scomoda, in quanto occorre calcolare et e 4", Vedremo fra poco
una condizione di piut agevole verifica, che dipende solo dai dati A e B.

Esempio 1.3.4 Dall’equazione
y"(t) = u(t)
y(0) =&, y'(0) =&,

si ricava il sistema del primo ordine

y(0) =&, v(0)=6&.

Risolvendo esplicitamente il sistema si verifica che Q7 , data da ((1.1)), & non singolare,
e si trova che il controllo che porta (&;,&2) in (0,0) in tempo T ¢

T2

ﬂ(s)——% (51%+§2?_352%_5§1)7 s € [0,7T],

mentre il minimo del funzionale fOT lu(s)]?ds ¢

3
% <§%+§1§2T+5§T_>'



Una condizione equivalente alla controllabilita, ma piu comoda, € la seguente:

Teorema 1.3.5 Le sequenti condizioni sono equivalenti per il sistema lineare
y'(t) = Ay(t) + Bu(t), t>0:

(1) ogni b € R™ ¢ raggiungibile da 0 in un certo tempo Ty, > 0;

(i) il sistema é controllabile;

(iii) il sistema é controllabile ad un fissato tempo T > 0;

(iv) esiste T > 0 tale che Qr ¢ non singolare;

(v) Qr é non singolare per ogni T > 0;

(vi) R((B|AB|---|A"'B)) = n (questa matrice ¢ n x nm).

La condizione (vi) & detta condizione del rango o di Kalman.

Dimostrazione Dalle proposizioni e segue facilmente che le condizioni da
(i) a (v) sono tutte equivalenti alla controllabilita del sistema.

Proviamo che se il sistema ¢ controllabile, allora vale (vi). Anzitutto, risulta R(Ly) = R”
per ogni T" > 0, ove Ly & l'operatore definito in (1.2)): infatti e facile verificare che
z € R(Ly)* equivale a B*e'" 2z = 0 per ogni t € [0,7T], da cui, per analiticita, z = 0.

Lemma 1.3.6 Poniamo per ug, ..., u,_ 1 € R™
n—1
Uug, ..., Upq) = Z A*Buy,:
k=0

allora si ha R(¢) = R(Lr) = R™.

Dimostrazione Sia z € R({)*: allora per ogni uy, ..., u, 1 € R™ si ha

—_

0= (lug, .-, Up_1),V)p = (wy,, B*(A*)*0),, .

3

=
Il

Dunque si deduce
B*(A")fv =0, k=0,1,...,n—1.

Adesso osserviamo che, detto p(A) il polinomio minimo della matrice A*, per il teorema
di Cayley-Hamilton si ha p(A*) = 0: percio, detto h il grado di p, esistono ¢y, ...,¢, € C
tali che

h—1
(A=) (A,
k=0
e quindi esistono altre costanti dy, ..., d,_q tali che

(A*)thl — idk<A*)k

9



Ne segue, induttivamente, che B*(A*)¥v = 0 per ogni k € N, e pertanto
B*e* 'y = Z Z—’: B*(A*)k’u =0 Vs > 0.
k=0
Dunque v € R(Ly)* e pertanto R(Ly) C R({).
Viceversa, sia v € R(Lr)*: allora
B¢t v =0 Vs > 0.
Derivando questa identita e calcolando per s = 0 si trova successivamente
B*(A")fv =0, k=0,1,...,n—1,
e di conseguenza
((ug, ..., Up_1),0)p =0 Yug, uq, ..., U, € R™,

ossia v € R(£)*. Dunque R({) C R(Lr) ed il lemma & provato. 0

Mostriamo infine che se vale (vi) allora il sistema ¢ controllabile. Per ipotesi si ha
R((B|AB|---|A""'B)) = n, e quindi esiste una matrice K, mn x n, tale che

((BJAB|---|[A"'B))K =1I,,

ovvero esistono K, ..., K,, matrici m x n, tali che

Y AT'BK;=1,.
j=1

Scegliamo adesso una funzione ¢ € C3~*(0,T), tale che fOT ©(s) ds = 1; poniamo

(s) = ("7 — e*la) o(s),

e consideriamo il controllo
u(s) =Y kU V(s),  s€(0,7T).
j=1
Allora risulta per 7 = 1,...,n, integrando per parti j — 1 volte,
T T
/ e T=ABK U (s) ds = / T4 AL BK ) (s) ds;
0

0

di conseguenza

T T
Lrti = / eT=94Ba(s) ds = / e T 94 BIAB|- - |A" ' B)Kv(s) ds =
0 0

T T
- / e T4 (s) ds = / (b — eT4a)p(s) ds,
0 0

e pertanto

T
y(T) = e™a + Lt = e™a + / [b—e"a)p(s)ds = e a+b—ea =0 O
0

10



1.4 Osservabilita per sistemi lineari

Consideriamo il sistema
Ay(t) + Bu(t), >0,

y(0) = z, (1.3)
w(t) = Cy(t), t>0,

<
~
~~
~~
~—
I

ove A (nxn), B (nxm)eC (pxn)sono matrici fissate. Diciamo che il sistema, ovvero
la coppia (A, C), & osservabile al tempo T > 0 se la funzione (della variabile x € R™)

w(t) = Cy(t) =C [e“‘x + /O t ¢4 Bu(s) ds}

¢ iniettiva da R™ in L?(0, T; RP); equivalentemente, il sistema ¢ osservabile al tempo T
se w(t) = Cez ¢ iniettiva da R™ in L%(0, T; RP). Questa condizione si puo esprimere,
ancor piu semplicemente, cosi: per ogni = # 0 esiste t, €0, 7] tale che w(t,) # 0.
Diremo poi che il sistema, o la coppia (A,C), ¢ osservabile se per ogni = # 0 esiste
T, > 0 tale che w(T,) # 0.

Introduciamo la matrice di osservabilita

T
Ry = / e CrCet ds, T > 0. (1.4)
0

Vale allora il seguente teorema, in qualche senso “duale” del teorema [1.3.5
Teorema 1.4.1 Sono fatti equivalenti per il sistema (1.3):

(1) il sistema & osservabile;

(ii) il sistema ¢ osservabile in un fissato tempo T > 0;

(iii) esiste T > 0 tale che la matrice Ry sia non singolare;

(iv) la matrice Ry ¢ non singolare per ogni T > 0;

(v) risulta R((C*|A*C*|---|(A")"71C)) = n.

Dimostrazione E molto simile a quella del teorema .
Se vale (ii), esiste T > 0 tale che per ogni z # 0 vi & t €]0,T] per il quale Cetx # 0.
Dunque

T
(Rrx,x), = /0 |CeSAx]I2, ds>0  Vx#0,

e pertanto Ry ¢ non singolare: cio prova (iii).

Viceversa, da (iii) segue che fOT |CesAz|2ds > 0 per ogni  # 0, e quindi esiste ¢ €]0, T
tale che Ce'z # 0: cid prova (ii).

Se vale (iii), allora ker Ry = {0}. Risulta pero, con dimostrazione uguale a quella del

lemma [1.3.6]
ker Ry = R(0)- VT >0,
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dove stavolta ¢ : R" — R" ¢ dato da

S
—

Cug,uyy .y — 1) =Y (AFC*uy
0

e
Il

dunque R(¢) = R", cioe

da cui (v).

Viceversa, da (v) segue ker Ry = {0} per ogni 7' > 0, ossia Ry ¢ non singolare per
ogni "> 0. Dunque vale (iv), e a maggio ragione (iii); pertanto (ii)-(iii)-(iv)-(v) sono
equivalenti.

Proviamo infine che (i) <= (v). Chiaramente, (v)==(ii)==-(i). Se, viceversa, vale (i),
supponiamo per assurdo che (v) sia falsa: allora R(¢) e strettamente contenuto in R",
ossia esiste z # 0, z € R({)*; quindi Cz = CAz = --- = CA" 'z = 0. Ma allora,
utilizzando nuovamente il teorema di Cayley-Hamilton, si ricava CA*z = 0 per ogni
k €N, da cui Ce®z = 0 per ogni s > 0: cid contraddice (i). 0O

Esempio 1.4.2 Per il sistema dell’esempio |1.3.4

(t)

t) = u(t),

01
a=(0o) B

scegliamo come matrice di osservabilita

in cul

I
N
—_ O
~_

Essendo

si ha
R((C|AC))—R(1 00 0)_2,

e pertanto il sistema e osservabile.
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1.5 Stabilita e stabilizzabilita per sistemi lineari

Richiamiamo alcuni fatti ben noti, relativi al sistema lineare
y'(t) = Ay(t), t=0,
y(0) =z,

ove A ¢ una matrice n x n e x € R". Ovviamente,

¢ la soluzione del sistema.

Teorema 1.5.1 Sono fatti equivalenti per il sistema sopra scritto:
(i) tllglo y(t) =0 per ogni z € R";

(i) y(t) — 0 esponenzialmente per t — oo, per ogni x € R";

(iii) w(A) :=sup{ReX: A e o(A)} <O0;

(iv) [T ly(@)|2dt < oo per ogni x € R™.

Dimostrazione Se vale (i), oppure (iv), supponiamo per assurdo che w(A4) > 0,
osservando che w(A) ¢ un massimo perché ci troviamo in dimensione finita. Allora
esiste un autovalore A di A con ReA > 0. Se v e un autovettore relativo a \, posto
A=a+18, a >0, e scelto come punto iniziale x = v, si ha

y(t) = e = eMv = e (cos Bt + i sin ft)v.
Dunque () non ¢ infinitesima per ¢ — oo (assurdo), dato che

{ se =0, |yt),=e"lp > |v|n,

se 840, [y(t)], > Chn > P per gt — 2kn| < T, k €N,

Le stesse maggiorazioni provano che [ [y(t)|2 dt = oo, assurdo. Dunque da (i) o da
(iv) segue (iii).

Se vale (iii), allora ogni autovalore \; di AL verifica Re\; < 0. Per ogni 2 € R" la
corrispondente soluzione y & combinazione lineare di e** e di Py (t)eti?, con P polinomio
di grado inferiore a n£. Quindi, ogni soluzione y decade esponenzialmente per t — oo,
cioe vale (ii).

Infine, ovviamente, se vale (ii) allora valgono (i) e (iv). O

Un legame fra osservabilita e stabilita ¢ dato dal seguente risultato:

Teorema 1.5.2 (i) Se (A, C) é un sistema osservabile, e se esiste una matrice QQ (nxn)
non negativa, tale che

A'Q+ QA =-C"C (equazione di Lyapunov),
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allora A é stabile.

(ii) Se A ¢ stabile, allora per ogni matrice R = R* (n x n) l'equazione di Lyapunov
A*Q + QA = —R ha una ed una sola soluzione QQ = Q*; inoltre R > 0 implica QQ > 0,
mentre R > 0 implica Q > 0 e (A, v/R) osservabile.

Dimostrazione (i) Se @ risolve I'equazione di Lyapunov, allora

d * * * *
EetA QetA — A*etA QetA +etA QAetA _ _etA C’*C’etA.

Dunque, integrando fra 0 e T',
T *
TV Qe™ — Q = —/ A CrCer dt = —Ry,
0

ove Rr e la matrice di osservabilita definita in ((1.4]). Pertanto
Q=™ Q™ + Ry .
Poiché (A, C') e osservabile, sappiamo che Rr > 0; a maggior ragione, per x # 0,
(Qz, ), = (Qe™z,eT %), + (Ryx, ), > 0.
Per z # 0 sia v(t) = (Qy(t),y(t)), : allora

V(t) = (QAy(1),y())n + (Qu(t), Ay(t))n = —((QA+ A"Q)y(t), y(t))n =
= —({C"Cy(t),y(1))a = —|Cy@®)[; <0.

Quindi v e limitata superiormente in [0, oo per ogni z # 0. Ne segue, essendo ) definita
positiva, che anche y(t) = ez ¢ limitata superiormente in [0, co[ per ogni x # 0: cio
significa che ogni autovalore di A ha parte reale non positiva.

Se esistesse A = iw € g(A), i casi sarebbero due:

(I) w = 0; in questo caso esiste v # 0 tale che Av = 0; ma allora
0= ((A*Q + QA)v,v), = —(C*Cv,v), = —|Cv|?
ed anche A*v = 0 per ogni k¥ € N*. Cio implicherebbe pero
(v, C*ug + A*C*uy + ... + (A" 'C*Up_1)n =0 Vug,uy, ... up_1 € RP,

da cui v L R(C*A*C*|---|(AQ*)"1C*). Cio, per il teorema (v), darebbe v = 0,
il che e assurdo.

(IT) w # 0: in questo caso esiste w # 0 tale che iww = Aw. Ne deduciamo che la
funzione periodica y(t) = e™w risolve i’ = Ay e y(0) = w; quindi y(t) = e!4w. D’altra
parte

Q). (0 = ~ICy()l: <0,
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e quindi, per periodicita, esiste v € R tale che

(Qu(t),y(t)n=7  Vt=0.
Percio |Cy(t)|2 = |Ce?w|? = 0 per ogni t > 0, il che contraddice la controllabilita di
(A, Q).
In definitiva, i casi (I) e (II) sono impossibili, e quindi gli autovalori di A hanno tutti
parte reale negativa; pertanto A e stabile.

(ii) Sia A stabile e sia R una fissata matrice n x n tale che R* = R. Allora le matrici
T * > *
QT :/ e Rt dt, T >0, Q :/ e Re! dt
0 0
sono ben definite e
A'Q+ QA = / (A*etA*RetA + etA*RAetA) dt =
0

d e . 00
= /0 Eem Ret dt = [etA Rem]o =—R.

Adesso supponiamo R > 0: allora esiste C' = v/R. Inoltre, Q7 > 0, dato che
T
(Qx,1), = / (Re'x,e2)2dt >0 Vo€ R™
0

Di piti, da R > 0 segue QT > 0 per ogni 7" > 0: infatti, in tal caso C & iniettiva;
percio, dal calcolo precedente, supposto (QTx, x), = 0, dedurremmo (Re!4z, etx)? =
|CetAx|2 = 0 per ogni t € [0,T] e dunque, per t = 0, Cx = 0, ossia x = 0. Quindi, se
R > 0 la coppia (A, C) ¢ osservabile, con matrice di osservabilith Ry = QT > 0.
Proviamo infine che @ & I'unica soluzione dell’equazione di Lyapunov. Se Q = Q @
un’altra soluzione, e immediato verificare che
iem* (Q—-Q)e4=0 vVt > 0;
dt
quindi

TQ-QE=Q-0Q Vi>0,

e per t — oo deduciamo Q — Q =0. 0O

Osservazione 1.5.3 Dal teorema precedente si ricava un facile criterio di stabilita:
poiché la coppia (A4, I,,), con I, matrice identita n X n, & sempre osservabile, se esiste
@ = Q* > 0 che risolve I'equazione A*Q + QA = —1,, si ottiene che A ¢ stabile.

Concludiamo con un altro criterio di stabilita.

Corollario 1.5.4 Se (A, C) ¢é osservabile, e se

lim Cy(t) =0 Vx € R,

t—o00

allora A ¢ stabile.
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Dimostrazione Fissato § > 0, la matrice
oo
Qﬁ _ / efZBtetA C*CetA dt
0
¢ ben definita e risolve ’equazione

(A—=BI)'Qs + Qp(A—BI) = -C*C.

Se [ ¢ sufficientemente piccolo, la coppia (A — f1,C) & ancora osservabile in virtu del
teorema [L.4.1] (v). Quindi, ripetendo la dimostrazione del teorema [1.5.2} si trova che
A — BI ha autovalori con parte reale negativa, ossia

w(A) < per 8 sufficientemente piccolo.

Dunque w(A) < 0. Si elimina pero la possibilita di autovalori con parte reale nulla,
ripetendo I’argomentazione gia usata, e si conclude percio che w(A) < 0, ossia la tesi.
O

Veniamo ora alla stabilizzabilita. Il sistema

{yszmw+&w»tzo .

ovvero la coppia (A, B), ¢ stabilizzabile se esiste una matrice K (m x n) tale che A +
BK sia stabile. In altre parole, la stabilizzabilita equivale all’esistenza di un controllo
feedback stabilizzante u(t) = Ky(t), tale che ogni soluzione del sistema 3/ = (A+ BK)y
sia infinitesima per t — +o0.

Il sistema e completamente stabilizzabile se per ogni w > 0 esistono una matrice K
(m x n) ed una costante positiva M tali che ogni soluzione del sistema 3’ = (A+ BK)y
verifichi

YOl < M el

Si ha il seguente risultato:

Teorema 1.5.5 Sono fatti equivalenti per il sistema :
(i) (A, B) é completamente stabilizzabile;

(ii) (A, B) é controllabile;

(iii) per ogni polinomio p(\) di grado n, monico, a coefficienti reali, esiste una matrice
K (m x n), tale che p(\) coincide col polinomio caratteristico di A+ BK.

Per provare questo teorema ci occorrono alcuni argomenti collaterali.
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1.5.1 Sistemi dinamici equivalenti
Due sistemi
y(t) = Ay(t) + Bu(t), t>0 (1) = Ax(t) + Bu(t), t>0
{ y(0) ==, {

si dicono equivalenti se esistono due matrici non singolari P (n x n) e S (m x m) tali
che ) 3
=Py, v==5Su, &=Pzx, A=PAP™' B=PBS

In particolare, le matrici A e A sono simili. Si noti che (A, B) & controllabile se e solo
se (A, B) e controllabile: infatti le due matrici

(BJAB|---|A""'B), (B|AB|---|A""'B)

hanno lo stesso rango, perché nella seconda compaiono in pitt P ¢ P~!, che hanno rango
n.

Nel caso speciale in cui lo spazio dei controlli & unidimensionale (m = 1), vale il seguente
enunciato:

Proposizione 1.5.6 Sia A una matrice n X n e sia b un vettore n x 1. Supponiamo

che il sistema
{ y'(t) = Ay(t) +bu(t), t>0
y(0) =z,

sia controllabile. Allora esso é equivalente al sistema

{ n'(t) = An(t) + bu(t), t>0

n(0) =n°,
ove
0 1 0 0 0
i 0 0 1 0 i 0
A= . . b= :
0 0 0 1 0
—Qn —0p-1 —Ap—2 -+ — 1
A ¢ la matrice compagna di A, i numeri a,...,a, sono i coefficienti del polinomio

caratteristico P,(-) di A,
PN ="+ N+ ay,
mentre n° € R™ & un vettore opportuno.

Dimostrazione Osserviamo che A e bu(-) sono la matrice ed il termine noto del sistema
differenziale n x n del primo ordine che si ottiene a partire dall’equazione differenziale

di ordine n
{ () + a2 V() . Fanz(t) = u(t), t>0,

2(0)=n,..., 2071 (0) =Y.
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Iniziamo la dimostrazione osservando che dal teorema di Cayley-Hamilton si ha
0=pa(A) = A" +a A" % ... +a,l,,
e in particolare
n—1

A = — Z ap A" F.

k=1
Poiché, per ipotesi, R(b|Ab]---|A""'b) = n, i vettori

v, = AF b, k=1,....n

sono linearmente indipendenti e quindi formano una base di R".
Sia y(t) la soluzione del nostro sistema, con u(-) e z fissati. Rispetto alla base vy, ..., v,

si avra . .
) => &Gtve, x=Y &up;
k=1 k=1

il vettore €% = (£),...,&°) sara la condizione iniziale per il sistema equivalente che
stiamo costruendo, mentre £(t) = (& (%), ..., &, (t)) ne sara I'incognita. Deriviamo y(¢):

> G = y(t) = Ay(t) + bu(t) ng )Avy, + bu(t) =

k=1

n—1 n—1
= Z Er(t)0rs1 — Eult) Z ax A" *b + bu(t) =

= th L(Hvn — &alt Zawn k1 +u(t)or

h=2

- Z En1(t)on — Ea(t) Z An-n10n + u(t)or
h=2 h=2

Percio
(1) = —an&n(t) + u(t)
&) =Ep1(t) = an_ni1bnt), h=2,...,n
£(0) = ¢,
oVVero B B
{ (1) = AL(t) + bu(t)
£(0) =&,
ove
0 0 0 —an
1 0 0 —ap— 1
— ... _ 0
A= 0 1 0 —an_o , b=
... ... O
0 0 1 —ay
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I sistemi (A,b) e (A,b) sono equivalenti, con
P = (bJAb]--- A" )

e in particolare b = e; = Pb e pa(\) = pz()).

Adesso osserviamo che A = Zt; inoltre, poiché p; ha coefficienti reali, A e A hanno
gli stessi autovalori con le stesse molteplicita, e in definitiva hanno la stessa forma di
Jordan. Dunque A e A sono matrici simili, ossia esiste una matrice n x n invertibile Q
tale che QAQ~! = A. Per avere la tesi, pero, ci occorre anche che risulti Ql; = b, cioe
Qe, = e1. Ebbene, si puo verificare che le due condizioni

QAQ™' =4, Qe, = €1 (1.6)

caratterizzano completamente (), il che ci permette di concludere la dimostrazione,
poiché la scelta di tale Q rende i sistemi (A, b) e A,b) equivalenti.

Proviamo che la condizione caratterizza Q. In effetti, analizzando A e A si verifica
successivamente che:

o 1 —ae, = Ae, = Q71 AQe, = Q1 Ae; = QLey, da cui
Qen—1 = ez + a1Qe, = ez + areq;
o ¢, o — ase, = Ae, 1 = Q TAQe, 1 = Q' A(ey + arer) = Q' (es + ases), da cui
Qen—2 = €3+ a1z + agQe, = €3 + ares + azey;

e similmente, per induzione, per j = 1,2,...,n — 1 troviamo

J
Qen_j = €541 + a1€; + a2€5_1 + ...+ ;€1 = €541 + E Aj4+1—-kCk;
k=1

in particolare
n—1

Qer = e, + E Ap—€y -
k=1

Dunque, dalle relazioni (1.6]) segue

p-1 OGp—g Gp_3 -+ a 1

ap—2 Gp-3 Ap—4 - *° 10

Q B a9 aq 1 cee 0 0
ay 1 o --- 0 0

1 0 o --- 0 0
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Viceversa, non ¢ difficile verificare che questa matrice () soddisfa ovviamente Qe, = e;
ed inoltre

—a, 0 0 -0 0 0

0 Ap—o2 QAp—_3 -+ Q2 a1 1

. 0 ap_3 apn_g -+~ a 1 0O
QA=AQ=| . 1 ,

0 aq 1 .- 0 0 0

0 1 0 .- 0 0 0

da cui QAQ~! = A. La proposizione ¢ provata. [

1.5.2 Decomposizione di Kalman
Consideriamo un sistema non controllabile
y'(t) = Ay(t) + Bu(t), t>0
{ y(0) = ;

dunque

dim R(B|AB|---|A"'B) < n.

Proposizione 1.5.7 (deomposizione di Kalman) Supponiamo che dim R(B|AB|---|A"1B) =
¢ < n. Allora esiste una matrice P, n X n, non singolare, tale che

A A B

-1 _ 1 Az _ 1

papt= (A ), pse (B,
ove Ayp e U x U, Ajg el X (n—1), Ay & (n—10) X (n—1{), By el xm; inoltre il sistema
(A11, By) é controllabile.

Il senso di questa proposizione e che, nella nuova base indotta da P, il sistema si
decompone in una parte controllabile

& = A&+ Apé + Biu

ed una parte incontrollabile &5 = Ag&s.

Dimostrazione Poniamo
Ey = R(B|AB|---|A"'B) = {Buy + ABuy + ... + A" 'Bu, : uy,...,u, € R"}:

il sottospazio Ej ha dimensione ¢, contiene R(B) ed ¢ invariante per A in virtu del
teorema di Cayley-Hamilton. Sia F; un sottospazio di dimensione n — ¢ tale che Ey @
E, = R™; sia {vy,...,v,} una base in Fy e sia {vg41,...,v,} una base in E;. Se P ¢ la
matrice di transizione tra le basi {vy, ..., v} e {e1, ..., e, }, avremo, posto A = PAP™!,
B=PBe¢=Py:

fe_ af &) _ [ An&i+ A ~ ([ B
Ag_A(§2)_(A21§1+A22§2>’ Bu_(Bzu)'
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Ma Ej ¢ invariante per A, e dunque

i & ) ( A& ) ( An& )
A = — V 6 E 9
( 0 Axn& 0 & 0
ossia Ay; = 0; inoltre Ey O R(B), da cui

Bu:(Béu> Yu € R™,

ovvero B, = 0. In conclusione, essendo dim Ey = £, la relazione

Ey = R(B|AB|...|A"'B) = R(P(B|AB|...|A"'B)) = R(B|AB|...|A"'B) =
_ R(Bl AllBl A?;lBl

o o T ):R(BlyAllBl|...|A’f1‘1B1)

prova che (Ajp, By) € controllabile. O

Dimostrazione del teorema [1.5.5]

(i) = (ii) Supponiamo per assurdo che il sistema (|1.5)) non sia controllabile: allora
dim R(B|AB|---|A"'B) = { < n,
e per la proposizione esiste una matrice P non singolare, tale che
Ay A B
-1 _ 1 A _ 1
PAP _( ! Aﬂ), PB_< ’ )
e (Ay1, By) € controllabile.

Osserviamo che, se K € una matrice m x n, detto pay gk il polinomio caratteristico di
A+ BK siha

parpx(N) = det (A, — (A+ BK)) = det (A, — (PAP™' — PBKP™')) =

M, — ( ( fél ) KP1>) = [posto Ky = KP7!]

= det (

o )\ All + BlKl) _AIQ o

a >\[n L A22 -
det (

)\Ig All + BlKl)) det(/\]n_g — Agg).
Cio mostra che o(Agy) C 0(A + BK), e pertanto
wy :=sup{ReA: A € 0(Ag)} <sup{Rer: A€ o(A+ BK)} = wk.

Applicando 'ipotesi (i) di completa stabilizzabilita, scelto w > |ws| esistono un numero
M > 0 ed una matrice K (m X n), tali che per ogni ¢ > 0 risulti |y(t)] < Me “!|x|,
per qualunque soluzione del sistema 3y’ = (A + BK)y, ove x = y(0). Sia allora Ay un
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autovalore di A+ BK con Re A\ = wg e sia vg € R™ un autovettore non nullo relativo
a Ag: la soluzione yy(t) = e*tv, verifica

|y0(t)| = eRe/\Ot|UO|n S MB_Wt|UO|n7

da cui wy < wg = Re Ay < —w < —|wy|, assurdo.

(iii) = (i) Sia w > 0 e poniamo
p(A) = A +w+e),

ove £ > 0, cosicché 'unica radice di p ¢ reale e minore di —w. Per ipotesi, esiste una
matrice K (m x n), tale che paypx = p. Quindi

sup{ReA: A€ o(A+ BK)} < —w;

ne segue che (A, B) ¢ completamente stabilizzabile.

(ii) = (iii) Per provare questa implicazione ci occorrono tre passi.

Passo 1 (caso m = 1) Supponiamo che il sistema

{ Y (t) = Ay(t) + bu(t), t>0
y(0) =z,

ove b ¢ un vettore n x 1, sia controllabile. Allora, per la proposizione [1.5.6] anche il
sistema

{ 2(t) = Az(t) + bu(t), t>0
2(0) = 2o,

ove A ¢ la matrice compagna di A, b = e, e z ¢ il trasformato di z, & controllabile, e
in particolare

det(AL, — A) = pa(A) == A"+ > ap A"
h=1

Sia .
pA) = A"+ apA"h
h=1

un generico polinomio di grado n, monico, a coefficienti reali. Consideriamo la matrice
1xn

K= (a,—an,...,a1 —);
si ha allora
0 0
bK = -],
0 0
Ap — Oy v 0 a; — g
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e dunque

0 1 0 0
0 0 1 0
A+bK = :
0 0 0 1
—Q, —Qp_1 —Qp_g - —Oy

In particolare .
det (I, — (A+bK)) = p(\).

Detta M la matrice invertibile tale che MAM A e Mb=b, posto K = KM si ha
MY A+ bK)M = M™*AM + M—'bKM = A+ BK,

e pertanto
P(AN) =pasr(A) = parpr(A).
Cio prova (iii) nel caso m = 1, e conclude il passo 1.
Passo 2 (riduzione al caso m = 1) Dimostriamo che se (A, B) & controllabile, allora
esistono una matrice L (m x n) ed un vettore v € R™ tali che il sistema (A + BL, Bv)

(in cui lo spazio dei controlli & unidimensionale) sia controllabile.
In virtu della controllabilita, esiste v € R™ tale che Bv # 0.

Lemma 1.5.8 FEsistono uy,...,u,_1 € R™ tali che, posto
e1 = B, ejy1 =Ae;+Bu;j, 1<j<n-—1,
la famiglia {ey, ..., e,} & una base di R™.

Dimostrazione Ragionando per assurdo, supponiamo che, posto

k:max{he {2,...,n}: Juy,...,up—1 € R™ per i quali

é1,...,€x Sono linearmente indipendenti},

risulti £ < n. Sia Fy = spanley, ..., e,]; per definizione di k, si ha dim Fy = k e inoltre
Aer + Bu € Ey per ogni u € R™. Scelto u = 0, si ricava Aey € Ey, e di conseguenza
Bu € Ej per ogni u € R™; ne segue e; € Ey e Ae; € Ey per j = 1,...,k. Pertanto,
Ey ¢ invariante per A e contiene R(B). Ma allora, per la controllabilita di (A, B) deve
essere By = R", il che e assurdo. O

Sia dunque {ey,...,e,} la base di R" fornita dal lemma [1.5.8 e sia w, un arbitrario
elemento di R". Poniamo

L:R" — R", Lej =wujper j=1,...,n.

Allora
€j+1:A€j+BUj:<A—|—BL)€j, jzl,...,n—l,
da cui

ejy1 = (A+BL)Ye; = (A+ BL)Y’Bv, j=0,1,...,n—1.
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Percio la matrice
(Bv|[(A+ BL)Buvl|--- |(A+ BL)" 'BV) = (e1]es] - - - |en)

ha rango n, ossia (A + BL, Bv) & controllabile. Cio conclude il passo 2.

Passo 3 (conclusione) Sia p un polinomio monico, a coefficienti reali, di grado n. Siano
L e v dati dal passo 2; allora il sistema

{ y'(t) = (A+ BL)y(t) + (Bv)u(t), t>0

<

~—~
@)

~—
8

ove u(+) € un controllo unidimensionale, & controllabile. Dal passo 1 ricaviamo che esiste
una matrice k (1 x n) tale che

Pat+BL+(Bk(A) = P(A).

La tesi di (iii) segue ponendo
K = L + vk,

e cio conclude la dimostrazione del teorema[1.5.5] O
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Capitolo 2

Controlli ottimali: condizioni
necessarie

2.1 Introduzione

Ci occuperemo dei controlli di un sistema dinamico che sono ottimali rispetto ad un
determinato criterio. Sia dunque

{ y'(t) = fly(t),u(t), tel0,T]
y(0) =z

un generico sistema dinamico; cercheremo un controllo u(-) che minimizzi il funzionale
costo

J(,u) = / gy (t), u(t)) dt + G(y(T)),

ove f,g,G sono funzioni continue sul loro dominio. Questo problema di controllo otti-
male & in orizzonte finito, ma si puo anche analizzare il problema in orizzonte infinito,
vale a dire il caso di un sistema

{ y'(t) = fly(t),u(t)), t>0
y(0) =z

e di un costo -
Ty = [ aly(o).ute) at.

In questo caso occorrera fare qualche ulteriore ipotesi su f e g affinché esista la soluzione
y(+) in [0, 00| ed esista almeno un controllo u(-) che renda finito il funzionale costo.
Per questo tipo di problemi forniremo condizioni necessarie molto generali per 1’esistenza
di controlli ottimali, valide non solo in R™ ma anche nel caso di dimensione infinita, ed
anche condizioni sufficienti (solo in dimensione finita).

2.2 Il teorema di Pontrjagin

I teorema di Pontrjagin fornisce condizioni necessarie per l'esistenza di (almeno) un
controllo ottimale, che generalizzano il teorema dei moltiplicatori di Lagrange. Per
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introdurre il tema, abbiamo bisogno di alcune definizioni e considerazioni preliminari.
Sia X uno spazio di Banach (di dimensione finita o infinita). Sia F' un sottoinsieme di
X e sia T un punto della chiusura F' di F.

Definizione 2.2.1 I/ cono normale a F' in T ¢ il sottoinsieme del duale X* definito da
NETZ)={peX": YVe>030>0: px—7) <¢llx —7||x Ve € FNB(T,0)},

ove B(z,0) ={r € X; ||z —T||x < J}.

Se F' = {T}, si ottiene N(F,Z) = X*; se T & punto d’accumulazione per F', possiamo

scrivere

z—%, seF\{z} |z —Zx —

N(F,E):{@EX*: lim sup M<O}.

Definizione 2.2.2 I/ cono tangente a F' in T ¢é il sottoinsieme di X definito da
T(F,zT) = {ueX: Hu,} X, H{t,} CR: w, = u, t, > 0", T+tu, € F}=
= {ueX: Vi>03tel0,0[, Jve Bu,d): T+tve F}.
Il legame fra cono normale e cono tangente e illustrato dalla proposizione che segue.
Proposizione 2.2.3 Risulta per F C X e perT € F
N(F,Z) C{ee X": pu) <0VueT(F7T)}.

Dimostrazione Sia ¢ € N(F,7) e sia u € T(F, 7). Scelte {u,} e {t,} secondo la
definizione [2.2.2] si ha

tn n . n
lim sup M = lim sup #(un)
n—oo tn”unHX n— 00 ”unHX

<0.

Dunque, per ogni € > 0 esiste v € N tale che
p(un) < ellunllx Vn > v,

e per n — oo
pu) <ellullx  YueT(FT).

Siccome ¢ e arbitrario, si deduce infine

eu) <0 NYueT(F,T). O

Proposizione 2.2.4 (teorema di Fermat) Sia f : X — R una funzione differenzia-
bile secondo Fréchet in un punto * € F. Allora

f@) —ming — —f(z) € N(F.5)
f(@) = mgxf = f'(z) € N(F,T).
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Dimostrazione Dalla formula di Taylor centrata in = segue per x € F
f@)=f@) +[f' @)z —Z) +ol|z - Zllx) perz—
quindi
@)z —7) = f(@) - f(2) + oz — T x)-
Pertanto, se T ¢ punto di minimo per f su F, si ricava
—[f' @]z —7) <ofllx —Z[x) perz—T,

da cui o B
ey U@l =D
z—7T, z€F\{T} ||$ - ':C“X

<0.

Se invece T € punto di massimo per f su F, si ha
[f' @)z —7) = f(z) = f(@) +o(lz = Z||x) < o(llz — Z||x) perz— T,

da cui
<0. O

, — _ —
ey @I =)
T, eF\{Z} HQ? - xHX

Osservazione 2.2.5 Le nozioni di cono tangente e di cono normale sono locali: in
altre parole, se T € F'N G, ed esiste un intorno V' di T tale che FNV =GNV, allora
N(F,z) = N(G,7). La verifica ¢ immediata per definizione.

Proposizione 2.2.6 Siano X,Y spazi di Banach. Se FC X, GCY, 7€ F eje(,
allora

N(F x G,(7.3)) = N(F,7) x N(G, 7).

Dimostrazione Sia ¢ € N(F x G, (7,7)): allorasara ¢ € (X xY)* = X* x Y*, ossia
Y=(pm)conp€XeneY" e

o(r —7) +n(y —7)

lim sup — — < U.
(@)~ @7), @peF<aN@n) Iz — Tk + ly — 7l
Quindi
lim sup g0(x——_x) <0, lim sup 77(y——_y) <0,
27, seP\@) |7 — T||x v—7, vea\im 1y — Tlly

e pertanto ¥ = (p,n) € N(F,T) x N(G,7).
Viceversa, siano ¢ € N(F,T) e n € N(G,y): posto ) = (¢,n) si ha
lim sup p(z —_x)2+ n(y — g) _ <
@y @), @yeExan@n Iz =% + vy -7l

< limsup (,p(a:——_:zr) + limsup n(y——_y)
ez, zer\@} 1T = Tllx  yog vearm 1V = Tlly

e dunque ¢ = (¢,n) € N(F' x G, (z,9)). O

<0,
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Proposizione 2.2.7 Siano F,G C X con F C G, e sia T € F; allora N(F,T) 2
N(G,T). Inoltre, se F = F, eT € N, Fi, allora N(F,7) = ., N(F,T).

Dimostrazione Il primo enunciato e evidente per definizione. Da cio segue 'inclusione
C del secondo enunciato; ’altra ¢ conseguenza della definizione. 0O

Dopo queste proprieta elementari, andiamo ad analizzare come cambia il cono nor-
male per trasformazioni differenziabili. Qui interviene massicciamente la teoria delle
applicazioni invertibili e quella, collegata, della risoluzione di equazioni non lineari.

Teorema 2.2.8 (di Kantorovich) Siano XY spazi di Banach, sia W C X un aper-
to, sia f : W — Y wun’applicazione continua. Sia poi xyg € W, sia B(xg,r) C W e sia
infine A : B(xg,r) — L(X,Y) tale che:

(1) per ogni x € B(xg,r) esista un’applicazione B(x) : Y — X, inversa destra di A(x),
per la quale risulta || B(x)u||x < B||lu|ly per ogni w € Y, con f > 0 indipendente
da x;

(ii) per ogni x,w € B(xg,r) si abbia || f(w) — f(z) — A(z)(w — )|y < aljlw—2z|x, con
0<a< % indipendente da x,w.

Allora, se || f(zo)|ly < 5 (1 —af)r, esiste T € B(xg,r) tale che f(T) = 0; inoltre, tale T
viene selezionato col metodo di Newton, vale a dire la successione di punto iniziale xg,
data da

Tny1 = Tp — B(x,) f(20), neN,

¢ ben definita, converge a T e verifica
_ n _ p
[z —Z|x <r(af)”,  [lon —7T|x < mllf(fﬂo)lly <r Vnel

Dimostrazione Proviamo per induzione le relazioni

{zn} C Blzo,7),  ons = @nllx < Baf)* [ f(zo)lly, [ (@a)lly < (aB)"[[f(zo)lly -

Per n = 0 e tutto ovvio. Se le tre condizioni valgono per 0 < n < N, allora si ha

N-1 N-1
ley —zollx < D llenis — zallx = D 1B@a) f(wa)|lx <
n=0 n=0

N— N-1

< Z f(@a) ||Y<BZ af)"|[f (zo)lly <

n=0

(wo)lly <7;

inoltre, essendo, per definizione di B(zx_1), f(zn_1) + A(xy_1)(xny —2xn_1) =0, si ha
anche

[f@n)lly = [f(zn) = flan-1) — A1)y — 20a)|ly <
allz, —zy-1llx < abllf(en-1)lly < (@B)N|f(zo)ly

IN
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ed infine
lensr — znllx < BIf@n)lly < BaB) | f(zo)lly -

Le tre condizioni sono dimostrate. Essendo aff < 1, la successione {z,} ¢ di Cauchy in
X e quindi ha limite Z; si ha

— _ B <
7= zallx = Jim [le = aollx < 7o)y <.
e per continuita
flan) = 0= f(Z).
Finalmente, proviamo le due ultime proprieta:
p—1
e =Zlx = lim o, =l < JH&; k1 — 2llx <
aﬁ
e HY@Z @)l < rlasy
ed anche .
fow =7l < SO sl < L@l <. 0

Quello che segue e un teorema di invertibilita locale in spazi di Banach.

Teorema 2.2.9 (di Lyusternik-Graves) Siano X,Y spazi di Banach, sia W C X
un aperto, sia g : W — 'Y un’applicazione differenziabile secondo Fréchet in B(T,rq) C
W, con g'(x) continua in @ e g'(T) surgettiva. Allora esistono p €]0,%[, 0 >0ec>0
tali che per ogni w € B(T, p) e per ogniy € B(g(T),0) vi ¢ un v € B(T, ) per il quale

g@) =y, |z —wlx <clly = g(w)ly -

Dimostrazione Faremo uso del teorema di Kantorovich. Proviamo anzitutto il se-
guente enunciato:

esiste 8 > 0 tale che, posto A = ¢/(T), per ogniy € Y vi ¢ un w € X per cui Aw =y e
[wlx < Bllylly -

Detti B={r e X: |z|x <1} eSs={yeY: |lylly <}, essendo A un’applicazione
aperta esiste 0 > 0 tale che S5 C A(B). Se y = 0, allora w = 0 verifica I’enunciato
sopra scritto; se y # 0, sia t = ﬁ: allora ty € Ss e quindi esiste z € B tale che
Az = ty. Dunque, posto w = 2, siha w € X, Aw =y e [|w||x < 1 = 2|ylly. Ne segue
che I’enunciato sopra scritto vale con § = £

Si noti che I'applicazione y — w definisce un’inversa destra h : Y — X di A = ¢/(7),
tale che ||h(y)||x < Blly|ly per ogniy € Y.

Cio premesso, sia a € ]0, %[ e sia r €]0, 2| tale che

lg(w) = g(z) = ¢'(2)(w = 2)lly < afw—=zllx VYw,ze B(T2r):
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tale r esiste per la continuita di ¢’'(x) in Z. Scegliamo adesso o, 7 > 0 con

o+T1< %(1—0[6)7";

per continuita di g, esiste p €]0,r] tale che g(w) € B(g(T),7) per w € B(g(Z),0),
Poniamo
feB@r) =Y,  f(z)=g() -y,

e mostriamo che f verifica le ipotesi del teorema di Kantorovich. Ovviamente f e
continua, e

IF()lly = llg(w) = 9(z) + 9(7) = ylly <7+0 < %(1 —ap)r.

Inoltre, per ogni x, 2’ € B(w, 1),

1f(z') = f(z) =g’ (@)@ = 2)lly = llg(z) = 9(x) — ¢ (@) (" = 2)lly < all2’ —z|x,

in quanto
2" = Z|lx < [l2" —wlx + [lw —Zllx <r+p<2r,

e similmente ||z — T||x < 2r.
Dunque, per il teorema di Kantorovich esiste z € B(w,r) tale che f(x) = 0, ossia
g(z) =y, ed inoltre ||z — w|x < ﬂaﬁHf(w)HY < r, vale a dire

1—

[l —wlx <

< gl =gy

Per l'arbitrarieta di w € B(T,p) e y € B(¢(T), o) si ha la tesi con ¢ = ﬁ , O

Vediamo con i prossimi risultati, come promesso, come cambia il cono normale per
trasformazioni differenziabili.

Proposizione 2.2.10 Siano X,Y spazi di Banach, sia W C X un aperto, e sia g :
W — Y un’applicazione differenziabile secondo Fréchet nel punto T € W. Sia B un
sottoinsieme di W contenente T e sia C C Y.

(i) Se B C g7'(C), allora N(C,g(x)) € lg'(x)"]" (N(B, 7).

(ii) Se B = g7'(C) e g ¢ differenziabile secondo Fréchet in B(x,r0) € W, con ¢'(z)
continua in T e g'(T) surgettiva, allora N(C,g(T)) = [¢'(T)*] " (N(B,T)).

Dimostrazione (i) Sia ¢ € N(C,¢(7)): dunque
oy = 9@) <w(ly - 9@lly) VyeC
ove @ — 0 per t — 0", Poiché g ¢ differenziabile secondo Fréchet nel punto 7, si ha

9(x) —9(@) = [ (@|(x —7) + Iz —7) Vreb,
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con ”ﬂ(TI)HY — 0 per z — 0 in X. Sia z € B: allora g(z) € C, e dunque
lg' @) ¢z —7) = ¢(lg (@)= — 7)) = ¢(9(z) — 9(T) = Iz~ 7)) =
=¢(9(x) = 9(@)) + (9 = 7)) <w(ly — 9@lly) +wi(llz - zllx),
— 0 per t — 07. Dato che per z vicino a T risulta

lg(x) = 9@)lly < [Il9 @)l ccxyy + 1] 2 = Zlx,

si vede immediatamente che esiste K > 0 per cui

@)l —7)  wKe-7lx) wi (|l — 7||x)
le=7llx = [le—7lx I — | x

t
con —wlt( )

Y

da cui

/(== * =
S o [
2—7%, z€B\{z} |z —7||x
Percid ¢ € [¢'(Z)*] Y (N(B,T)), e (i) & provata.
(ii) Dobbiamo solo provare l'inclusione N(C,g(Z)) 2 [¢'(7)*]"*(N(B,T)). Anzitutto
notiamo che, per il teorema“dl Lyusternik-Graves, esistono ¢ > 0, p €]0, 2] er > 0

tali che, per ogni w € B(Z, p) e per ogni y € B(g(7), ) vi & almeno un z € B( , 3) per
il quale

<0.

g@) =y, |z—w|x <clly—glw)ly-
Scelto w = T, per ciascun y € B(g(Z),r) denotiamo con z,, uno qualunque degli elementi
x per i quali valgono queste relazioni. Dunque

_To
n, e BNB(7.5). g@) =y, lo,—wlx < cly = g(w)ly.

Sia allora ¢ € [¢'(Z)*] Y (N(B,T)), vale a dire ¢'(T)*¢ € N(B,T): cio significa
p(¢@)(x-7) =lg'@) ¢z —7) <w(lz—7lx) VreB,
w(t)

con == — 0 per t — 0". Utilizzando la differenziabilitd secondo Fréchet di g in T, si
haperyECﬂB( (7),

o(g(zy) — 9(@) = ¢(¢' (@) (xy — T) + Pz, — 7)) <
(!xy-xHx) <w(2lly — g(@)|y) = a@(Hy 9(@)y),

con £ 5 0 per ¢ — 0. Cid prova che ¢ € N(C N B(g(a), ), 9(7)). Dialtra parte,
risulta

r)
oy —g(T e(g(x
< w

N(C N B(g(z),r),9(T)) = N(C, 9(T))

in virtu dell’osservazione [2.2.5] Ne segue la tesi. O

Teorema 2.2.11 (di Lyusternik) Siano X,Y spazi di Banach, sia W C X un aper-
to, sia g : W — Y wun’applicazione differenziabile secondo Fréchet in un punto T € W.
Postoy = g(%) e S = {x € W : g(z) =7}, risulta

N(S,z) =g (@)](Y").
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Dimostrazione Scegliamo C = {7} = ¢(5), cosicché S = g~'(7). Dalla proposizione

2.2.10/(i) si ha
' (@) 1(Y") = [9' @) N (N({y}, 7)) € N (S, 7).

Viceversa, sia ¢ € N(S,Z). Osserviamo che T'(S,T) = ker ¢/(Z): infatti. per definizione
di S e di cono tangente,

weT(S,7) <= 3t,— 0" Ju, > uin X, con g(T + tyu,) =7;

9(T + thu,) = g(T) + [¢'(T)|tnun + o(tyu,) per n — oo,

e pertanto
weT(S,7) <= [¢@)|thu, =o(thu,) pern—oco <= ¢ (T)=0.
Cio detto, ricordando la proposizione [2.2.3] si ha
o(u) <0  Vu€ekery(T)=T(5;7),

e scambiando u con —u, si trova ¢(u) = 0 per ogni u € ker ¢'(Z). O

Proseguiamo la dimostrazione utilizzando un lemma di analisi funzionale.

Lemma 2.2.12 Siano X,Y spazi di Banach e sia A € L(X,Y') un operatore surgettivo.
Se 1 € X* e sepxr =0 per ogni x € ker A, allora esiste T € Y* tale che

Y =T (Ax) Vo e X,
vale a dire si ha ¢ = A*T.

Dimostrazione Sia y € Y e siano z,2’ € X tali che Ax = Az’ =y (tali z, 2’ esistono
per surgettivita). Allora, per ipotesi, ¥z = 1a’, cio¢ ¢ & costante su A~1(y). Poniamo
allora

Ty = Yx Vo e A7 (y).

Questa e una buona definizione e T' ¢ un funzionale lineare. Proviamo che T' € Y*. Se
G C R ¢ un aperto, si ha
THG) = {yeY: TycG}={Ar: 2 X, yr € G} =
= Alz e X: ¢yreG} =AY G).
Dato che 1 ¢ continua, ¢~!(G) ¢ un aperto; per il teorema dell’applicazione aperta,
Ayp~H @) ¢ un aperto. Dunque T' € Y* e ox = T(Ax) per ognix € X. O

Concludiamo la dimostrazione del teorema di Lyusternik. Applichiamo il lemma [2.2.12
al nostro ¢ € N(S,T): essendo ¢'(T) surgettiva, possiamo dedurre che esiste T' € Y*
tale che

p=g@)T
Cio prova che ¢ € [¢'(Z)*](Y*). DO
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Osservazione 2.2.13 La completezza degli spazi X e Y e stata in effetti utilizzata
solamente per dimostrare gli enunciati dal teorema di Kantorovich in poi. La parte
precedente, cioe quella riguardante le proprieta del cono normale e del cono tangente,
si puo ripetere tale e quale nel caso di spazi normati.

Veniamo finalmente al teorema di Pontrjagin, che riguarda 'ottimizzazione di un fun-
zionale sotto un vincolo di uguaglianza ed uno di diseguaglianza.

Teorema 2.2.14 (di Pontrjagin) Siano X,Y spazi di Banach, sia J : X — R un
funzionale, siano ¢ : X — Y e g: X — R i vincoli. Supponiamo J, ¢, q differenziabili
secondo Fréchet. Posto

K={zeX: ¢(x) =0, g(z) € [a,0]},

sta T € K e supponiamo che 'applicazione ¢ : X — Y X R, data da

b() = ( ?le) )

g(x)
abbia differenziale continuo nel punto T, e che soddisfi
R(¢'(T)) =Y x R (condizione di qualificazione).

Se T ¢ punto di massimo o di minimo relativo per J su K, allora esistono ¢ € Y* e
A € R (i “moltiplicatori”) tali che

J(@)+ ¢ (@) p+4g(@T)AN=0€ X"
Dimostrazione Cominciamo con 'osservare che
K={reX: ¢(x) € {0} x[a,b]}.
Supponiamo che T sia punto di minimo per J in K. Per la proposizione si ha
—J'(T) € N(K, 7).
In virtu delle ipotesi fatte su ¢/, utilizzando la proposizione (ii), possiamo scrivere

) (N({0} x [a,],%(T)) =
(N ({0} x [a,8],(0,9(z)
(NV({0},0) x ([a b],9(7))) =
(Y* x N([a,b], g( )

N(K,7) =

D’altra parte, per facile conseguenza della definizione,

| —00,0] seg(T)=a
N(la,0], (7)) = { {0} se g(7) € [a,b]
[0,00[  se g(T) =0,
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Quindi la condizione —J'(Z) € N(K,T) significa che esiste (p, A) € Y* x R tale che

A<0 seg(@)=a
—J'(T) = (T)* (o, N), con ¢ A=0 seg(T) € [a,b]
A>0 seg(T) =0,

ossia
0=J(Z)+@)*e+4¢ @)\ O
Nei problemi concreti si trattera di esplicitare questa condizione astratta, cercando di

dedurre proprieta specifiche del controllo e dello stato ottimale, i quali sono descritti
dal punto 7.

2.3 1l problema di Bolza

Applicheremo i risultati del paragrafo precedente alla risoluzione del problema di Bolza:
minimizzare il funzionale

Joliru) = / o(y(t),u(t)) dt + G(y(T)).

sotto il vincolo
{ y'(t) = f(y(t), u(t), tel[0,T],
y(0) =z,
supponendo g : R" x R - R, G : R* = R, f: R" x R™ — R” funzioni differenziabili
con continuita.
A causa della presenza del termine G(y(7T)), scegliamo gli spazi di Banach

X =C([0,T],R") x C([0,T],R™), Y =C([0, T],R™),
e poniamo
T
Ko = [ glolt)u(e) de+ Glu(r)),
0
t
Bl w)) =50 o~ [ Fu)uls)ds, ten.T)
0
La funzione ® traduce il vincolo differenziale: esso vale per una coppia (y(-),u(-)) se e
solo se ®(y(t),u(t)) = 0 per ogni t € [0,T]. Rispetto al problema astratto, sono assenti

i vincoli di disuguaglianza.
Calcoliamo le derivate di J e ®:

[/ (yo, wo)) (. k) = /0 [(gy (1o(£), uo (), h(£))n + (gu(yo(t), uo(t)), k(£))m] dt +
+ (DG(Y(T)), h(T))n,
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[[2"(y0, wo)](h, k)] (t) = h(t)—

- / [, (w0(s), wo()) - 1(s) + fuluols), uo(s)) - k()] ds, ¢ € [0,T];

nell’ultima formula il simbolo - denota il prodotto di matrice per vettore.
Vediamo se 'applicazione ®'(yg,up) : X — Y & surgettiva: fissata £ € C([0,T],R"),
occorre trovare (h, k) € C([0,T].R™) x C([0,T],R™) tale che, per ogni ¢t € [0, 7], risulti

h(t)—/o [fy(wo(s), uo(s)) - h(s) + fulyo(s), uo(s)) - k(s)] ds = £(t).

Questa e un’equazione integrale lineare di Volterra. E addirittura sufficiente prendere
k = 0 e risolverla rispetto a h: si tratta di un’equazione del tipo

h(t) — [Kh](t) = £(t), t € 10,17,

[Kh](t):/o A(s)-h(s)ds, A e C(0,T],R™).

Si verifica facilmente che
[[KR]()]n < | Alloo t|]oo

e induttivamente

IIAIIJ t

LK R](#)]n < 172l
per cui '
. AT
1K | 2eqoryeny) < i vjeN.
Dunque si puo scrivere
h(t) = [(1— = (Kt
7=0

nel senso che questa funzione ¢ ben definita, risolve ’equazione integrale e verifica
o o
|A[[2, 17
1hllo <> 2 [l -
=l

Pertanto ®'(yo, ug) € surgettiva.

Se (yo,up) © una coppia ottimale, o anche soltanto un punto di massimo o minimo
relativo per J sotto il vincolo ®(yg, ug) = 0, in virtu del teorema di Pontrjagin
esiste un elemento p € [C([0,T],R™)]* tale che

Jl(yO; UO) + (ID/(yO:uO)*:u =0€ [C([Ov T]7Rn) X C([O’ T]va)]* (2'1)
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Digressione: il duale di C([0,7],R")

Cominciamo con il duale di C[0,T7]: esso & costituito dalle misure (con segno) p, asso-
ciate a funzioni ¢ : [0,74+ — R, che sono differenze di funzioni monotone crescenti e
continue a sinistra, salvo al piu nel punto 7" per tali misure si ha, piu precisamente,

plle,dl) = o(d™) —@(e) Ve, d[C [0, T].

la dualita si esprime mediante la formula
ph = [ hs)uts)  ¥he T,
[0,7]

e se h € C0,T] vale la formula di integrazione per parti

/[ M) dns) = pDh(d) — pleIhle) ~ / H(s)p(s)ds Vie.d) C [0,7).
Infatti, per il teorema di Fubini,

/ h(s) dyu(s) = / (h(s) — B du(s) + h(e)[p(d) — p(c)] =

[c, [c,d]

¢,d]
_ /[ d] [ @) drduts) + hEleld) - o(e)) =
_ / /[ , W@ dr + AR = 4(0)] =
d

N / [p(d) — ()] B (r) dr + h(c)[p(d) — ¢(c)] =

c
d

= p(d)[h(d) = h(e)] = [ (r)l'(r) dr + h(c)[p(d) — (c)] =

C

— [p(d)h(d) — p()h(c)] / () () dr-

Per quanto riguarda il duale di C'([0,T],R™). poiché per ogni coppia (A, B) di spazi di
Banach vale
(Ax B)"=A"x B*,

lo spazio [C([0, T],R™)]* & costituito da n-ple di misure con segno p, associate a n-ple
di funzioni ¢, differenze di funzioni crescenti e continue a sinistra salvo al pitt nel punto
T. Si ha percio

M([Cad[) = (@l(d_) - 901(0)a cee 790n(d_) - ‘zpn(c» \V/[JJ € [C([O7T]’Rn)]*7

e cio conclude la digressione.
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Torniamo all’equazione (2.1)) e andiamo a calcolare il termine [®'(yo, ug)*p](h, k) per
(h,k) € C([0,T],R™) x C([0,T],R™). Si ha, integrando per parti,

[ (4o, wo)"pl(h, k) = 12(®' (yo, uo) (h, k) =/ [©"(yo, uo) (h, K)](t) dpu(t) =

[0,7]

_ /[OJ’] <h(t) _/o (£, (wo(3),u0(8)) - h(s) + fulvo(s),uo(s)) - k‘(S)]dS,d,u(t)> _

n

=A;#Mwﬂmw»—

—/0 (fy(wo(s), uo(s)) - h(s) + fulyo(s), uo(s)) - k(s), p(T') = ¢(s)),, ds.

Dunque 'equazione (2.1)) diventa

A<%%@mmmm@m+@MM%w@»uwm@+wmm@»Mﬂn+
h(t),d n—
+Aﬂ<w (1))

—/0 (fy(o(s),uo(s)) - h(s) + fulyo(s), uo(s)) - k(s), o(T) = ¢(s))n ds = 0

per ogni (h,k) € C([0,T],R") x C([0,T],R™). Posto ¥(s) = ¢(T) — ¢(s), abbiamo

equivalentemente

A<%%@mm@www»@@m»m@mM@nw+
{galyo(s)s 10(5)) — 0(5) - fulyo(s), uo(s)), k(s)hm ds +
HDmm@»Mﬂm+/ (). dyu(t)) = 0

(0,7]

per ogni (h, k) € C([0,T],R") x C([0,T],R™).
Sfruttiamo adesso 'arbitrarieta di h e k. Scegliendo h = 0, troviamo

T
/ (9u(yo(s), uo(s)) = ©(s) - fulvo(s), uo(s))], k(s))mds =0 Vk € C([0,T],R™),
0
e per il primo dei lemmi fondamentali del calcolo delle variazioni (in L'(0,T)) si ottiene

9u(yo(s), uo(s)) = ¥(s) - fulyo(s), uo(s)) = 0 q.o. in [0,T].

Scegliendo invece h € C§([0, T],R™), ricaviamo

A<%%@MM@%%@%h@ﬁ%w@%MWMB+AH%WAMWnZ&
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dunque, essendo .
/ (h(t). dyu(t)) = — / 0 (8), (1)) dt,
[0,7] 0

deduciamo, per ogni h € C3([0,T], R"),

T
/O (9y(yo(8), uo(s)) — ¥ (s) - fy(yo(s); uo(s)), h(s))n — (9(s), B'(s))n ds = 0,
da cui, per definizione di derivata distribuzionale,

' (s) = =¢'(5) = =(s) - fy(yo(s), uo(s)) + gy(¥o(s), uo(s)) q.0. in [0,7].

Il secondo membro di questa relazione e una funzione misurabile e limitata, quindi ¢ ¢
una funzione assolutamente continua in [0, 77, e per definizione

W(T) = (T7) = o(T) = o(T7).
Scegliamo infine, per un fissato v € R" e per k € N*,
0 se0<t<T—+
(t>:{ (K(T—t)+1)v set—; <t<T.
Allora si ha

| @) un(s) = 005) Fy(sn(s). (), ) s+

(DG (yo(T)), v + / (h(t). dyu(t)) = O

[TférT]

per k — oo il primo addendo tende a 0 per convergenza dominata: infatti |h(t)|, < |v],
per ogni t € [0,7]. L’ultimo addendo, integrando per parti, vale
T

/[T1T1<h(t),du(t)>n = (p(T),0)n =k / (v, (t))n dt,

-4
da cui, per k — oo, la relazione precedente diventa
(DG (yo(T)), v)n + (@(T) — (T7), v)n = 0,
ossia, per 'arbitrarieta di v, deve valere la condizione
DG(yo(T)) = —[e(T) — o(17)] = =(T).

Si ottiene in definitiva il seguente sistema di condizioni necessarie per I'esistenza di una
coppia ottimale (yo, ug):

QU(yO(S)vuo(S)) - ¢(S) ) fu(y0(3)7u0(8)) =0 qo.in [O,T]
V'(s) = =(s) - fy(yo(s),uo(s)) + gy(yo(s), uo(s)) q.o. in [0,T] (2.2)
DG(yo(T)) + ¥(T) = 0.

In molti casi concreti, queste condizioni riescono a selezionare un’unica (candidata)
coppia ottimale. Naturalmente, pero, l'effettiva esistenza della coppia ottimale va
dimostrata separatamente.
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2.4 Un modello di epidemia con vaccinazione

Analizziamo un problema descritto (ma non completamente risolto) in [9]. In una
popolazione, durante un intervallo limitato di tempo nel quale e trascurabile il numero di
nascite e di decessi, si sviluppa un’epidemia con tasso di contagio J e tasso di guarigione
. Dividiamo la popolazione in tre sottogruppi: i suscettibili, vale a dire coloro che sono
soggetti a contagio, gli infetti, cioe i malati, e i rimossi, ossia gli individui guariti,
e dunque non piu attaccabili dalla malattia. Se denotiamo con I(t), S(t) e R(t) le
percentuali all’istante ¢ di infetti, di suscettibili e di rimossi rispetto al totale della
popolazione, avremo

I(t)+ S(t) + R(t) =1, I(t) >0, S(t)>0, R(t)>0,
e potremo scrivere il sistema differenziale

S'(t) = —pSH)I(t)
1) = BS(OIM) - pI(t) 1 0,T)
R(t) = I (1),
con le condizioni iniziali S(0) = Sy, I(0) = Iy e R(0) = Ry, ove naturalmente Sy + Iy +
Ry=1eS,>0,1,>0, Ry > 0.

Dato che R(t) =1 — S(t) — I(t), la terza equazione ¢ conseguenza delle altre due, e in
definitiva il sistema differenziale e

S'(t) = —BS(t)f( )

I'(t) = BS()I(t) — pl(t) t€0,77, (2.3)

S(0) =Sy, 1(0) = Iy,
COHSOZO, IOZOGSO—FIQS 1.
Supponendo di avere a disposizione un vaccino efficace, e volendo intraprendere una
campagna di immunizzazione della popolazione suscettibile che permetta di trasferire
immediatamente ogni individuo suscettibile alla classe dei rimossi, & chiaro che il siste-
ma piu efficace sarebbe quello di vaccinare immediatamente tutti i suscettibili. Ma in
pratica questa strategia richiederebbe enormi risorse materiali e finanziarie. Quindi si
vuole adottare una strategia che minimizzi simultaneamente gli infetti e i costi dell’o-

perazione. Detto allora u(t) € [0, 1] il tasso di immunizzazione tramite vaccinazione, si
cerchera di minimizzare il funzionale

J(u) :/0 [[(t) +§u(t)2} dt, (2.4)
ove A & una costante positiva, sotto il vincolo differenziale
S'(t) —5S(t)f( ) — u(t)S(t)
I'(t) = BS()L(t) — pd (1) t € (0,17, (2.5)
S(0) =Sy, 1(0) = Iy,
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che differisce da per la presenza del termine —u(t)S(t), che misura l'effetto della
vaccinazione.

Alcune proprieta qualitative delle funzioni S(¢) e I(t) si ricavano dalla risoluzione delle
due equazioni:

](t) =1 6[5[55(7')_11] dT’ S(t) = Spe” fg[ﬁ](r)—&—u(q—)} dr :

poiché Iy > 0e Sy >0, si ha I(t) > 0e S(t) > 01in [0,77;

poiché I' + 5" = —uS — pul <0, siha I(t)+S(t) < Iy + Sy <1,

poiché 0 < u(t) <1 e I(t) > 0, la funzione S(t) & decrescente;

e se Sy < &, siccome S(t) decresce, si ha S(¢) < § in [0, T7;

e se Sp > &, I(t) cresce fintanto che S(¢) > &, e poi decresce.

Il numero 2 | & chiamato numero riproduttivo di base o anche valore di soglia critica, e
riveste un ruolo chiave in questo genere di modelli: sostanzialmente ci dice se la malat-
tia e sufficientemente virulenta da riuscire a diffondersi nella popolazione, diventando
endemica, o se invece il numero di contagi diminuisce da subito, riducendone la perico-
losita.

Scegliamo gli spazi di Banach in cui ambientare il teorema di Pontrjagin. Abbiamo
visto che, nelle ipotesi fatte,

S)>0, It)>0, 0<SH+It)<1, 0<u(t)<I;

ma mentre le condizioni su S e I sono implicate dal sistema, il vincolo sul controllo, pur
avendo pienamente senso trattandosi di una percentuale, dal punto di vista matematico
va imposto a priori.

Poiché gli spazi di Hilbert sono i pitt comodi per lavorare, scegliamo per le variabili
di stato (S, 1) lo spazio [L%*(0,T)]* e per la variabile di controllo u lo spazio L?*(0,T).
Abbiamo allora, scrivendo il sistema in forma integrale:

J[L*(0,T)]® = R, J(S,I,u) = /T {I(t) + gu(zﬂ dt,

S(t) — So+ [3[BS(r)I(1) +u(r)S(r)] dr
[(S, 1, u)](t) = 1(t) = Iy = [y [BS(1)I(r) — ul(7)] dr ;
u(t)
K ={(S,I,u) € [L*(0,T)]*: ®(S;I,u) € {0} x {0} x H}, ove
H={uecL*0,T): 0<u(t)<1q.o.in [0,1]}. (2.6)
Calcoliamo i differenziali di J e ®: per ogni (o, j,v) € [L*(0,T)]* si ha

(J(S, 1, ), (0,5, 0)) oy = /0 () + Au(t)o(t)] dt,
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[[2/(S, I, w)](0, j,0)] (1) =
a(t) + [7 [[BI(7) +u(r)|o(r) + BS(1)j(7) + S(1)v(T)] dr
= () = [y [1BI()o(r) + [BS(7) — ulj(r)] dr

v(t)

Verifichiamo che ®'(S, I, u) : [L*(0,T)]* — [L?*(0,T)]? & surgettivo: si noti che ®’(S, I, u)
¢ della forma I + K, ove K & un operatore integrale con nucleo in [L*(0,T)]?, dunque K
e compatto; dal teorema dell’alternativa di Freedholm segue che ®'(S, I, u) & surgettivo
se e solo se e iniettivo. Questo accade se e solo se il sistema

o(t) + f(f [[6[(7’) +u(1)]o(7) + 8S(1)j(T) + S(T)U(T)] dr =0
j(t) = Jy [BI(r)o(r) + [BS(r) — ulj(r)] dr =0
v(t) =0

ha solo la soluzione nulla. Ma cio € vero perché questo sistema equivale ad un sistema
differenziale lineare in o e j, con le condizioni ¢(0) = 0 e j(0) = 0.

Il problema che stiamo esaminando non € un problema di Bolza, né rientra nelle ipotesi
in cui ci siamo messi per dimostrare il teorema di Pontrjagin, a causa della presenza
del vincolo 0 < u(t) < 1, che non possiamo leggere come una condizione scalare del
tipo ¢(S,I,u) € [a,b]: essa ¢ invece una condizione puntuale, che si traduce dicendo
che u € H, ove, come sappiamo, H = {v € L*(0,T); 0 < v <1 q.0.}; si noti che H ¢
convesso e chiuso in L*(0,7).

Cionondimeno possiamo ripercorrere la dimostrazione del teorema di Pontrjagin sotto
le nostre attuali ipotesi: il punto di partenza & che, se (S,1,%) ¢ un punto di minimo
vincolato per J su K, allora, per la proposizione [2.2.4]

—J'(S,I,7) € N(K,(S,I,u)) = N(® ({0} x {0} x H),(S,I,7));
per la proposizione [2.2.10](ii),
N(@ ({0} x {0} x H),(S,I,u)) = ®'(S,I,u)*(N({0} x {0} x H,®(S,I,7));
infine, per la proposizione [2.2.6),
N(® ({0} x {0} x H),(S,I,u)) = ®'(S,I,u)*(L*(0,T) x L*(0,T) x N(H,u)).
Dungque nel punto di minimo vincolato (S, I,u) vale la condizione
—J'(S,I,u) € (S, 1,u)*(L*(0,T) x L*(0,T) x N(H,u)).

D’altronde, per la proposizione [2.2.3]
T
ue NH,u) — / u(t)v(t)dt <0 YveT(H,u),
0
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ed inoltre

T(H,u) = {velL*0,T): IHw,} c L*0,T), 3{t,} CR: v, — vin L*(0,T),
t, — 07, 0 <u(t) + tyv,(t) < 1 q.o. in [0,T]}.

Se v € T(H,w), si puod supporre, passando a sottosuccessioni, che v, (t) — v(t) puntual-
mente q.o. in [0,7]. Allora sull’insieme

Ey={te[0,T]: u(t) =1}

deve essere
vn(t) <0 q.o. in Ey,

e quindi v(¢) < 0 q.o. in Ey; sull’insieme
Ey={te[0,T]: u(t) =0}

deve essere
v,(t) >0 q.o.in Ey,

e quindi v(¢) > 0 q.0. in Ep; infine sull’insieme
E={tel0,T]: 0<u(t) <1}

sara v, (t) arbitraria per n sufficientemente grande, e quindi v(¢) sara arbitraria in F.
Dunque

veT(Hu) <= vecl?*0,T), v<0 qo.inE;, v>0 qo.inFE.
Percio, se u € N(H,u) possiamo scrivere per ogni v € T'(H,u):
T
0> / u(t)o(t) dt = / u(t)v(t) dt + / u(t)v(t) dt + / u(t)v(t) dt,
0 B E Eo
e scegliendo v nulla in Fy U E; deduciamo, utilizzando v e —v,
0= / u(t)v(t)dt Vv e L*(E),
E
da cui u = 0 q.o. in E. Scegliendo poi v nulla in F; e non negativa in FEj, ricaviamo
0> / wBot)dt Yo >0, ve L2(E),
Ey
da cui u < 0 q.o. in Ey. Infine, scegliendo v nulla in Ej e non positiva in F;, otteniamo
0> / Wbt dt Yo <0, ve LX),
Eq

da cui u > 0 q.o. in Fy. In definitiva

u€e N(H,u) = u€M,
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ove
M={veL*0,T): v=0 qo.in E, v<0 q.o.in Ey, v>0 q.o. in E}.
Pertanto si conclude che
—J'(S,I,7) € ®'(S,I,u)* (L*(0,T) x L*(0,T) x M);

allora applicando il toerema di Pontrjagin [2.2.14] troviamo tre moltiplicatori A; €
L*(0,T), Ay € L*(0,T) e m € M tali che

J(S, 1,7) + ®'(S, I,u)* (A1, Ay, m) = 0 € [L*(0,T)]?,
cio¢, per ogni (o, j,v) € [L*(0,T))?,
<Jl(§7 77 ﬂ)? (O-aja )>[L2(OT 3 + <(A1a A27 )a [ /(ga 77 ﬂ)](O’,j, U)>[L2(O,T)]3 = 0.

Volendo scrivere esplicitamente queste condizioni si arriva, dopo noiosi calcoli, alla
relazione seguente:

/ {[i®) + Autyv(t)]+
+Aq(t) [a(t) + /0 [[6](7') +a(r)]|o(r)+ BS(1)j(1) + g(T)U(T)} dT:| +
#0(0) |10~ [ [BT()07) + 55(0) = i) ] + mieyo(e) } e =

ovvero, con 1'uso del teorema di Fubini-Tonelli,

/0 ' {U(T) [Alm + [BT(7) + (7] / "Nt dt — FT() / ' Mo() dt} +

+5(7) [1 +BS(7) / t Ay () dt + Ao (7) — [BS(7) — 4] / t As(t) dt] +
v(T) {Aa(r) + S(7) /t Ay (t)dt + m(T)] } dr = 0.

T

Ponendo
M(r) = — / M) dt,  Ao(r) = / As(t) dt,

per l'arbitrarieta di (o, j,v) si ricava il sistema



Dunque A1 e Ag sono soluzioni del sistema retrogrado

(M) Mo(8) = —(M(®) Xa()- ( —[BI(t) +u(t)]  —BS(t) ) +(01)
BI(t) BS(t) -
(M(T) 2(T)) = (0 0),

mentre, tenuto conto del fatto che m € M, la relazione

(1) = 5 [S()M(1) — m(1)
implica _
- SOMO =) SN g,
o= SONO =it SOND
u(t) = W q.o. in E,
da cui S (e
u(t) = min {max{wﬁ},l} q.o. in [0, 7.

In particolare, se esiste il controllo ottimale, esso & continuo in [0, T, perché S & continua
e N € L*0,7).
Si noti che nel nostro esempio

A —B1S —uS
g(S,[,u):I+—u2, f(Svj7U): ﬁ )
2 BIS — pl
e dunque, scrivendo y = (S, 1),
0
gy(S,I,u):<1), gu(S,[,U):AU,

pis = (T ) asa= ().

Si riconosce allora che le condizioni necessarie di ottimalita sono in questo caso, posto

P(t) = (M(t), A1),

{w’@) o(t) - fy(S ()f() u(t)) — g,(S(t), I(t),7(t)) @)

) -
(S(), I(t),u(t)) + (1) - fu(S(E), I(t),u(t)) + m(t) = 0.

Sono le stesse equazioni trovate nel caso del problema di Bolza, con una differenza
di segno per g, e g, e con il moltiplicatore m(t) in piu, che nel problema di Bolza
non compariva, non essendovi vincoli sul controllo. Ma il segno del moltiplicatore ¢
irrilevante (bastava denominarlo —1 anziché 1), e quindi le equazioni sono le stesse.
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In conclusione, se il controllo ottimale esiste, esso e continuo. Quindi, risolvendo il
sistema nelle incognite S, I, lo stato ottimale (.S, ) & continuo, anzi di classe C".

Ma esiste il controllo ottimale? Prima di fissare una successione minimizzante {(Z,,, uy)}.
cioe tale che J(I,,,u,) — inf J, e di sperare che essa converga ad una candidata coppia
ottimale, occorre sapere che, dato un controllo u, esiste lo stato (.S, I') corrispondente: in
altre parole occorre saper risolvere un problema di Cauchy 2-dimensionale della forma

{ y'(t) = F(t,y(t))
y(0) =z,

in cul F(t,y(t)) := f(y(t),u(t)) ¢ una funzione misurabile nelle prima variabile e conti-
nua nella seconda. Qui il teorema di esistenza di Cauchy-Lipschitz non e applicabile.

2.4.1 1l teorema di Carathéodory

Fortunatamente, esiste il seguente teorema, dovuto a Carathéodory, che non solo risolve
questo punto ma e anche il punto di partenza per la dimostrazione del teorema di
Filippov-Cesari, che garantira l’esistenza della coppia ottimale per una vasta classe di
problemi finito-dimensionali.

Teorema 2.4.1 (di Carathéodory) Sia f : [a,b] x R" — R"™ una funzione tale che:
(a) f(-,y) é misurabile per ogni y € R™;
(b) f(z,-) é continua per ogni x € [a,b];

(c) esistono S : [a,b] — RT sommabile, ¢ : [0,00[— R continua, positiva e non
sommabile in [0,00], tali che

|f(zy)ln < Vo € [a,b], VyeR"

Allora per ogni £ € |a,b] e per ogni n € R™ esiste una funzione y : [a,b] — R,
assolutamente continua, tale che

{ y(z) = f(z,y(x)) g.o. in[a,]
y(&) =n.
Se, inoltre, esistono M € L'(a,b) e w :]0,00[— RT continua, tali che
[z, y+2) = fl@,y)ln < M@)w(lz]n) Vo elab], VyeR",
dt

e se risulta fol o = O allora la soluzione del problema di Cauchy é unica.

Dimostrazione Proviamo anzitutto che

y(-) € Cla,b] = f(-,y(-)) misurabile in [a,b].
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Infatti, se y € Cla,b] esiste una successione {yx} di funzioni costanti a tratti in [a, ],
tale che yx(r) — y(r) puntualmente in [a, b]. Sara

my
r) =Y ciely,(r)
j=1

ove ¢jr € R e gli Jj; sono intervalli adiacenti la cui unione ¢ [a,b]. Allora possiamo
scrivere

xyk’ focjk]Jk )

e siccome le funzioni f(-,¢;) sono mlsurablh, tale & anche f(-,y4(-)); dunnque anche
f(,y(+)), limite puntuale delle f(-,yx(+)), &€ misurabile.

Cio premesso, supponiamo dapprima ¢ = 1, cosicché |f(z,y)], < S(x) in [a,b] x R™.
Allora, in particolare,

y() €C0,T] = f(y() € L'(a,b).

A

Fissato £ € [a, b], poniamo per ogni k € NT:

x—l—% se agxgﬁ—%
w@) = € s f-it<o<etd

1 1
r— ¢ se §+§§x§b,

con ovvie modifiche quando ¢ = a oppure 5
=0 : E .

Proviamo ora che per ogni k € N* esiste un’unica funzione g, € C[a,b] tale che

>

up ()
go(@) =1+ /5 f(t.ge(®) dt, x € [a,]

L’equazione ¢ soddisfatta in [{ — %, &+ ﬂ dalla funzione gi(x) = 7, come ¢ immediato
verificare. Supponiamo che per qualche h € NT la g, sia definita in [5 — %,{ + %}, e
risolva ’equazione in tale intervallo; allora in particolare g, € necessariamente continua
in questo intervallo, essendo la funzione integrale di un’integranda sommabile. Ma
se v € [€— 1 ¢4 B8] gi ha wy(z) € [€— 2, &+ 2], e quindi il secondo membro
dell’equazione ¢ e ben definito in [ — 2 &+ h“f: ne segue che g, (z) risulta ben definita
e continua in [f h+1 €+ h“{ Per mduzmne su h, possiamo concludere che g, € ben
definita e continua 1n [a,b].

Mostriamo adesso che la successione {g; } verifica le ipotesi del teorema di Ascoli-Arzela.
Le gj sono equilimitate:

ug ()

b
196@) | < [l + F(tge(®) de| < Il + / S(x)dr Yk € N*.

n
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Le g sono anche equicontinue: sia infatti € > 0 e sia § > 0 tale che

/jS(m)dm

Allora, essendo |uy(x) — ug(2")] < |z — 2’| per ogni k € NT e per ogni z, 2" € [a, ], si ha

per [ —a| <0
ug(8)
/ S(t)dt
up (o)

p—al<d = < e.

196(B) — gr(a)|n = < <e VkeNT.

B
/ f(t, gr(t))dt

n

Pertanto, possiamo estrarre dalla successione {gx} una sottosuccessione {gx, } tale che
gk, converga uniformemente in [a, b] ad una funzione g € Cfa, b]. Osservato che risulta
lug(z) — x| < % per ogni k € NT e per ogni x € [a, b], passando al limite nell’equazione
di g si ha, per convergenza dominata,

sa)=n+ [ Fltg®)ar Voelab
3
ossia g € assolutamente continua e risolve il problema di Cauchy.

Eliminiamo adesso I'ipotesi ¢ = 1. Poiché ¢ ¢ L'(0,00), e d’altra parte ¢ € L'(0, A)
per ogni A > 0, esiste N > ||, + 1 tale che

/m iﬂ o(t) dt > / ' () dr.

Poniamo

gN(:L‘ay): N
f(x,w—|y> se x € [a,b], |y|, > N.

E chiaro che gn soddisfa le stesse ipotesi di f; inoltre gy (x,y) coincide con un valore
assunto da f in [a,b] x {|y|, < N}, per cui
1
lgn (2, y)|n < S(x) - sup —— =: Sy(z) € L'(a,b).
ost<n #(1)

Per quanto gia provato, esiste una soluzione assolutamente continua y(z) di
{ y'(x) = gn(z,y(x))  q.o. in [a,b]
y(&) = n.
Dimostriamo che risulta |y(z)|, < N in [a,b]: cio implichera che
Y (z) = gn(z,y()) = f(z,y(z)) qo.in [a,b],

e dunque y risolvera il nostro problema.
Supponiamo per assurdo che sup,,<;, |y(7)|, > N: sara ad esempio

sup [y(z)ln > N
g<ash
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(il discorso ¢ del tutto analogo nel caso sup,<,<¢ |y(7)], > N). Poniamo

B=inf{z €],b): |y(@)|, =N},  a=sup{z €[ B[ |y@)], = |nl, +1}.

Allora, essendo ||, +1 < N, deve essere per definizione di a e 3

nln + 1= ly(@)ln < ly(@)ln <ly(B)la =N Vzela, b,

cosicché
gn(2,y(2)) = flz,y(x)  in [o,f]
Dunque
: — (). Flo u(a @)l S)
(y(l‘),y(x)>n— <y( )7f( 7y( ))>n_ S0(|y($)|n) q.0. [ 76]7

/
[y (@)n
Integrando in [« 5], e utilizzando il cambiamento di variabile ¢ = |y(z)|,, si trova

v s (@), ¥ (@) g b
dt = z)l,) —————dx < S(z)dx < S(x)dr,
/| so<t>t/aso<|y<>|> </a<> </a<>

a1 [y ()]

e(ly(x)]n) q.o. in [a, B].

il che e assurdo per la scelta di N.
Proviamo 'unicita. Siano y; e y» due soluzioni distinte: allora, supponendo per esempio
che sup;_,<; [y1(z) — ya(z)] > 0, poniamo

v =sup{z € [§,b] 1 y1(7) = w2(7) V7 € [€, 2]}

Esiste una successione {v,} C]&,b| tale che v, \ v per k — oo e
y1() # y2(v) VE € N

Fissiamo k: esiste un intervallo I, =]y, B[, contenente i, tale che v < ay < B < b,
con yp () = ya(ag), mentre |y; — yo|, > 0 in I. Si ha allora per q.o. = € I

(W (2) = v2(2), 11 () = w5 (@) = ((2) = v2(2), (2, 01(2)) = f (2, a2(2)))n <
< yi(@) = y2(@)[n M (@) w(|y1(2) = y2(2)]n),

da cui, per q.0. = € I,

(@ =@l @) = (@)@ @

W(lyi(2) = ye(@)a) (@) = g(@)law(lyi (@) = ya(2)]a)
integrando su [j si ottiene

ly1(Br)=y2(B)ln g4 Br d _ N Br b
0 w a a

e Wl (@) = v2(2)]n) o

il che e assurdo, essendo U% non sommabile in ogni intorno destro di 0. Percio deve essere
v =b, ossia y; = yo in [£, b]. Similmente si ricava y; = yo in [a,&]. D

Osservazione 2.4.2 Del teorema [2.4.1] esiste anche una versione locale, per la quale si
rimanda al capitolo 9 di [6]
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2.4.2 [Esistenza della strategia ottimale di vaccinazione
Utilizzando il teorema [2.4.1} proviamo il seguente risultato preliminare:

Teorema 2.4.3 Sia H definito da (2.6). Per ogni u € H esiste un’unica coppia (S, 1)
di funzioni assolutamente continue in [0,T] che risolve il problema di Cauchy (2.5) g¢.o.
m [O,T], ove I() Z 0, S() Z O, ]0 +SO S 1.

Dimostrazione Notiamo che

f@&nz(_ﬁéjﬁﬁ)7 te0,7], (S,1) € R’

¢ misurabile in ¢ per ogni (S,1) € R? e di classe C' in (S, 1) per ogni t € [0, T7]; pero le
ipotesi del teorema non sembrano valere, dato che riusciamo soltanto ad avere

[f(£,5, DIz < 261] + [u(®)] + ] - [IS] + [11];
(8,8, 1) = f(t. 5, D2 < [2B1] + [u(t)] +2815| + p] - (IS — S| + | — I]].

Sia allora ¥ € C§°(R?) una funzione tale che 0 < 6(S, 1) < 1, 0(S,I) =1 in {(S,1) :
S| <1, |I] <1} e 6(S,I) = 01in {(S,1) : |S| <2, |I] < 2}. Posto f(t,S8,1) =
f(t,s,1)0(S, ), la funzione f verifica le ipotesi del teorema essendo di classe C!
a supporto compatto. Quindi il problema di Cauchy

(fy:f@&” q.o. in [0,7]

(7))o= (%)

ha soluzione unica (S, ). Per questa soluzione si ha
T(t) = I 1S -oE@ T ar >
(1) = Sy e~ BEFIOHBED T ¢ 9 g1

(1) + 5 (1) = ~[@®)S(t) + pm®)o(S ), 1) <
da cui
0<I({t)+SEt)<Ih+S <1 Vtel0,T]
Percio o o
f@t,5(0),1(t) = f(t, 5( ), I(t)) vVt [0,T],
cosicché (S, T) @& soluzione del problema (2
Se (S , ) ¢ un’altra soluzione del problema . allora

0<SH)+It)<1 Vtelo,T],

da cui

F,5),1(1) = f(S(t). 1(t) vt e[0,T];



dunque (S,1) e (S,1) risolvono entrambe il problema di Cauchy con secondo membro
f. Ne segue (S,1) = (S,1), e questo conclude la dimostrazione. [

Abbiamo cosi verificato che per ogni controllo u € H esiste un unico stato (S, ) asso-
ciato a u. A questo punto, inoltre, possiamo risolvere univocamente, ancora in virtu del
teorema [2.4.1] il sistema lineare

A(t) = [BI(t) +u(@®)]Ai(t) — BI()Aa(t)
Ao(t) = BS(E)A(t) — [BS(E) — plAe(t) — 1 t€10,7].
M(T) = Mo(T) = 0,

Possiamo finalmente provare l’esistenza di un unico controllo ottimale per il problema
dell’epidemia con vaccinazione.

Teorema 2.4.4 FEsiste un unica coppia ottimale ((S 1), ) per il problema di minimiz-
zazione del funzionale (2.4) sotto il vincolo differenziale (2.5)).

Dimostrazione Sia {u,} C H una successione di controlli, sia {(S,, I,)} la corrispon-
dente successione di stati, e supponiamo che

T A
J(In,up) = / [In(t) + Eun(t)Q} dt — i%fJ per n — oo.
0

La successione {u,} ¢ limitata in L?*(0,7): poiché H & un convesso chiuso, dunque
debolmente chiuso, in L?(0,T'), esiste una sottosuccessione {u,, } C {u,} debolmente
convergente in L?(0, ) a una funzione u € H. Pertanto

A T
—/ w?(t) dt < liminf = u? (t)dt.

D’altra parte, {S,, } e {I,, } sono successioni equilimitate (essendo 0 < S, +1,, <1)ed
equicontinue (perché S}, e I, sono limitate). Quindi, per il teorema di Ascoli-Arzela,
a meno di ulteriori sottosuccessioni si ha S,, — S e I,, — I uniformemente, e in
particolare fOT L, (t)dt — fo t)dt. Ne segue

T T
J(S,u) < lim I, (t)dt + hm inf g / Uy, (t)2dt = lim J(I,,u,) = inf J,
0

k—o0 0 k—o0 n—00

e dunque ((?, T),ﬂ) e ottimale. L’unicita segue dal fatto che vi € un unica soluzione
delle equazioni ([2.7)) che forniscono le condizioni necessarie di Pontrjagin. 0O

2.5 Il teorema di esistenza di Filippov-Cesari

Quando abbiamo a che fare con problemi di controllo pitt complicati, ¢i occorre un risul-
tato piu generale di esistenza ed unicita del controllo ottimale. Esporremo i teoremi di
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Filippov e di Cesari, i quali, pur non essendo esaustivi, sono di fondamentale importan-
za per una vasta classe di problemi finito-dimensionali, che andiamo ora a descrivere.
Vogliamo minimizzare il funzionale

T = [ " L y(t), u() dt + 6(e) (28)

nella classe delle funzioni u : [tg,?;] — U sommabili in un certo intervallo [to, ],
dipendente da wu, sotto la condizione

{ y'(t) = f(t,y(t),u(t)), tE€ [to,t] 9
y(to) = yo, €= (to,t1,%0,y(t1)) € S.

L’intervallo [to, t1] si considera parte della definizione del controllo u (& il suo dominio).
Dunque, sono dati gli insiemi U C R™ (valori dei controlli), e S C R?*"2 (stati e
tempi iniziali e finali), nonché le funzioni L, f, ¢; il controllo & (yo, u), lo stato & definito
dall’equazione differenziale ma ¢ anche vincolato dalla condizione e € S, mentre il
controllo ¢ anch’esso vincolato dalle condizioni u(t) € U per ogni t € [ty,t1] ed e € S.
Le ipotesi di base sono le seguenti:

f R XU SR L:R"™ xU =R, ¢:S5 — R sono funzioni continue; (2.10)
[f(ty,u)ln < CLL+ fylo +[ul] Yt y,u) € R™ X U; (2.11)
[f(t oy, u) = f(&G,u)ln < Coll + |ullly =7l Yt y,u), (£,7,u) € R™ x U (2.12)

Osserviamo subito che se U ¢ un insieme limitato, allora in e in si puo
omettere la dipendenza da |u.

Lo stato y ¢ univocamente determinato, in virtu del teorema e dell’ipotesi .
Esso si scrive implicitamente in forma integrale:

o0 =0+ [ Tl ds, te nl (213
0
Di conseguenza, e valida la stima
WO sl <C [ 0+ b+ uls)ds 1€ fo) .14
0
Infatti, per (2.11]),

0<|y(t) —voln = <

/t £(s,y(s), u(s)) ds

n

IA

c / (14 14(5) = Yoln + [yl + u(s)[] ds =

t t
= o [ 1us) = wolads + € [ 1+l -+ [u(s)) ds:
to

to
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utilizzando il classico lemma di Gronwall, si ricava la tesi con
C=eli=) 140y, O
Introduciamo i seguenti insiemi:

F={(yo,u): yo € R", u € L'(ty,t1;U) per un opportuno [tg, ;] C R,

2.15
y verifica (2.13), e = (o, 1,90, y(t1)) € S} (249

(F ¢ la classe dei controlli ammissibili),
F(t,y)={f(t,y,u): welU},  (ty) €eR™, (2.16)

F(t,y) ={(z,w) e R™ : 2 = f(t,y,u), w> L(t,y,u), ue U}, (t,y) € R"1. (2.17)

Valgono allora i seguenti teoremi:

Teorema 2.5.1 (di Filippov) Nelle ipotesi (2.10), (2.11), (2.12)), supponiamo che
L =0, ed inoltre che:

(i) F sia non vuoto;

(ii) U sia compatto;

(iii) S sia compatto;

(iv) F(t,y) sia convesso (e, ovviamente, chiuso) per ogni (t,y) € R"*1.
Allora esiste (y5,u*) € F tale che

J(yg,u*) = min J(yo,u).
(5o") = i _J(un, )

Teorema 2.5.2 (di Cesari) Nelle ipotesi (2.10)), (2.11), (2.12), supponiamo inoltre
che:

(i) F sia non vuoto;

(ii) U sia chiuso;

(iii) S sia compatto;

(iv) F(t,y) sia convesso (e, owviamente, chiuso) per ogni (t,y) € R*+1;

(v) esista una funzione continua g : U — R, tale che

L(t,y,u) > g(u) V(t,y,u) € R"™ x U, lim g(u) _ too

|u| =00, uelU |u| N
Allora esiste (y5,u*) € F tale che

J(y5,u*) = min_J(yo,u).

(yo,u)EF
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Osservazioni 2.5.3 (1) Nei due teoremi l'ipotesi (iv) puo essere sostituita da
(iv)’ U ¢ convesso, f(t,y,u) = a(t,y) + B(t,y)u e u— L(t,y,u) & convessa,

perché da (iv)’ segue che F(t,y) e F(t,y) sono convessi.

(2) Nei due teoremi I'ipotesi (iii) puo essere sostituita da

(iii)* esiste py > infx J ed esiste un compatto S’ C S, in modo che valga la seguente
implicazione:

e€sS, JuelU taleche J(yp,u) <y =— ecs.

Infatti, ai fini della minimizzazione di J si puo riformulare il problema prendendo S’ in
luogo di S.

(3) Nel teorema di Cesari, se U ¢ compatto la condizione (v) si riduce ad una limitazione
inferiore per L della forma

L(t,y,u) > K Y(t,y,u) € R"M x U;

infatti ¢ non ha vincoli all’infinito ma e continua sul compatto U, dunque ¢ uniforme-
mente limitata.

In particolare, se nel teorema di Cesari [2.5.2] assumiamo U compatto e L = 0, sono
automaticamente verificate le ipotesi del teorema di Filippov [2.5.1l Percio, se dimo-
striamo il teorema risultera provato anche il teorema [2.5.1]

(4) Nel teorema di Cesari, in conseguenza di (v), esiste b > 0 tale che
glu)>—-b  Vuel. (2.18)

Infatti g(u) > Mlu| se |u| > Ry, mentre sul compatto U N B(0, Ry) la g ¢ continua e
dunque inferiormente limitata.

(5) Poiché S & compatto, esiste [Ty, T1] tale che [to, t1] C [Ty, T1] per ogni (to, t1, Yo, Y1) €
S. Fissato un elemento uy € U, possiamo estendere ogni controllo u : [tg,t1] — U a
tutto l'intervallo [T5, 71] ponendo u(t) = ug per ognit € [To, 1]\ [to, t1]. Di conseguenza,
anche lo stato y e definito dalla formula in tutto [Ty, 7], e possiamo estendere la

relazione (2.14) a [Ty, T1):
t
[y (t) = yoln < C/ 1+ [yoln + [u(s)[Tds ¢ € [To, Thl. (2.19)
to

(6) Se U & compatto, esistono My, My > 0 tali che
ly(t)], < M, Vt € [Ty, T1], Y(yo,u) € F, (2.20)

ly(t) — y(s)|n < Ma|t — s Vt, s € [To, T1], V(yo,u) € F. (2.21)
Infatti, essendo S compatto, vale |yo|, < My per ogni (yo,u) € F; per la compattezza

di U, si ha |u(t)] < B per ogni (y,u) € F. Da (2.19) e (2.11) segue allora
[y()]n < [y(1) = yoln + |yoln < CL(TL = To)[1 + Mo + Bl + My =: M,
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<

n

ly(t) —y(s)ln =

l/fh%ﬂwﬁﬂm

S §01[1+M1—|—B]|t—8| = M2|t—8|

/ Ci[l + M; + B]dr

s

Prima di dimostrare il teorema di Cesari, vediamo qualche esempio e controesempio.

Esempio 2.5.4 Come caso particolare del teorema [2.5.1] fissiamo ¢y e 3y, imponendo
solamente la condizione finale (¢1,y(t;)) € S1, con S; € R™™!. Dunque

S ={e=(to,t1,%0,%1) : (t1,41) € Si}.
Si ha allora
(yo,u) € F <= Jt; >ty tale che (t1,y(t1)) € S1.

Poniamo

J(U) = tl — to,
minimizzare J equivale a portare (¢,y(¢)) in S; in tempo minimo. Possiamo allora
enunclare:

Corollario 2.5.5 (problema del tempo minimo) Supponiamo verificate le ipotesi
(2.10), (2.11), (2.12) e (i), (ii), (iv) del teorema [2.5.1; se inoltre Sy é chiuso, allora
esiste u* : [to, t1] = U tale che J(u*) = min J.

Dimostrazione Si ha ¢(e) =t —ty. Sia w : [tg, 7] — U un controllo ammissibile, che
esiste per (i). Sia u; = 7 —t9 = J(u); se puy = inf J, la tesi & provata. Supponiamo
dunque 4; > inf J. Dall’osservazione [2.5.3](6) segue

’y(t)'n S M1 Vt € [tQ,T].

Poniamo
S" = {(to,t1,y0,71) : t1 € [to, 7], |yaln < My, (t1,91) € Si};

allora S’ ¢ incluso in S, ¢ compatto, e verifica la condizione dell’osservazione [2.5.3|(2):
infatti, se e € S ed esiste @ : [tg, 0] — U tale che J(u) < 4, cio significa che, detto 7 lo
stato corrispondente a u, deve essere (6,7(0)) € Si, con

J@) =0—-ty<m=71—t.

Dunque 6 € [to, 7], |[5(0)], < M e (0,7(0)) € Sy, vale a dire e € S'. Pertanto il teorema
implica l'esistenza di un controllo ottimale u* : [to,t*] — U, tale che per lo stato
corrispondente y* si abbia (t*,y*(t*)) € Sy, e risulti J(u*) =t* —tg =minJ. O

Controesempio 2.5.6 Il teorema di Filippov ¢ in generale falso quando S non &
compatto. Infatti, sianon =m =1, U = [-1,1], t, = 0, yo = 0; consideriamo

1
fw%w:u,sz{maaw:yz,t>o}

t
Jw) = y(t),  t = inf {t S0 y(t) = %} |
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L’insieme S non & compatto. Proviamo che inf .J = 0: fissato ¢ > 0, definendo
0 in [0,7]
u(t) = _ i
1 in [t o0],
lo stato corrispondente e

@(t)={ 0 in [0, 7]

t—1t in |t, 6],

y=1/t

T

e pertanto si ha

>t—1 <— P—t—-1>0 <—

t<Z+\/¥2+4
_— 2 b

| =

/44
2

da cui t; = e

1 2
J@)=yt) = — = ——5=—=<¢
b T4Vt +4
purché ¢ sia maggiore di un opportuno 7.. D’altra parte, ¢ ovvio che per qualunque
controllo u si ha )
J(u) =y(t1) = — >0,

131
cosicché inf J = 0.
Si noti che S non verifica la condizione dell’osservazione (2): infatti, per ognie > 0
la successione di controlli {u,}, ove u, = I (n,oo| » € tale che lo stato y, corrispondente
verifica J(y,) < e definitivamente, ma e, = (0,%,,0,y,(t,)) non appartiene ad alcun
compatto contenuto in S, visto che ¢, > n — oc.

Controesempio 2.5.7 Il teorema di Filippov ¢ in generale falso quando F(¢,y) non &
convesso per qualche (¢,y). Infatti, sianon =2, m =1, U = [-1,1], tc = 0, yo = (1,0),
C={(y1,y2): yi+yi=a*},con0<a<l,e

—y5 +u*, I
)
poniamo

S =1{(0,t1,50,11) : 1 € C}, C}a ;o =

J(u) =t =inf{t >0: y(t) € C}.

f(t,y,fu}:(

Questo ¢ nuovamente un problema di tempo minimo: S ¢ chiuso, ma si puo verificare che
esiste un compatto S’ C S, dotato della proprieta dell’osservazione (2). Tuttavia,
I'insieme

F(t,y) ={(-y; +v’,u) : we[-1,1]}
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non e convesso, essendo un arco di parabola. Il sistema, naturalmente,

{ yil(t) =TT o (2.22)
Ya(t) = uf(t),

Proveremo che:

(i) t; > 1 — a per ogni controllo u,

(i) infJ =1 —a,

(iii) in realta t; > 1 — a per ogni controllo w.

Proviamo (i): dal sistema (2.22) si ha
¢
yl(t)g—l—i—/ u(s)?ds < —1+t<-a Vte[0,1—a;
0

pertanto deve essere t; > 1 — a.

Proviamo (ii): per r € N7 sia

1ose [42,%7
(1) = roo € N*T.
tr() {—1 seté[ﬁz—][, /

2r 7 2r
Detto y, lo stato corrispondente, si ha Y4
t
Yor (1) :/ ur(s)ds 1/(20] - =onss == —omas =" o
' 0 r(#)ds, /H\f T -
Ir t
il cui grafico ¢ a lato, mentre

Y (t) = —1+ /Ot[—ygr(s) +u(s)?]ds = -1+t — /Ot Yar(s)? ds.

Poniamo T3, = J(u,) e proviamo che t;, — 1 —a per r — oo. Sappiamo da (i) che
1 —a < ty,. Poi, risulta

1
< yor(t) < — t >0,
O_yg()_QT V_O

da cui

¢
ylr(t):—l—i—t—/ Yor(s)ds — —1 4+t per r — oo;
0

inoltre, scelto t = 1 e fissato € €0, a[, si ha

{ yi1r(1) > —e > —a

per r grande,
|y2r<t>’ S %
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il che implica che il punto (y,(t), y2-(t)) ¢ interno a C' per r grande. Dunque
l—a<t, <1 per r grande.
D’altronde, per r — oo,

tir 1
Yir(tir) = =1+ t4y —/ Yor(s)?ds = =1+ ty, [1 +0 (7“_2)} ;

0
ed essendo Y1, (t1,)? + yor (t1r)* = @?, si ricava

lim ylr(tlr)Q = a2'

T—00
Ma y1,(t1,) < —1 4 ty; < 0 per r sufficientemente grande, e dunque yy,(t1,) — —a per
r — oo. Percio

1 T't’f’
limtlrzlimLmzl—a.

r—00 r—oo | 4+ O (r%)
Cio prova che inf J =1 — a.

Proviamo (iii). Sia u un controllo ammissibile. Se v =1 q.o. in [0,1 — a], allora per lo
stato corrispondente y si ha

yit)=—1+ [3(~s>+1)ds= -1+t &
?J2(t) :ta

e se fosse a® = y1(1 — a)? + yo(1 — a)?, ricaveremmo

= (vn-0- 050 va-ar

tel0,1—al,

e dopo qualche calcolo

(1—a)°
9

il che & impossibile se 0 < a < 1 (la funzione a secondo membro ¢ nulla per a = 1 ed ha

derivata negativa in [0, 1]).

Se invece esiste E' C [0,1 — a], di misura positiva, tale che u < 1 q.o. in E, allora

0=

t
yl(t)g—l—I—/u(s)2ds<—1—|—t§—a vVt e [0,1—al;
0

dunque ¢ impossibile che (y;(t),y2(t)) € C per alcun t < 1 — a. Cio prova (iii).

Controesempio 2.5.8 Il teorema di Cesari e falso senza la limitazione dal basso espres-
sa dalla condizione (v). Sianon =m = 1,1t =0, yo = 1, t; = 1, y = 0: dunque
S = {(0,1,1,0)}. Poniamo f(t,z,u) = u, L(t,z,u) = tu®. Stiamo cercando, fra i
controlli che portano lo stato da yp = 1 a y; = 0 in tempo unitario, quello che minimizza



Proviamo che inf J = 0 ma che J(u) > 0 per ogni v € F. Notiamo che u = 0 q.0. non &
un controllo ammissibile, perché lo stato corrispondente ¢ y(¢) = 1, che non si annulla
per t = t; = 1; quindi si ha J(u) > 0 per ogni controllo ammissibile.

Per r € NT sia u,(t) = —1t:71; allora y,(t) = 1 — t+ e

T

SN

1
1
5 2, 1 1s 1
J(ur):/o ﬁSr dszﬁl?]0:§—>0 per r — oQ.

Percio inf J = 0, ed il minimo non esiste.

Dimostrazione del teorema Per l'osservazione [2.5.3(5), tutti i controlli e gli
stati sono definiti in [Ty, 73]. Nei lemmi che seguono sono sottintese le ipotesi del
teorema [2.0.2

Lemma 2.5.9 Sia v > 0.

(1) Per ognin > 0 esiste § > 0 tale che
T

A - [To,Tl], m(A) < 5, u € LI(TQ,Tl;U), /

To

g(u(t) dt <v —> / ()| dt < 1

(ii) esiste M > 0 tale che

T1 Tl
w e LNTy, T: U), / gu@)dt <v — [ Jut)|dt < M.

TO TO

Dimostrazione (i) Sia b > 0 tale che g(u) > —b per ogni u € U (osservazione
2.5.3(4)). Per l'ipotesi (v), per ogni B > 0 esiste ¥ > 0 tale che

Blim Up =0, lu| <Vpg(u) YueU con |ul > B.
—00

Fissato 7 > 0, scegliamo B grande, in modo che (v + b(Ty — 1p))Yp < 2, e scegliamo
d > 0 piccolo, in modo che Bd < 7. Posto

Ay ={te A: |u(t)| < B},

se A C [Ty, T1] ha misura minore di § otteniamo, grazie all'ipotesi (i) del lemma,

/|u(t)|dt = |u(t)|dt—|—/ lu(t)| dt < Bm(A;) + 95 g(u(t)) dt <
A Ay A\Ay A\A,

< pi+oa| [ g(u(t)) dt — /[TO,T1J\<A\A1> o(ute) ] <

T
< B(5+193/ () dt +bdp(Ti —Ty) <

To

< B($+193y+b193(T1—T0)§g+g
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(ii) Posto Ay = {t € [Ty, T1] = |u(t)| < B} si ha, grazie all'ipotesi (v) e alla (ii) del
lemma,

T
/ lu(t)|dt = lu(t)| dt + / lu(t)] dt <
To Aa [To,T1]\ Az
< B(Ty —Tp) + 193/ g(u(t)) dt =
[To, 71\ A2

T

-~ ommy e |

To

g(u(t)) dt — 9 / g(u(t)) dt <

Ao

< B(Tl—T0)+ﬁBV+b193(T1—TQ) =M. O

Lemma 2.5.10 Esiste una successione {(yo;,u;)} C F, tale che

lim J(yo;,u;j) = ir}f J, y; — y* uniformemente in [Ty, T1],
J—00

ove y* € AC([To, T1],R"™) e y; ¢é lo stato corrispondente a u;.

Dimostrazione Sia {(yo;, u;)} un’arbitraria successione minimizzante; allora, essendo
J(Yoj, u;) — infr J, esiste v > 0 per cui risulta J(yo;, u;) < 7 per ogni j € N*. Inoltre,
dato che ¢ ¢ continua sul compatto S, esiste N > 0 tale che |¢(e)| < N per ogni e € S.
Dunque, se u; : [to;, t1;] = U, e se e; = (to;, Yoj, t1j,Y;(t1;)), si ha

/tljg(uj(tndt = / L(t,y;(t),u;(t)dt <v+N  VjeN¥

to; to;

di conseguenza, ricordando 1'osservazione [2.5.3(5),

/ glu () dt < (T — To)lguo)| +7 + N = v,

To
ove v € stato definito nell’osservazione [2.5.3(5) (si noti che se [ty;, t1;] = [To, 11] allora
il termine |g(up)| non compare, quindi la costante v va bene in tutti i casi). Poniamo
Xe,l/ = {y() : El(yOau) €eF:e= (t()?yOatlay(tl)) € 57

T1 N . (223)
fTo g(u(t))dt < v, y e lo stato corrispondente a u},

e mostriamo che X, ¢ una famiglia equilimitata ed equi-assolutamente continua di
funzioni da [Tp, 77] in R™. L’equi-assoluta continuita significa che per ogni € > 0 esiste
§ > 0 tale che, se A = |J;", I), con I, = [sy, t;] sottointervalli privi di punti interni
comuni, e m(A) < 0, allora risulta > ;" | |y(tx) — y(sk)| < € per ogni y € X ,.

Infatti, per ogni y € X., si ha, dal lemma [2.5.9(ii) e da ({2.14]),

Ty Ty
/ gu(t)dt<v = lu(t)|dt <M =
T() TO

T
— 10Ol < Il -+ crf 1+ soha + fuo)) ds <
To

< |yoln + c1(Th — T0)[1 + |yoln] + c1 M < M,
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con M; indipendente da |yo|, , grazie alla compattezza di S. Cio implica 'equilimita-
tezza di X ,.

Proviamo l'equi-assoluta continuita. Sia ¢ > 0. Se [s,t] C [T}, T3], si ha per ogni
y € Xe,

t
) =56 = | [ )| <
¢
< o [+ bl + Ju(n)l dr <
t ¢
< 1+ M](t—s)+ cl/ lu(T)|dr =:¢ {(t —s) + / |u(T)] dT:| :
Poniamo 7 = - e sia § il numero fornito dal lemma [2.5.9(i) in corrispondenza di 7 e

v: eventualmente possiamo rimpicciolire § in modo che ¢ < 5. Allora, se A = (J;"; I,
con gli Ij, = [sg, t;] sottointervalli privi di punti interni comuni, e m(A) < ¢, dal lemma
2.5.9(1) segue per ogni y € X, ,

m m

Z y(te) — y(sk)ln < EZ(tk — 1) +EZ/ ) lu(t)| dt =
k=1 Sk

k=1 k=1

= E[m(A)+/A|u(t)|dt] §E5+En<§+§:5,

Cio prova 'equi-assoluta continuita di X, .

Per il teorema di Ascoli-Arzela, la successione {(yo;, u;)} € X, ha una sottosuccessione
uniformemente convergente in [Tp, 73] ad una funzione y*, la quale risulta a sua volta,
grazie alla stima precedente, assolutamente continua in [Ty, 71]. O

Lemma 2.5.11 Possiamo scegliere la successione minimizzante del lemma [2.5.1() in
modo che, posto

Z;(t) :/ L(s,y;(s),u;(s))ds, t € [Ty, Th], (2.24)

To
risulti Z;(t) — Z*(t) per ognit € [Ty, T1], cont — Z*(t)+b(t—Ty) monotona crescente.
Dimostrazione Si ha dal lemma 2.5.10]
t1;
0 S / L(t, yj<t>, U](t)) dt + b<t1j - t(]j) S Yy + N + b(Tl - T()) = Fl,
to;

ove v e N sono le costanti introdotte nella dimostrazione del lemma [2.5.10, Ricordando
che |y;(t)l, < M; (come si & visto in quella dimostrazione, tale stima vale per ogni
y € X.,), risulta per continuita di L

0 < L(t,y;(t),uo) +b< B  Vte [Ty, Ty \ [to;, t15], Vj € NT,
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e dunque esiste By > 0 tale che

t
0< / L(s,y;(s),u;(s))ds +b(t —Tp) < By Vt € [Ty, 1], Vj € N*.
To

Poniamo ;(t) = Z;(t) + b(t — Tp): ; e crescente e 0 < ¢,(t) < By per ogni t €
[Ty, T1]. Proveremo che esiste una sottosuccessione {1, } C {1;} tale che ¥, (t) — ¥*(t)
puntualmente in [Ty, T1]: ne seguira, come vedremo, che Z*(t) = ¢*(t) — b(t — Tp) ¢ la
funzione cercata.

Proveremo questa affermazione in 4 passi successivi.

1. Si estrae {¢;, } € {¢;} tale che

3 lim ¢y, (t) =¢(t) Vte QNI T1]:

k—o0

questo si fa in modo standard con 1'usuale procedimento diagonale.
2. Si definisce per t € [Ty, T1] \ Q

Y(t) ;== liminf (s),

s€Q, s—tt

ed anche, qualora T} ¢ Q,
Y(Ty) = sup (),

tE[To,Tl[
In questo modo, la funzione v : [T, T1] — [0, By] € crescente.

3. Se ty € [Ty, T1] € punto di continuita per 1, si ha
Tim 0, () = v (2).
—00

Infatti, sia ¢ > 0: esistono s,0 € Q, con 0 < ty < s, tali che ¥(s) — (o) < e. Dalla
relazione v;, (0) < v, (to) < j, (s), per k — oo si trova

Y(o) < li}gginf Y, (to) < limsup ), (to) < ¢(s),

k—o0

e per monotonia
U(o) < P(to) < ¥(s).
Ne segue, per Iarbitrarieta di €, che ¥(ty) = limy_, 9, (t0)-
4. Nell'insieme E dei punti di discontinuita di @, che ¢ al pitt numerabile, esiste
un’ulteriore sottosuccessione, denominata ancora {1, }, tale che

Elklim Y (1) = ¢*(t)  VteE.

Questo si ottiene nuovamente per diagonalizzazione.

Concludiamo la dimostrazione del lemma [2.5.11} Siano t € E e s,0 € Q N [Ty, T1], con

o <t < s. Dalla monotonia delle v;,, per k — 00 si ottiene

Y(o) <P (t) <Y(s) VYo,s € QN [Ty, Th] con o <t <s.
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Poiché 1 ¢ crescente,

limsup ¥(o) <¥*(t) < liminf (s) = ().

ceQ, ot~ s€Q, s—tt

Inoltre, per ogni ' < t, scelto § € Q N [Ty, T3] con t' < 6 < t, abbiamo

¢(t') < liminf 4(s) < ¢(0) < limsup ¥(o) < ¢ (1),

s€Q, s—t'~ oceQ, o—t—

da cui per t' — ¢~
lim (') <¢*(t) <y(t) Ve b

t'—t—
Estendiamo 9* a [Ty, T1] ponendo ¢*(t) = 1 (t) per ogni t € [Ty, T1] \ E. Allora ¢* &
monotona crescente e vale

lim 4, (1) = lim (2, (1) +b(t — To)] = (1) ¥t € [T, T3],

k—o00
e posto Z*(t) = ¢*(t) — b(t — Tp) si ha la tesi. O
Adesso consideriamo, per un fissato (¢,y) € R"™ e per ¢ > 0, gli insiemi
Ct.y)= U  Flsy),  Cylty) =co(Cylt,y)),
[s—t|+]y' —yln<q

ove co(W) & linviluppo convesso di W, vale a dire I'intersezione di tutti i convessi che
contengono W.

Lemma 2.5.12 Risulta

F(t,y) =) Colt,y)  V(t,y) € R™

q>0

Dimostrazione L’inclusione C ¢ evidente, essendo F'(t,y) convesso per ipotesi.

Proviamo 2. Poniamo Z = (z,w) per z € R" ew € R. Sia z € [ ., Cy(t, y): scegliendo
q= %, J € N, si costruisce una successione {Z;}, con z; € Cy/;(t,y), tale che Z; — Z.
Ricordando che ogni punto di C,(t,y), sottoinsieme di R"™!, & combinazione convessa
di al pit n + 2 punti di C,(¢,y), possiamo scrivere

n+1 n+1
Zj = (2, w;) = Z)‘ijzijv 0< Ay, Z)\ij =1, Zy € F(tiy,y55),
i=0 i=0
con [ti; —t| + |yij — yln < % ed inoltre
Zij = (zijywij), 25 = [(tig, vijs wig),  wig > L(tij, yij, wig),  uij € U.
Passando ad opportune sottosuccessioni, per 7 — oo si ha

>\ij_>)\i7 0§z§n—|—1,
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con \; >0e Z?jol A =1;
w;j = w; oppure |u;;| = +oo, 0<i<n+1,
e possiamo supporre che
wij = u;, 0<1<{; |uij| = 400, L+1<i<n+1,

con u; € U per 0 < ¢ < £. A priori, naturalmente, potrebbe essere ¢ = —1, ossia
|u;j| = +oo per 0 <i<n+1.
Proveremo invece che 0 < ¢ < n + 1, e che per il nostro Z = (z,w) si ha

L 14
1=0 i=0
Infatti,
n+1 n+1 n+1

wj = Z Aijwij = Z Ni L(tiz, yigs wij) = Z Aijg(uij); (2.25)
i=0 i=0 i=0

ora, per j — oo si ha w; — w e \jj = A;, nonché, per £+ 1 <i <n+1, |u;| = o0
e, di conseguenza, g(u;;) — oo. Cio implica a sua volta \;; — 0, ossia A\; = 0, per
(+1<i<n+1. Nesegue ¢ > 0 (altrimenti avremmo Z?:()l Ai = 0). Otteniamo allora,
dato che A;jg(u;;) > O0perl+1<i<n+1,

¢
wj =3 Ny Lltig, yij, wig),

=0

e passando al limite per j — oo si ottiene

=0
che ¢ la (b). Poi,
n+1
%= Z/\ijf(tijyyij7uij) — z per j — o0.
i=0

Ma per £+ 1 <i<n+1, fissato € > 0, si ha

| f(tis, vig, wij)| < [+ |yijln + |uijl]

0< Lt g i) = o) Se perj e,
da cui segue per j > j., ricordando ,
n+1 n+1
Z Nij f (tigo vig o wig)| < e Z Nij L(tij, yij, wij) <
=041 i=0+1

¢
S g [w]’ — Z)\ijL(tij”yijauij> S Ew; S EK,
1=0
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e dunque

n+1
lggo Z )‘Uf U?ymuu) = 0.
J i=0+1
Pertanto
n+1 l
z = lim z; = lim Nij [ (Eiis Yigs wii) = Nif(ty,w;),
v ]_moz jf 7> Yij j) lz:; f( Yy )
che ¢ la (a).
Dalla (b) ricaviamo che esistono vy, vy, ..., v, > 0 tali che
¢
w = Z Nl L(t, gy, w;) + vy
i=0

Allora, ponendo .
Z = (f(tv Y, ui)’ L<t7 Y, ul) + Ui) = F(t’ y>’
dalla (a) segue

¢ ¢
= (s S Maltn) ) =30
i=0 i=0
ossia z € co(E(t,y)); per 'ipotesi (iv) del teorema si conclude che z € F(t,y). O

Lemma 2.5.13 Sia {(yoj,u;)} la successione minimizzante del lemma|2.5.10, e sia

Z(t) = / L(s, ;(5), u;(5)) ds.

Posto
Zi(t) = (y; (1), Z;(1),  Z°(t) = (y"(2), Z" (1)),
nei punti di deriwabilita di Z* risulta
(Z)(1) € F(t,y* (1)),
ove y* ¢ definito nel lemma e Z* & definita nel lemma[2.5.11].

Dimostrazione Ricordiamo che y* € AC([Ty, T1], R™) e che Z*(t)+b(t—Tp) € monotona
crescente: quindi (z*)'(t) esiste quasi ovunque in [Tp, 71]. Sia t un punto di derivabilita
per zZ*: anzitutto si ha, per definizione,

Z3(s) = (f(5,95(5), u;(s)), L(s, y;(s), u;(s)))  aq.o. in [To, T].

Fissato ¢ > 0, esistono § > 0 e jo € N tali che, per |s —t| < d e j > jo si ha

. 1
s =t +lls) =y (Bl < o

)
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ove si ¢ usata l’equi-assoluta continuita delle y;. Dunque
E;-(s) € F(s,yj(s)) CC,(t,y*(t)) per|s—t|<dej>jo.
Se ne deduce

zZ(t + h) — Z;() - ARTION >
J i J :_/t Zi(s)ds € Cq(t,y*(t)) per || <dej>jo,

S| =

e quindi, per j — oo

g h}i RLEUNE Cylt,y*(t)) per || <.

Infine, per |h| — 0,
(Z7)'(t) € Cqlt,y(2)),
Per I'arbitrarieta di ¢ e per il lemma [2.5.12] si conclude che

(z)(t) € F(t,y"(1). O

Lemma 2.5.14 FEsistono u* € LY(Ty, Ty;U) e v* : [Ty, T1] — R, misurabile e non
negativa, tali che

{ () () = f(t, " (t), u (1)) ¢.0. in [T, T1),

(Z7)'(t) = L(t,y* (1), u" (1) + v*(t)

ove y* ¢ la funzione definita nel lemma |2.5.100 e Z* ¢ la funzione definita nel lemma

[2.5.11]

Dimostrazione Poniamo U’ = U x [0,00[. Per @ = (u,v) € U’ sia

fty, @) = (f(t,y,u), L(t,y,u) +v), (t,y) € [To, T1] x R™.

Osserviamo che da (2.17)) segue

Adesso applichiamo un lemma di selezione:

Lemma 2.5.15 (di selezione) Sia D C RPY™ un insieme non vuoto; poniamo per
zeRP
D*={ueR": (z,u) € D}, A={zeR: D* £}

Se D ¢ compatto esiste u : A — R™, misurabile, tale che

(z,u(z)) € D per q.o. z € A.
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Dimostreremo questo lemma alla fine della dimostrazione del lemmal[2.5.14] Assumiamo,
dunque, che il lemma di selezione sia vero.

Consideriamo la funzione z*(t) = (y*(t), Z*(t)), che & stata introdotta nel lemmal[2.5.13]
La sua derivata (Z*)(t), che esiste q.o., & misurabile in [T, 71]. In conseguenza del
teorema di Lusin, esiste un sottoinsieme o-compatto A di [Ty, 71], tale che m([To, T1] \
A) =0 e (Z")|a ¢ continua. Poniamo

D={(tu) e AxU : (Z)(t) = f(t,z°(t),0)};

D ¢ o-compatto e per il lemma [2.5.13]si ha (2*)'(t) € F(t,y*(t)) per q.o. t € [Ty, T4],

da cui
D'={ueU: (t,tu)e D} #0  perq.o. t e [T, T

Per il lemma [2.5.15| di selezione, esiete ©* : A — U’ misurabile, tale che (¢,u*(t)) € D

per q.o. t € A, cioe per q.o. t € [Ty, T1]. Pertanto, posto (u*(t),v*(t)) = w*(¢), si ha
() (t) = [ty (1), u" (1))
(Z7)'(t) = Lt y" (1), u" (1)) + v*(1)

con u*(t) € U e v*(t) > 0. Resta da provare che u* € L'(Ty, T1; R™).

Per la monotonia di ¢v* = Z* + b(- — Tj) stabilita nel lemma [2.5.11} e per il teorema di
derivazione di Lebesgue, risulta

q.o. in [Ty, T1],

T1 Tl

L(t,y* (t),u*(t)) dt + b(T, — Tp) > / g(u* (1)) dt + b(Ty — T).

To

V(1Y) — v*(T)) z/

To

Percio g(u*(-)) € sommabile e, per il lemma (ii), anche u* & sommabile. 0O

Dimostrazione del lemma[2.5.15| Supponiamo dapprima che D sia compatto: allora
anche A ¢ compatto, essendo A = 7(D) con 7(z,u) = z per ogni (z,u) € RFt™. In
questo caso, proveremo la tesi per induzione su m.

Se m = 1, ponendo u(z) := min D?, la u & semicontinua inferiormente su A e quindi ¢
misurabile; inoltre, naturalmente, (z,u(z)) € D per ogni z € A.

Se la tesi & vera per m — 1, sia D = II(D), ove II(z,u) = (2,uy,...,Upn_1) per ogni
(z,u) € RPT™_ Per ipotesi induttiva, esistono uy(-),...,u,_1(-) misurabili su A, tali
che (z,u1(2),..., um-1(2)) € D per q.o. z € A. Sia

um(z) =min{v € R: (z,u1(2),...,un-1(2),v) € D}, z € A.

Per il teorema di Lusin, vi ¢ un insieme o-compatto K, contenuto in A, tale che m(A \
K) =0 e le restrizioni a K di uy,...,u,_1 sono continue. Dunque u,, & semicontinua
inferiormente in K, per cui u,, ¢ misurabile e (z,u1(2),...,u,(2)) € D per q.o. z € A.
Cio prova il passo induttivo e quindi la tesi nel caso in cui D ¢ compatto.

Se D = J;2, D;, con D; C D,y e D; compatto, posto A; = II(D;) vi ¢ una funzione
u; » Ay — R™ tale che (z,u;(2)) € D per q.o. z € A;. Definiamo

u(z) = ui(2) se 2z € A\ Ay, i€NT
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Allora u : A — R™ & misurabile e (z,u(z)) € D per q.o. z€ A. O

Andiamo a concludere la dimostrazione del toorema di Cesari. Sia (yo;,u;) C
F la successione minimizzante analizzata nei lemmi [2.5.10] e [2.5.11} e poniamo e; =
(toj, t1j: Yos, y;(t1;)): si ha, per definizione di Z; (lemma [2.5.13)),

inf J = lim J(yo;,u;) = lim [Z;(t1;) — Z;(to;) + ¢(ey)] -
F Jj—r00 j—o0

Dobbiamo provare che J(yg,u*) < infrJ. Passando a sottosuccessioni, poiché le y;

sono equi-assolutamente continue, come segue dalla dimostrazione del lemma [2.5.10],

possiamo supporre che

e; = e = (85,11, y5,y"(t])), con t; <ti.

Per la continuita di ¢, abbiamo anche ¢(e;) — ¢(e*).
Sara t§ < t7, oppure tj; = t]. Nel primo caso, siano ty, t; tali che ¢§ <ty <t < t}; per
la monotonia di ¢; = Z; + b(- — Tp), si ha per j sufficientemente grande

Vi(tiy) — ¥5(to;) > ¥ (t1) — j(to),

e sottraendo ad entrambi i membri la quantita b(t1; — to;), per j — 0o otteniamo
lim [Z5(t1;) = Z;(toj)] < Tim [;(t1) — 95(to) — blta; — toj)] =
t1

() — 6 (to) — b} — £3) > / WY () dt— bt — to) = / L(t,y* (£),u* (1)) dt.

to to
Se adesso t; — 7 e top — 1§, ricaviamo
t
inf J = lim [Z;(t1;) — Z;(to;) + ¢(e;)] = / L(t,y*(t), u*(t)) dt + ¢(e”),
t

F j—o0 :

ovvero, posto yi = y*(tf),
inf J > J(yg, u?).

Se invece tj; = t7, si ha direttamente

lim [Z;(t1;) — Z;(to;)] = }Lfgo [1;(t15) — 5(to;) — b(t1; — toz)] > 0;

dunque
inf J > lim [Z;(t;) — Z;(to;) + ¢(e;)] > ¢(e) = J(yg,u").

F j—ro0

Cio conclude finalmente la dimostrazione del teorema O
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Capitolo 3

Controlli in dimensione infinita

3.1 Introduzione

Studiare un problema di controllo in dimensione infinita significa analizzare un problema
in cui sia gli stati, sia i controlli, sono elementi di spazi di Banach, o piu spesso spazi di
Hilbert. Le equazioni differenziali coinvolte rimangono equazioni ordinarie, ma a valori
in uno spazio di Hilbert. Questa situazione permette di modellizzare, come vedremo,
svariati problemi di controllo governati da equazioni alle derivate parziali, allargando
di molto la portata delle applicazioni di questa teoria. Considereremo nel seguito il
problema lineare-quadratico in orizzonte finito, che consiste nel minimizzare il funzionale

J(u) :/0 [(My(t), y(6))x + (Nu(t), u(t))o] dt + (Poy(T),y(T))x,  (3.1)
ove 0 < T < oo, al variare di u € L*(0,T;U), con y(-) dato da

y'(t) = Ay(t) + Bu(t),  t€]0,T]
(3.2)
y(0) =yo.
Le ipotesi sono le seguenti:

e X e U sono spazi di Hilbert separabili (lo spazio degli stati e lo spazio dei controlli);

e Y€ X, Be LU, X),M e L(X)con M =M*>0,N € L(U)con N=N*2>4I,
ove 6 >0el:U — U e l'identita;

e A: D(A) C X — X ¢ un operatore lineare chiuso (ossia il cui grafico G ¢
chiuso in X x X), non necessariamente continuo, che si suppone essere generatore
infinitesimale di un semigruppo fortemente continuo in X.

Occorre dunque uno studio preliminare dei fatti essenziali della teoria dei semigruppi.
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3.2 Semigruppi di operatori

Sia X uno spazio di Banach e sia

L(X)= {T : X = X Telineare e ||T]|gx) = sup ||Tz]x < OO}

Izl x <1

lo spazio degli operatori lineari e limitati da X in X, che ¢ di Banach con la norma
sopra indicata.
Cominciamo con l'osservare che se A € £(X) il problema di Cauchy

{ y(t) =Ayt), teR

ha 1'unica soluzione
o0

tk
y(t) = etyo = EAkyo,
k=0
e si ha
t]*

ly®)lx <> gHAH’Z(X)Hyon = el leco|yg|l x - VE € R, Vyo € X.
k=0

La famiglia {e!*},cg © un gruppo di operatori lineari e limitati, ossia ¢4 € L(X) e
e(F9)A = et 5 ¢34 per ogni t,s € R. Inoltre t — e & un’applicazione di classe C* da
R in £(X), con

d

—e = A vVt € R.
dt
Ma non tutti i gruppi di operatori hanno quest’ultima proprieta.
Esempio 3.2.1 [traslazioni in L”(R)] Sia p € [1,00]. Per f € L?(R) poniamo
G(t)fl(x) = f(z+1) teR, reR.

La famiglia G = {G(t) }+er ¢ un gruppo di operatori lineari e limitati su LP(R): infatti
per ogni f € LP(R) vale

I6(0)f iy = | [ 1f(e 4007 dx]; -/ If(x)|”dxr 1 llogey

e quindi
GOl zrmy =1  VEER,;

¢ immediato poi verificare che G(t + s) = G(t)G(s) per ogni s,t € R. Risulta inoltre

lim IG(6) ~ flzo) = 0
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in virtu della continuita delle traslazioni in LP(R), 1 < p < oo; invece per p = oo si ha,
con f = I,
1G() 0.0 — Loyllrmw) =1 vt € R.

Dunque il gruppo G ha la proprieta seguente: se 1 < p < oo, per ogni f € LP(R) risulta
G(t)f — fin LP(R) per t — 0; se p = oo, invece, questa proprieta non vale. Si noti
che basta verificare questi fatti per ¢ = 0, grazie alla proprieta di gruppo. Tuttavia,
'applicazione t +— G(t) non e continua da R in £(LP(R)): infatti, fissato n € Nt e
scelta

( 2k —2 2k —1
1 k=1,...
sexe[ on ' on ], ) ,
_ 2k —1 2k
fn(z)_ —1 sex € ,—1, k=1,...,n
2n 2n
0 sexé¢l0,1],

risulta

”G (%) fo = f"HLP(R)

o 3) -

L(Lr(R) 1 fnll Lo R
) [fl/n e+ 1)~ fn(w)\pdx] L,
Jo [fu(z)|P da

Esempio 3.2.2 [traslazioni in L?(0,00) e in LP(0,7T)] Se X = LP(0,00), possiamo
considerare solamente traslazioni a destra: dunque la famiglia G = {G() }+>¢, data da

GO f)(x) = flz+1) £>0,t>0, VfelP(0,00)

¢ un semigruppo e non un gruppo; per 1 < p < oo l'applicazione ¢t — G(t)f & continua
da [0,00[ in LP(0,00) per ogni fissata f € LP(0,00), mentre questa proprieta non vale
per p = oo.

Similmente, in LP(0,7T) la famiglia G = {G(t) }+>0, ove

flx+t) se0<zxz+t<T, ossiazec|[0,T—1

[G() f(z) = {

0 sex+t>T, ossiax>T —t,
€ un semigruppo tale che, per 1 < p < oo,

i |G@)f = fllrory =0 Vfe LX0,T),
mentre questo fatto non vale per p = oc.

Gli esempi precedenti motivano la seguente

Definizione 3.2.3 Una famiglia di operatori G = {G(t)}i>0 C L(X), ove X € uno
spazio di Banach, € detta semigruppo fortemente continuo se verifica:
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(i) G(t+s)=G(t)G(s) per ognit,s > 0;
(ii) limy o+ ||G(t)x — x||x = 0 per ogni x € X.

Sia G un semigruppo fortemente continuo in X. Per h > 0 ¢ ben definito 'operatore

Nel caso particolare in cui G(t) = ¢4, con A € £(X), si ha per h — 0

ehA _ T Bkl
- => - AP 5 A in £(X);
k=1 )

in particolare, per h — 0,

ehAx — X

. - Arx inX Ve e X.

Questo non accade per il semigruppo delle traslazioni, nel qual caso

(S 1] ) Kot )= 1ta)
h h '

in generale per f € LP(R) l'espressione sopra scritta non converge né in LP(R), né
puntualmente.

Definizione 3.2.4 Sia G un semigruppo fortemente continuo in X. Il generatore in-
finitesimale di G ¢é l'operatore lineare A : D(A) C X — X, in generale non limitato,

dato da arh
D(A):{:EEX: 3 lim m}
h—0+ h
Az = lim Gz =« Vo € D(A).
h—07t h

E evidente che D(A) ¢ un sottospazio di X.

Proposizione 3.2.5 Sia G un semigruppo fortemente continuo in X e sia A il suo
generatore infinitesimale. Allora D(A) ¢ denso in X.

Dimostrazione Fissato a > 0, poniamo
1 at+t
wa:;/ G(s)x ds, t>0, xzelX.
a

Questo e un integrale di Bochner: per questa nozione si rimanda al paragrafo 3.1,
capitolo 3, di [I]. Per continuita si ha

lim R,z =G(a)r  Va>0, VrelX.

t—0t
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In particolare, quando a = 0 si ha Ry;x — x in X per ¢t — 0. Basta allora mostrare
che R,z € D(A) per ogni t > 0. Ed infatti,

G(h) — 1

a+t
Roix = —[G( )—I]l/ G(s)xds =

1
h
= 1 / G(s+h)xd —l/ G(s)xds| =
=7l (s + h)xds . s)xds| =
1 a+h+t 1
- / G(o )xda——/ G(o )$d0} =
t a+h h a
1 a+t+h 1 a+h
- / G(o)rdo — —/ G(O’)me':| ,
t a-+t h a

lim —G(h) -1

h—0+ h

'DIH' 'DI

da cui, per h — 0",
1
Ryx = ;[G(a +1t) — G(a)|x.

Dunque, R,z € D(A) e AR,z = 1[G (t) — I)G(a)x per ogni a > 0 e per ogni z € X.
Si noti che per a = 0 si ha

1
Roix — x, ARpix — E[G(t) —Ilz inX Vee X. 0O

Osservazione 3.2.6 Se G(t) = ¢! con A € L(X), allora A ¢ il generatore infinitesi-
male di {e'};50, con D(A) = X. Infatti per ogni z € X risulta

<§I

Viceversa, sia {G(t)}+>0 C L£(X) un gruppo di operatori tali che ¢ — G(t) sia continua
da R in £(X). Allora esiste un unico A € £(X) tale che G(t) = e per ogni t € R.
Infatti, posto

hA_[

h

e
r— Ax

hn 2
z||x < hz A ll2llx < Ch V> 0.

V(r) :/ G(s)ds € L(X),
0
si ha ]
-V(r) — Ix in L(X) per r — 0,
,
-1
quindi esiste ¢, > 0 tale che [@} € L(X) per 0 < |r] < ty. Di conseguenza

-1
Vir)yt=1 [M] esiste in L£(X) per 0 < |r| < ¢y, e pertanto possiamo scrivere, per

T T

Y

Gt) = Vo) V(t)G(t) = V(t)~ / G(s+1)d
t+to
= Vi) [ Gl)do = Vi) [V(E+ ) - V(D)L
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Essendo V/(t) derivabile in £(X), tale ¢ G(¢), con
G'(t) = V(to) ' [G(t + 1) — G(1)] = V(to) ' [G(to) — 1]G(t), t>0.
Pertanto, scelto t = 0,

3 lim Gh) — 1
h—0*t

vale a dire il generatore infinitesimale di {G(t)};>0 ¢ A = V(to)'G(to) — I] € L(X).

Dunque, in particolare,

=G'(0) = V(to) '[G(to) — 1],

G'(t) = AG(t), t>0,
{ G(O) =Ix,

e dunque, per unicita, G(t) = 4.

Se A ¢ il generatore infinitesimale di un semigruppo fortemente continuo G, allora il
sottospazio D(A) e invariante per A. Infatti:

Proposizione 3.2.7 Sia G un semigruppo fortemente continuo in X e sia A il suo
generatore infinitesimale. Allora se v € D(A) si ha G(t)x € D(A) e

AG(t)x = G(t)Ax vt > 0.
Dimostrazione Se x € D(A) risulta per h — 0*

G(h—1 _ Glt+h) =G(t)

no 0T h

da cuila tesi. 0O

I semigruppi fortemente continui sono localmente limitati:

Proposizione 3.2.8 Sia G un semigruppo fortemente continuo in X. Per ogni T > 0
esiste Br > 0 tale che
GOy <Br  Vie[0,T].

Dimostrazione Se x € X, sappiamo che t — G(t)z € una funzione continua su [0, 7’|
a valori in X; dunque t — ||G(f)x||x ¢ una funzione continua su [0,7] a valori in R.
Percio

IGWallx < B Vi€ [0.T), VreX,

con By, costante positiva opportuna. Per il teorema di Banach-Steinhaus, esiste By > 0
tale che
IG)llex)y < Br Ve [0,T]. D

[ semigruppi fortemente continui sono puntualmente derivabili su D(A):

Proposizione 3.2.9 Sia G un semigruppo fortemente continuo in X e sia A il suo
generatore infinitesimale. Allora

H%G(t)x = AG(t)r = G(t) Az Vo e D(A), Vt>0.
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Dimostrazione Siaty; > 0. Per h > 0 e x € D(A), per la proposizione si ha

G(to + hf)L — G(t) = G(h})l_ I G(tg)r — AG(ty)x = G(tg)Ax per h — 0F.

Dunque

3 [%G(t)x] = AG(tg)x = G(ty) Ax.

Sia ora tg > 0. Per h €]0,to] e € D(A) si ha
G(to — h) — G(to)
—h

r — G(ty)Ax =

per la proposizione e la forte continuita di G si ottiene per h — 0"

— 0 S
-1
< By, %as — Az|| +||[G(to — h) — G(to)|Az||x — O,
X
ossia "
3 [—_G(t)m] = AG(tg)r = G(tp)Az. O
dt it

Il generatore di un semigruppo non ¢ in generale limitato; tuttavia:

Proposizione 3.2.10 Sia G un semigruppo fortemente continuo in X e sia A il suo
generatore infinitesimale. Allora A é un operatore chiuso.

Dimostrazione Siano z,y € X tali che vi sia {x, },en per cui z,, - z e Az, — y in
X per n — o0. Per la proposizione [3.2.9,

t t

G(t)x, —x, = / iG(s)xn ds = / G(s)Ax, ds,
o ds 0

da cui

Gt)x, —z, 1

t
= —/ G(s)Ax, ds.
t t )y

Per n — oo, grazie alla convergenza dominata del secondo membro, otteniamo

. t
Q%LE—E/G®WM
t tJo

e per t — 0T ricaviamo x € D(A) e Ax =y. O
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Esempi 3.2.11 (1) Siano X = LP(R), [G(t)f](z) = f(x +1t). Se 1 <p < o0, G ¢ un
gruppo fortemente continuo (esempio [3.2.1)). Il suo generatore &

D(A) = W'»(R)
Af=[" VfeD(A),

ove W1P(R) & lo spazio di Sobolev
WP(R) = {f € ACR)NLP(R): f € L'(R)}.
Infatti, se f € D(A) deve esistere

11—{% f(‘i‘ti_f() =g in LP<R)

Allora se v € C§°(R) si ha

ora, se t — 0 il primo membro tende a [, g(z)u(x) dx, mentre il secondo membro tende
a — [ f(x)u/(x) dz. Ne segue

- [ @@ = [ g e crm).

Cio implica che esiste la derivata debole di f in LP(R), e che f’ = g. Percio f € WP(R)
e Af = f'. Viceversa, se f € WLP(R) allora ¢ chiaro che

t—0 t

equindi f € D(A)e Af = f'.
(2) Se X = LP(0,00) e [G(t) f](z) = f(z +t) (esempio [3.2.2)), vale lo stesso risultato:

D(A) = W(0, 00)
Af = ' Vf € D(A).

(3) Se X = L?(0,T) e

flx+1t) sexel0,T—t

[G()f](x) = { 0 sex €T —t,T)

il generatore infinitesimale di G ¢

D(A) = {f e W'*(0,T): f(0) =0}
Af = f Vf € D(A).
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Infatti, se f € D(A), posto g = lim;_,o+ G(t)tfff, si ha per ogni u € C*[0,T]
[FEI ) gy [ DT,
0

t

f(@)u(z) de =

t )y

/f uf—t ds — /f €)dé =
:/t fie) e =D —ule d&—;/of(é‘) (6) de

dunque, per t — 0" si ottiene

/0 o) / Fa () dz — FO)u(0)  Vu € C[0,T].

Se ora scegliamo u € C§°[0, T, deduciamo subito che esiste la derivata debole di f in
LP(0,T) e che f" = g; dunque la relazione precedente si riduce a f(0)u(0) = 0. Siccome
u € C*[0,T] ¢ arbitraria, si conclude che f(0) = 0. Il viceversa ¢ facile.

3.2.1 Stime asintotiche

Sia G = {G(¢) }+>0 un semigruppo fortemente continuo nello spazio di Banach X.

Definizione 3.2.12 [l tipo di G, ovvero la sua soglia di crescita, é il numero (finito o

pari a —oo)
-y {21600en
wp = inf § —————— 4.
t>0 t

Proposizione 3.2.13 Sia wy il tipo del semigruppo G. Risulta
In[|G(#)] £x)
; )

Equivalentemente:

Wy = lim
t——+o0

Dimostrazione Per definizione di wy basta provare che

In ||G(t
t——+o0 t

Sia e > 0 e sia t. > 0 tale che

In ||G(t
G lleco _ ot
te
Poniamo, per t > 0,
t=nt.+r,
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ove n = [ﬂ ¢ la parte intera di - e e r = ¢ —nt. € [0,#.[. Per la proposizione 3.2.8,

In[|G@lecoy _ W[GE)"G)leco _
t nte + 1 -
nn||G(t)lleeo + I [Gr)lleo _ (Gt llee) + 5 In By,
- nt. +r te+ = ’

e per t — o0

In||G(t In||G(t.
SN U1 (<[] RS Y [<IC] RS RS

t—+00 13 - le

da cuila tesi. 0O

Osservazione 3.2.14 Un semigruppo G tale che ||G(t)||zx) < 1 per ogni ¢ > 0 si dice
contrattivo, oppure semigruppo di contrazioni.

Esempi 3.2.15 (1) I semigruppi di traslazioni sono semigruppi contrattivi ed in par-
ticolare si ha:

e per X = LP(R) oppure X = LP(0,00), risulta ||G(t)|/zx) = 1 per ogni t > 0, e
dunque wy = 0;

e per X = LP(0,T) risulta ||G(t)||z(x) = 0 per ogni t > T', e dunque wy = —o0.
(2) Sia X = C? e poniamo

G(t) = ( [1) i > , ossia G(t) (Z) — (Z j;tw);

si verifica che G & un gruppo, ovviamente continuo, in £(X), e che il suo generatore

infinitesimale ¢
01
A_(OO>.

Risulta
|2 + tw]? + Jw?
IGOIZx) = sup
£X) (z,w)eC? ‘2’2 + |w|2
< |22 + (1 + %) |w|* + 2tRe 2w 14t
~ mee 2 + JwP? - |
e d’altra parte
112
G(t)(; 1+6)*+1 2
umm&m2”ﬁ3@3:< ARk S L)
i llx

Cio mostra che

In||G(t
lim [GOllec) = 400, tim G Dleco

t—+o00 t—+o00 t

:07
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e dunque wy = 0, benché ||G(t)|/z(x) non sia limitata superiormente. In particolare,
I’estremo inferiore wy non € in generale un minimo.
(3) Sia X = L'(R), e poniamo
2f(x+1t) sex e[t 0
[G () f1(x) =
flx+1t) sex¢[-t0.

Si verifica (un po’ faticosamente) che G & un semigruppo fortemente continuo. Inoltre,
ovviamente,
GO ey =2 V=0,

visto che ||G(t)1p4||x = 2. Dunque wy = 0.

Proposizione 3.2.16 Sia G un semigruppo fortemente continuo in X e sia wy il tipo
di G. Allora per ogni € > 0 esiste H. > 1 tale che

1G] exy < Hee™® vt > 0.

Dimostrazione Sia ¢ > 0. Per la proposizione |3.2.13| esiste t. > 0 tale che

In ||G(#)]| £(x) -

; wo + ¢ Vit > t.;

quindi
IGt) ||y < He et vt > ¢

D’altronde, per la proposizione [3.2.8|

IGWOex) < B VEe[0,t];
scelto allora H. > 1 tale che

H. '™ >p, vtelot],

otteniamo la tesi. 0O

Dunque, tutti i semigruppi fortemente continui hanno crescita al piu esponenziale.
Poniamo allora, per H > 1ew € R,

G(H,w) = {G={G(t)}>0: G & un semigruppo fortemente continuo in X,
con ||G(t)|ex) < H e Vit > 0}

La proposizione che segue mette in relazione la crescita esponenziale di G con lo spettro
del suo generatore.

Proposizione 3.2.17 Sia G € G(H,w) e sia A il generatore infinitesimale di G.
Allora:

(i) p(A) ={A € C: ReA>w},
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(i) R\ A)x = [T e MG(t)xdt per ogni x € X e per ogni A € C con Re A > w.
Ricordiamo che R(\, A) = (M — A)teche p(A)={AeC: (M- A)!eL(X)}
Dimostrazione Sia z € X e sia Re A > 0. L’equazione

Mt — Ax =2

ha 1'unica soluzione

x :/ e MG (t)zdt
0

infatti

%x _ %/Oooe—kt[a(wh)_a(t)]zdt:

e pertanto, per h — 07 si ricava z € D(A) e
Az = /\/ eMG(s)zds — G(0)z = Ao — 2.
0

Se poi 2’ € D(A) é un altro elemento tale che Az’ — Az’ = z, allora integrando per parti
si trova

r = / e’\tG(t)zdt:/ e MG\’ — Az'|dt =

0 0

= )\/ e MG (N dt — [eMG()2] - )\/ e MGt dt = o,
0

0
0
e cio prova che I'equazione Az — Az = z ha una ed una sola soluzione: dunque A € p(A)
e R\ A)z= [[TeMG(t)zdt. O

Veniamo ora al risultato piu importante della teoria dei semigruppi.

Teorema 3.2.18 (di Hille-Yosida) Siano H > 1, w € R. Sia poi A: D(A) C X —
X un operatore lineare chiuso. Allora sono fatti equivalenti:

(a) p(A) D{ e C:Rerx>w} e

H
k < ,
IR, A)] [ 2x) < Rer—o)F VE e N, VYAeC conRel > w;

(b) A ¢ il generatore infinitesimale di un semigruppo G € G(H,w).
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Dimostrazione (<) Utilizzando la proposizione [3.2.17] si ha per ogni z € X
R\ A)x = / e MG(t)xdt  Vre X, VAeCconRel>w.
0

Possiamo derivare k — 1 volte rispetto a A questa identita, grazie al teorema della
convergenza dominata, ottenendo

(1)1 — D) RO, A = (—1)F / 1o MG ()2 d,
0
da cui, con k£ — 1 integrazioni per parti,

H o0
/ Zfkfle(Re)\fw)tHxHX d\ <
0

I, Azl < =,

H
Rer—w)t ]| x-
(=) Poniamo per n € N, n > w,

Jn = nR(n7 A)a An — AJn = nAR(n, A) = ’[’LQR(’[’L7A) —nl:

gli operatori J,, e A,, sono lineari e limitati; gli A, si chiamano approssimanti di Yosida.
A giustificazione del loro nome, mostriamo che si ha per n — oo

Jor— 1z inX VrelX, (3.3)
Ay — Ar in X Vo e D(A), (3.4)

e di conseguenza
D(A*) & denso in X Vk € N*. (3.5)

Proviamo (3.3): se x € D(A) si ha
Jor —x =nR(n,A)x —x = AR(n, A)x = R(n, A)Az — 0 per n — o0,

dato che ||R(n, A)|lzx) < 2. Poiché || J,|lzx) < 2 < C per ogni n > w, e D(A) &

- n—w n—w

denso in X, si ricava subito che J,x — = per ogni x € X.

Proviamo (3.4): Se x € D(A), per (3.3) otteniamo
Ayx — Az = [nR(n,a) — I[JAz — 0 per n — 0.

Proviamo (3.5)): per ogni # € X si ha J*z € D(A¥); quindi basta mostrare che J¥z —
per n — oo. Per k =1 la tesi segue da (3.3)); se la tesi vale per k — 1, si ha, grazie alla
limitatezza uniforme degli J* rispetto a n ed all'ipotesi induttiva,

Jbe —x = I I —2)+ I e —2 — 0 pern — oo,

e cio prova il passo induttivo e quindi (3.5)).
Consideriamo il semigruppo {e4"};~¢: essendo A, = n?R(n, A) — nl, si ha
0 nZktk

k!

k=0

tAn — efnt

R¥(n, A),
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da cui

_n 2 n2kik g 2t nwt
el <e ™ o IR*(n, A)||cxy < He ™ en—w = Henw ¥t >0, Yn > w.
k=0
Inoltre
eny - G(H)x Va € X, uniformemente in ogni [0,7], T > 0. (3.6)

Infatti, supposto z € D(A), possiamo scrivere per m,n > v, visto che A, e A,
commutano fra loro,

engy — etAmy = I et=8)An osAm 0 o —
S

td
t
— A, eltm9An 3 g g ellm9)An o34m A T 0 ds =

¢
e(t=9)An osAm (A, — Anlx ds,

I
S— — S—

da cui, fissato ¢ > 0,
|etAng — emz||x <t H? e“= 9| Apz — Apz||x Vn,m > v, Vtel0,T];
poiché € D(A), si ha A,z — Az e dunque
et ra — e mg||x < epe  Vn,m >wv., Vte[0,T)]
Percio esiste G(t)x 1= lim,, ;o ez, per & € D(A); ma grazie all'uniforme limitatezza
dei semigruppi e e alla densita di D(A) in X, tale limite, ossia G(t)z, esiste per ogni
x € X ed & uniforme per ¢t € [0,T]. Si ricava allora che G & a sua volta un semigruppo

fortemente continuo, con

||G(t)||£(X) S lim inf ||6tA”||£(X) S Hewt Vi Z 0.
n—o0

Proviamo che A ¢ il generatore infinitesimale di G. Detto B : D(B) C X — X il
generatore infinitesimale di G, se € D(A) e T' > 0 si ha, per quanto gia visto,

etdny — G(t)r uniformemente in [0, T,

Lethng = Aty = e A,z — G(t)Az  uniformemente in [0, 7.
Dunque
d
EIEG(t)x =G(t)Ax  Vre D(A), Vt>0,
e in particolare, per t — 0%,
G(t)x —
( )f N Ax,
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ossia, per definizione di generatore infinitesimale, x € D(B) e Bx = Ax.
Viceversa, sia x € D(B) e, per Re A > w, sia z = Ax — Bx; per quanto provato, essendo

R(\, A)z € D(A), si ha R(\,A)z € D(B) e
(Ml — B)R(M\, A)z = (A — A)R(\, A)z =
Ne segue, essendo R(A, B)(A — B) = Ip(p),
— R\, B)z = RO\, BYM — B)R()\, A)z = R(\, A)z € D(A),
Ax = AR\, A)z = =2+ AR(\, A)z = —\x + Bx + Az = Bux.

Percio © € D(A) e Az = Bx: In definitiva, A = B e A ¢ il generatore infinitesimale di
g. O

Osservazioni 3.2.19 (1) Nel provare (a) = (b) abbiamo usato lipotesi solo per
A =n > w. Dunque in (a) & sufficiente supporre che p(A) D w, 400 e che la stima per
[R(A, A)]F valga solo per A € R, A > w.

(2) Se H = 1, ossia il semigruppo G appartiene a G(1,w), per verificare (a) e sufficiente
che la stima per [R(), A)]* valga per k = 1: le altre seguono di conseguenza.

3.2.2 Risoluzione del problema di Cauchy

Consideriamo il problema di Cauchy

{ y,(t) = Ay(t) + f(t)> te [O’TL (3.7)

quando A ¢ il generatore infinitesimale di un semigruppo fortemente continuo G, y, € X
e felP(0,T;X),1<p<oo. Diamo anzitutto la definizione di due tipi di soluzione.

Definizione 3.2.20 Siano yo € D(A) e f € LP(0,T;X). Diciamo chey : [0,T] - X
¢ soluzione stretta del problema (3.7)) se

y € WH(0,T3.X) N LP(0,T; D(A)),
e se valgono Uequazione differenziale in [0,T] e la condizione iniziale y(0) = yo.

Definizione 3.2.21 Siano yo € X e f € L?(0,7;X). Diciamo che y : [0,T] — X ¢
soluzione forte del problema (3.7) se

y € LP(0,T; X),
ed esiste una successione {yx} C WHP(0,T; X) N LP(0,T; D(A)) tale che, per k — oo,
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Ricordiamo che
W0, T; X) = {u € LP(0,T;X) : () qo. in X, v € LP(0,T; X)}.
Diamo due teoremi di esistenza e unicita.

Teorema 3.2.22 Per ogni yop € X e f € LP(0,T;X) esiete un'unica soluzione forte y
del problema (3.7), data da

t
y(t) = G(t)yo + / Gt - 8)f(s)ds, t€[0,T].
0
Dimostrazione Per k£ > w siano

Allora yor € D(A) e fr, € LP(0,7; D(A)). Quindi, posto

t
yr(t) = G(t)yok +/ G(t—s)fi(s)ds, te]0,T],
0
possiamo derivare questa funzione rispetto a ¢, ottenendo

Ve = Aye(t) + fi(t), t€[0,T];

dunque, per k — oo

yp(t) — Ayi(t) = fi(t) = f(t) in LP(0,T; X), ye(0) = yor — yo in X.
Inoltre .
yi(t) = Glt)yo + / Gt — 3)f(s)ds = y(t) in C([0,T],X)

infatti

<

lyet) = y(®)lx = HG<t><y0k—yo>+ / Gt = fe) = o) ds|

[ 15 - e ds]; <

< # (e, 1}y — ol -+ # e { 7 T} e = oo

=

t
SHe“’tHy(m—yoH)(-i-H{/ }
0

e dunque ||yx(t) —y(t)||x — 0 uniformemente in [0, 7). Essendo {y.} C W'?(0,T; X) C
C([0,T7], X), si ottiene y € C([0,T],X) C LP(0,T; X). Cio prova che y & soluzione forte
del problema ({3.7)).

Proviamo che y & 'unica soluzione. Sia ¢t € [0,T]: se z ¢ un’altra soluzione, e se z, — z
in LP(0,7; X), z,,— Az — fin LP(0,T; X) e z;(0) — yo in X, allora posto fi = 2z, — Az
si ha per s € [0, 1]

d

d—S[G(t — 8)z(8)] = —AG(t — 8)zi(s) + G(t — s)[Azi + fr] = G(t — ) fr(s).
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Integrando in [0, t],

() = Gl)(0) = [ Gt = 9)fuls) ds

e per k — oo

z®zewm+l%w—@ﬂ$@:mw -

Teorema 3.2.23 Consideriamo il problema di Cauchy (3.7).

(i) Seyo € D(A) e f € LP(0,T; D(A)), allora esiste un’unica soluzione stretta y di
(13.7), data da

y@=G®m+AGWﬂM®®,tGMH

inoltre y € C([0,T], D(A)).

(ii) Se yo € D(A) e f € W'2(0,T;X), allora esiste un’unica soluzione stretta y di
(3.7), data dalla formula precedente; inoltre y € C*([0,T], X) N C([0,T], D(A)).

Dimostrazione Proviamo (i). Dato che Af € L?(0,T;X) e Ay € X, per il teorema
3.2.22| esiste un’unica soluzione forte v del problema

{ V' (t) = Av(t) + Af(t), t€l0,T),
v(0) = Ayo,

data da
v(t) = G(t)Ayo + /0 G(t —s)Af(s)ds = AG(t)yo + /0 AG(t — s)f(s) ds.

Ci occorre adesso questo lemma:

Lemma 3.2.24 Se h € L'(0,T; X) e h(t) € D(A) per ogni e € [0,T], allora per ogni
t €10,7] si ha

A%@@emm eAKM@@_[mwM&

Dimostrazione Si ha per n — oo, grazie alla convergenza dominata,
t t t
Jn/ h(s)ds = nR(n, A)/ h(s)ds — / h(s)ds,
0 0 0
t t t t
AJn/ h(s)ds = An/ h(s)ds = / Aph(s)ds — / Ah(s) ds,
0 0 0 0
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da cui, essendo A un operatore chiuso, la tesi. O

Per il lemma |3.2.24] possiamo scrivere

o(t) = A [G(t)yo + /0 Gt - ) £(s) ds} _ Ay(t),

e dunque y € L*(0,T; D(A)).

Siano adesso y,, e v, le soluzioni dei problemi
{ Yn(t) = Anyn(t) + f(t), t€[0,T], { Up(t) = Anva(t) + Anf(t), t€[0,T],
yn(o) = Yo, Un(()) = Anyo,

in cui Poperatore A,, ¢ limitato; dunque y,,, v, € C*([0,7T], X) e si ha

t t
yn(t) = etA"yo—l—/ e(t_s)A"f(s) ds, v,(t) = etA"Anyo+/ Ane(t_S)A"f(s) ds = Apyn(t).
0 0

Dato che etz — G(t)z uniformemente in [0, T] per ogni z € X, quando n — oo si
ricava
Yn(t) = y(t

) uniformemente in [0,7] e y(0) = o,
Apyn(t) = v,(t) — v(t) uniformemente in [0, 77,
) =

e dunque y(t) € D(A) e Ay(t) = v(t) per ogni t € [0, T]; inoltre
1) = A1) + F(0) = Ay(D) + 1) n [0.T],
da cui
W) = Ay(t) + f() Ve [0,T]
percio y € WH(0,T; X) N C([0,T], D(A)) e y & soluzione stretta di (3.7)).
Proviamo (ii). Essendo f' € LP(0,7;X) e A,yo + f(0) € X, esiste un’unica soluzione
forte z del problema

2'(t) =Az(t)+ f'(t), tel0,T],
{ (0) = Ayo + f(0),
data da .
2(t) = G(t)[Ayo + f(0)] +/O G(t—s)f'(s)ds, te[0,T].

Siano y, e z, le soluzioni dei problemi

{y;(t)Z Anyn(t) + f(t), t€]0,T7, { = Apza(t) + f/(t), t€][0,T],
Yn(0) = 9o, = Ay + £(0),

che appartengono rispettivamente a C*([0, 7], X) e W'?(0,T; X), e sono date da

%@—“W+A =9 £(5) ds
%@zé%mm+ﬂw+/UHWf@@
0
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Integrando per parti, si ha
t
) = g O]+ [CI]g A, [ ds
0

= An {6”‘"% +/0 el f(s) dS] + (1) = Anyn(t) + f(1) =y (2).

Si ha allora per n — oc:
yn(t) = y(t) = G(t)yo + fot G(t — s)f(s)ds uniformemente in [0,7] e y(0) = yo,
yr(t) = z,(t) — 2z(t) uniformemente in [0, 77,
e dunque y € C([0,T],X) e y/(t) = z(t) per ogni t € [0, T]; inoltre
Ayyn () =y, (t) — f(t) = 2(t) — f(t) uniformemente in [0, 77,

cosicché y € C([0,T], D(A)) con Ay(t) = z(t)—f(t) = v/ (t)— f(t). Pertanto y & soluzione
stretta di (3.7). L’unicita della soluzione stretta segue da quella della soluzione forte,
dato che ovviamente ogni soluzione stretta e soluzione forte. O

3.2.3 Semigruppi in uno spazio di Hilbert

Quando X e uno spazio di Hilbert, alcuni specifici risultati della teoria dei semigruppi
hanno una formulazione piu forte.

Teorema 3.2.25 (di Datko) Sia X uno spazio di Hilbert complesso, e sia A il gene-
ratore infinitesimale di un semigruppo fortemente continuo G. Sono fatti equivalenti:

(i) 6e G(H,w) con H>1,w<0;

(ii) [T IIG(t)z|% dt < oo per ogni x € X;

(iii) esiste P € L(X), P = P* > 0, che risolve I’equazione di Lyapunov
(Px, Ay)x + (Az, Py)x = —(x,y)x Vz,y € D(A).

Dimostrazione (i) = (ii) E evidente.

(ii) = (iii) Proviamo anzitutto che esiste K > 0 per cui

[C1etulia] <Ky wex 63

A questo scopo definiamo per T' > 0 loperatore I'r : X — L?(0, 00; X) dato da

(Tra)(t) = G(t)z - Tom(t), > 0.
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Si ha 'y € L£(X, L*(0,00; X)): infatti, posto K, = [ [~ |G(t)z|% dt]%, risulta

1
2

T
Fralliom = | [ l6@lk @] <K, vr>o
0

ed inoltre
sup ||FTI||L2(0,00;X) < K, Ve e X.
T>0

Per il teorema di Banach-Steinhaus esiete K € )0, 00[ tale che
sup U7 2¢x,22(0,000) < K,
>0

ossia

1 o0 3
{ JAEOER dt] ~ sup
0

]l x >0 [|2]|x

[ / Cleels dtr <K VeeX\ {0},

il che prova la nostra affermazione.
Cio premesso, per x,y € X e A > 0 siano

bz, y) = / CGWn Gk dt, da(asy) = / (G(t)z, Gt)y) x dt.

Le applicazioni ¢ e ¢, sono forme sesquilineari e continue su X x X. Per ogni fissato
y € X lapplicazione x — ¢(x,y) & lineare e continua da X in C, con

o(x,y
sup L@ g

zeX\{0} ||| x

quindi, per il teorema di Riesz, esiste un unico elemento z, € X tale che

¢z, y) = (z,z)x VreX, |zlx =60 )lcxg-

D’altra parte, essendo ¢ antilineare rispetto a y, la dipendenza di z, da y risulta lineare;
percio esiste un operatore P : X — X, lineare, tale che z, = Py per ogni y € X.
Inoltre P ¢ limitato perché ||Py|x < K||y||x , € non negativo perché ¢(y,y) > 0, ed ¢
autoaggiunto perché ¢ e una forma hermitiana. Per definizione si ha

(Px,y)x = (z, Py)x = ¢(z,y) Vo, y € X.

In modo analogo, per ogni A > 0 si trova un operatore Py, € L(X), con P, = Pf > 0,
tale che
(Paz,y)x = (7, Pxy)x = da(z,y)  Va,y € X.

Dalla definizione segue che, per ogni x,y € X,
)\hm ¢A(xay) = ¢($,y),
—00
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e dunque, per A — oo,
P — Pr inX Vo e X.

Se adesso x,y € D(A), si trova
<P>\A:L'7y>X + <P)\x7Ay>X =
A

_ / (G(8) Az, G(t)y)x + (G (t)z, G(t) Ay)y] dt =

0

d

A
:/0 Gz, Gy)x dt = {GNz, GAy)x — (2, y)x -

Dunque
(G\)z, G(Ny)x = (Az, Py)x + (Paz, Ay)x + (z,y)x  Va,y € D(A),
e per A = 00

3 lim (G(N)z, G(\)y)x = (Az, Py)x + (Pz, Ay)x + (,y) x Vz,y € D(A).

A—00
Ma se questo limite esiste, osservato che (G(-)z,G(-)y)x € L'(0,00), esso deve essere
nullo. Ne segue la tesi.
(iii) = (ii) Siaxz € D(A). Utilizziamo la funzione quadratica (Pz,z)x come funzione
di Lyapunov per 'equazione differenziale y/(t) = Ay(t). Si ha

i(PG(t);E, Gt)r)x = (PAG(t)x,G(t)x)x + (PG(t)z, AG(t)x)x

dt
= (AG(t)z, PG(t)x)x + (PG(t)x, AG(t)x)x

—lIG®)l%

e integrando su [0, 7]

T

(PG(T)z,G(T)x)x — (P,z)x = — / Gt dt.
da cui .
/0 |G ()z||5 dt < (Px,z)x Vo € D(A).

Per densita ricaviamo la stessa relazione per ogni x € X, e infine quando T" — 400 si
ottiene

/ |G (t)z||% dt < (Px,z)x Vr € X,
0

che in particolare da (ii).
(ii) = (i) Sappiamo che esistono H; > 1 e w; € R tali che

1G]y < Hye™ vt >0.

Se w; < 0, abbiamo finito; supponiamo dunque w; > 0.
Nel caso in cui wy = 0, risulta ||G(¢)||zx) < H;: allora per ogni z € X si ha

t t t
HG(H)=l% = / 1G(t)=l% ds < / 1G() 200 |Gt — 8)2|% ds < H? / 1G(r) I dr,
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e dunque, ricordando (3.8]),

HIK?
IG5 <=

2115 Vze X, Vi>D0.

Ne segue
H K

GOl < G

<1 per t grande,

e pertanto il tipo di G e
1
wp = %ggg In ||G(t)||£(X) < 0.
Ne segue (i) quando w; = 0.
Se invece wy > 0, si procede in modo simile: per z € X

1 _ e2w1t

t
Sl = [ e |G ds <
w1 0

t

< [ e e G - 921k ds <

t
< 1 [ 160l dr < BRI
0

da cui o H2 K2
w1
IG(1)2]% < 1_—612WHZH§< vt >0,

e dunque

2w H? K?
IGOIZ¢x) < 1——<312w1t vt > 0.

Possiamo allora scrivere
HiK?e*1 set € [0,1]
IGWIE) < 3 g 2
set>1.

1 — e2w1

Cio mostra che il semigruppo G € uniformemente limitato. Ci siamo cosi ricondotti al
caso precedente in cui w; = 0. Ne segue la tesi. 0O

Anche in relazione al teorema di Hille-Yosida, nel caso hilbertiano abbiamo una carat-
terizzazione piu facile.

Teorema 3.2.26 Sia X uno spazio di Hilbert complesso e sia A: D(A) C X — X un
operatore lineare chiuso. Sono fatti equivalenti:

(i) D(A) =X, p(A) 2]0,00[ e Re (Az,z)x <0 per ogni x € D(A),

(ii) A ¢ generatore infinitesimale di un semigruppo G contrattivo, ossia G € G(1,0).
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Osservazione 3.2.27 Si dice che A ¢ dissipativo nello spazio di Hilbert X quando
Re(Az, z) x < 0 per ogni z € D(A); si dice che A & massimale dissipativo quando in pitt
1 € p(A) (il che implica D(A) = X e p(A) 2]0,00[). Dunque gli operatori massimali
dissipativi sono i generatori di semigruppi contrattivi.

Dimostrazione del teorema (3.2.26| (<) Dato che A genera un semigruppo for-
temente continuo, si ha D(A) = X e p(A) 2]0,00[. Sia z € D(A): dal fatto che
G € G(1,0) segue

1
Re (Az,z)x = lim —Re [(G(h)z,z)x — ||z|%] <0.

h—0t h
(=) Sia A > 0 e poniamo R(\, A)x =y € X. Allora \y — Ay = = e dunque
Mlyllx = (Ay, y)x = (&, 9)x

da cui
Re N |lyllx < Re(Ay, y)x + ||z]xlyllx,

che implica
1
= [|[R(\, A < 5— :
lyllx = IR, A)ally < = lelx
Dal teorema di Hille-Yosida e dall’osservazione [3.2.19(1) segue che A & generatore

infinitesimale di un semigruppo fortemente continuo G € G(1,0). O

3.2.4 Esempi

Esempio 3.2.28 Consideriamo, in un aperto limitato €2 C R™ con frontiera localmente
lipschitziana, il problema di Dirichlet per 'equazione di Laplace:

{ Au= f € L*Q)

uyag =0.

Un primo risultato di esistenza e unicita per questo problema si ha in forma debole: si
introduce la forma bilineare

(1, v) / (Vu, Vo) dz,  wwe HL(Q), (3.9)
Q
e si osserva che, in virtu della disuguaglianza di Poincaré
lull2@) < YIVullra@)  Yu € Hy(Q),

la forma ([3.9)) & un prodotto scalare su Hj () equivalente a quello naturale, che ¢ quello
indotto da H'(Q), vale a dire

(u, v) 1) = (U, V) r2(0) + (Vu, V) 12(q).
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Quindi, applicando il teorema di Riesz, per ogni T € H1(Q) := [Hj(Q)]" (il duale di
H}(Q)) esiste un’unica u € H}(Q) tale che

/Q(Vu, Vo), dr = (T, p) Y € Hy(9).

La f del nostro problema sta in L?(2), quindi scegliendo

—/Qfsodw

si ottiene che esiste un’unica u € Hj () tale che

/(Vu V)nd /fgod:v Vo € H Q).
In particolare, scelta ¢ = u, si ricava
IVull7z0) < I1f1l2@llull2@),
e dunque, per la disuguaglianza di Poincaré,

lull2e) < ellfllz2 @

Inoltre, una tecnica tipica della teoria delle equazioni ellittiche (il cosiddetto metodo
dei rapporti incrementali) consente di stabilire, utilizzando il fatto che f € L?(2) e non
solo f € H (), che in effetti u € H*(Q) e che

[ullmr20) < cll fllz2@)-
Possiamo allora rappresentare astrattamente il problema ([3.2.28]), definendo
D(A) = H*(Q) N H}()
Au=Au  Vue D(A).

Dunque il problema ([3.2.28)) si esprime semplicemente scrivendo che u € D(A) e che
Au = f. Osserviamo che risulta per ogni v € D(A)

Re(Au,u)Lz(Q):Re/Auudx:Re —uda—/|u|2dac:0 /|u\2dx<0
Q a0 On

Inoltre, si ha D(A) = L?(Q) ed infine p(A) D [0, 0o[, poiché per ogni A > 0 il problema
Au—Au= f e L*Q)
u‘ag =0.

ha soluzione unica: questo si vede con lo stesso procedimento utilizzato nel caso (i) =
(ii) della dimostrazione del teorema [3.2.26]

Dunque, per il teorema [3.2.26] A ¢ generatore infinitesimale di un semigruppo contrat-
tivo.
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Esempio 3.2.29 Consideriamo, nelle stesse ipotesi sull’aperto A, il problema di Neu-
mann per ’equazione di Laplace:

Au=f inQ

ou

— = Q
o 0 su 012,

ove f € L*(Q) e n ¢ il versore normale esterno a €. Vi & una teoria parallela al caso del
problema di Dirichlet, che da gli stessi risultati: 'operatore

D(A) = {u € H*(Q) : % =0 su 89}

Au=Au  Yu € D(A)

¢ generatore infinitesimale di un semigruppo G € G(1,0); 'unica differenza e che in
questo caso 0 ¢ p(A), dato che ogni costante risolve il problema di Neumann sopra
scritto.

Esempio 3.2.30 Consideriamo 1" equazione delle onde in un aperto 2 C R™ connesso
e limitato, con frontiera regolare:

ytt(tax) - Ay(t’x) = f(t,:)?), (t,I) E]OvT] X Q
y(t,z) =0, (t,z) €]0,T] x 09
y(0,z) = yo, y:(0,2) =y (x), x€Q.

Anche questo problema di Cauchy-Dirichlet si puo ridurre ad una equazione astratta
dello stesso tipo degli esempi precedenti. Poniamo v = y;: allora ’equazione y,;—Ay = f

diventa
= (20
v =Ay+ f, v A0 f)

con le condizioni (¥)(0) = (z‘l)) e y(t,-)|oq = 0. Introducendo 'operatore

D(A) = H*(Q) N Hy(Q)
Au = Au Yu € D(A),

il problema di Cauchy-Dirichlet si riscrive come problema di Cauchy astratto:

() =(55)() reon
(o=()

Analizziamo le proprieta spettrali di A = scegliendo nel modo piu naturale lo

0 1
A0
spazio X, vale a dire ponendo X = L?(Q2) x L*(2): si ha allora D(A) = D(A) x L*(Q).
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L’equazione )\(g) — A(Z) = (J; ) equivale a
Ay—v=f
Av— Ay =g,

v=2Ay—f
ANv— Ay =g+ \f.
Per A € R si ha A> > 0 e quindi A\* € p(A). Ne segue

R(), A) (g) = (z) - (AR?A(Z'A,Z?();TAX)— f)’

ovvero, semplificando,
f Al f
R A (g) - ( A A ) R4 (g)'

Il problema e che questo operatore si stima piuttosto male: si ha

Fo ()], =[] |C)

ed il teorema di Hille-Yosida non e applicabile. Si noti anche che la forma quadratica

(AC) O, (1)), - [s

non ha segno determinato.
Consideriamo invece lo spazio X = H}(Q) x L*(Q), con il prodotto scalare

(()-()) = [190:95v

= D(A) x HX(Q)

)
Q)-(A1)0) o) e
vale la relazione
GRHON, - (), femmnssva-

0
= /(Vv,Vy)ndas—l—/ —yvda—/(Vv,Vy)nda::O.
Q a0 On Q

da cui

)
X

Per 'operatore

S
=

Percio, sia A che —A sono massimali dissipativi, e pertanto A genera un gruppo (e non
soltanto un semigruppo) fortemente continuo e contrattivo nello spazio X = H}(Q) x

L2(Q).
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3.3 Controllo lineare-quadratico in spazi di Hilbert

Torniamo al nostro problema originale: minimizzare il funzionale
J(x,u) = /OT [(My(t), y(t)) x + (Nu(t), u(t))v] dt + (Poy(T), y(T)) x
trale u € L?(0,T; X), con u(-) e y(+) vincolate dalla relazione
y(t) = G(t)x + /OtG(t — $)Bu(s) ds, t €[0,7],

dove:

X, U sono spazi di Hilbert reali e separabili,

B e L(U,X),

M e P, sono operatori limitati, autoaggiunti e non negativi su X,

e N e un operatore limitato, autoaggiunto e coercivo su U, cioe esiste 6 > 0 per cui
(Nu,u)y > d||ul|f per ogni u € U,

e r e X,

A:D(A) C X — X ¢ il generatore infinitesimale di un semigruppo G fortemente
continuo.

Il funzionale quadratico J ¢ strettamente convesso e coercivo: quindi ¢ immediato
verificare che per ogni © € X esiste un unica coppia ottimale (y*,u*). Sia infatti
{u,} C L*(0,T;U) una successione minimizzante, ossia tale che

lim J(z,u,) =inf J > 0.

n—oo

Per la coercivita di N, la successione {u,} & limitata in L?(0,T’; U). Dunque esiste una
sottosuccessione {u,, } tale che

Uy, — u* in L*(0,T;U).

k

Ma allora, in L?(0,T; X),

Yn, (1) = G(t)x + /Ot G(t — s)Bup, (s)ds = G(t)xr + /0 G(t — s)Bu*(s)ds = y*(t),

ed anche .
Yn,(T) = G(T)x +/ G(T — s)uy, (s)ds — y*(T) in X.
0

Ora ¢ immediato verificare che il funzionale J & semicontinuo inferiormente in L?(0, T, U)
rispetto alla convergenza debole: dunque si ricava

J(z,u") <liminf J(z, u,, ) = inf J,

k—o0
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cosicché (y*,u*) & una coppia ottimale. La stretta convessita di J ci dice poi che tale
coppia ottimale ¢ unica.

Vogliamo ora caratterizzare (y*,u*). Il teorema di Pontrjagin ci da molte informazioni:
le condizioni necessarie ottenute per il problema di Bolza in R" valgono anche in questo
caso piu generale. Ricordando il sistema , nella nostra attuale situazione si ottiene:

2Nu* — B* =0
W = —pA 4 2My*
O(T) + 2Ry (T) =0,

ove ¢ € X* ¢ il moltiplicatore incognito. Ponendo per comodita p = —2, il sistema

2
diventa
u*(t) = —N"'B*p(t), te€[0,T]

P(t) = —A"p(t) + My (t), te€[0,T] (3.10)
p(T) = Foy™(T).
Il moltiplicatore p si chiama co-stato e risolve un problema di Cauchy all’indietro.

Immergiamo il nostro problema in una famiglia pit generale: per s € [0, T] consideriamo
il funzionale

Js(@,u) = /ST [(My(t),y())x + (Nu(t), u(t))v] dt + (Foy(T), y(T))x ., (3.11)
da minimizzare fra le u € L2(s, T; U) tali che
y(t) = Gt — s)z + / G- Bulydr, e [sT) (3.12)
La. funzione valore di questo problema
V(s,z) = inf {Js(:c, w): ue L (s, T;U), y(t) = Gt — s)z + /St G(t — r)Bu(r) dr} .

Indicheremo la coppia ottimale ed il relativo co-stato con

(Ye2()sus, (), psaL(),
cosicché si ha
(ps.)'(t) = —Ap; (1) + My;,, te€l0,T],
p:,az(T> = Poy;,x(T)7

ut (t):—N*IB*p;x(t), t 10,77,

S,

(3.13)

Yol(t) =Gt —s)z + /t G(t —r)Bu,(r)dr, te[0,T];
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in particolare

V(s x) = / [(MyL . (1), 22 () x + (N (8), ul ()] dt + (Poys (1), y2.(T)) x -

Mostriamo adesso che lo stato, il controllo e il co-stato ottimali non sono soltanto
elementi di L? ma sono funzioni continue.
Proposizione 3.3.1 Risulta
v up, € L(X,C([s,T],U)), v y;,, v—p;, € LX,C(sT],X)),
ed in particolare esiste Ly > 0 tale che

1Ysllx + lugzllv + lps.llx < Lellzlx Vo e X, Vs € [0,T[, Vt € s, T].

Dimostrazione Scelta una qualunque coppia (y, u) verificante (3.12)), vogliamo inserire
I'espressione di y nel funzionale Jg(x,u). A questo scopo poniamo

t T
[Lsul(t) = / G(t —r)Bu(r)dr, Lgu= / G(T — r)Bu(r) dr;
si ha Ly @ L*(s,t;U) — L?*(s,T;X), Lgr : L*(s,T,U) — X, e questi operatori sono
lineari e continui, con

Hew(T—s)
| Ls|| 222(s,m0), L2 (5,75x)) < T”BHL(U,X)a

Hew(T—s)
| Lsr|l 222(s,m0),x) < THBHK(U,X)a

mentre LF : L*(s,T; X) — L*(s,T;U), L%y : X — L*(s,T;U) con

[Liv](t) = /T B*G(r —t)*v(r)dr  Yv e L*(s,T; X),
t telsT].
[Liryl(t) = B*G(T —1)"y vy € X,

Si ha allora

Js(z,u) =

/ (MGt — s)x + [Lsu](t)], G(t — s)x + [Lsul(t))x + (Nu(t), u(t))v] dt +
+{(Py|G(T — 8)x + Lyru] ,G(T — s)x + Lygu)x =

/T<G(t —$)"MG(t — s)x,x)x dt + (G(T — s)*"PoG(T — s)x,x)x +
+2/ ([LiMG(- — s)z] (t) + [Lip PoG(T — s)z] (t), u(t))y dt +
[ UML) @), 0 + (Nult) )+ ([Lig Pl () u(®) o) de.
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dJs
ou

Il funzionale J,(z,-) ¢ minimo quando u = u},: dunque %= (z,u) ¢ nullo per u = u} .

Si ha quindi
2[LiM Ly + N + LigpPoLgr| vy, + 2[LiMG(- — s)x + Lip BoG(T — s)r] =0 in [s, T7.

L’operatore L := L*M L, + N + L*;PyLgr ¢ autoaggiunto e coercivo da L*(s, T;U) in
86, con (Lu, u) r2(s 70y 2 Ol[ull 72y - Quindi L & iniettivo e, siccome R(L) @ ker L =

L?(s,T;U), ha immagine densa. Ma ¢ immediato verificare che la coercivita implica

R(L) = R(L), e dunque L & bigettivo, con ||L™ | zr2s,rv)) < 3. Ne segue
ut () =L (LIMG(- — s)z + LI P G(T — s)z),

S, X
cio¢ x +— uj, ¢ lineare. Poi, essendo y; , lineare rispetto a = e ug,, anche z — yi ¢
lineare. Infine, essendo p , lineare rispetto a y; ,, anche z — p; . ¢ lineare.
Proviamo le stime puntuali: anzitutto

* 1 *
||u57x”L2(s,T;U) < 5 [HLS||L(L2(3,T;X),L2(S,T;U)) ||M||L(X) ||G( - 3)$||L2(5,T;X) +

Ll eex 2oy [Polleco |G(T = s)zf[x| <
Cri|x|| x Vr e X.

IN

Dunque

Iyt (Ol x < He[|zl|x + | Lsll ez, mxp s ol 2, ro) < erllzllx Vo € X,

ed infine, essendo

T
po(t) = G(T — t)* Py’ o(T) + / G(r — ) My? ,(r) dr,
t

troviamo

T
Ips.(Mlx < He*M|[Polleex) ||y:,z(T)||X+/ He "D M| zx) gz, (r) | x dr <
t
< Crsllz|x Vo e X.

Cio prova le stime. Il fatto che y;, e p; . siano funzioni continue segue dalla continuita
forte del semigruppo G e dalla loro espressione esplicita; la continuita di uj, segue da
quella di p; , tramite la seconda delle (3.13). O

Corollario 3.3.2 Per ogni s € [0,T] esiste Q(s) € L(X), autoaggiunto e positivo, tale
che
V(s,z) = (Q(s)z, ) x Ve e X.

Dimostrazione Dalla proposizione si deduce immediatamente che la funzione
valore V (s, 1) = Jy(x,uf,) ¢ quadratica rispetto a y: , e uj, , funzioni che sono lineari
rispetto a x; ne segue che V (s, ) & quadratica rispetto a x, nonché positiva. Ne segue
la tesi per un opportuno operatore Q(s) € £(X), autoaggiunto e positivo, la cui forma

esplicita verra ottenuta fra poco (proposizione O

Vogliamo adesso ricavare le proprieta dell” operatore di Riccati QQ(s), che ¢ fondamentale
per esprimere il controllo ottimale in forma feedback.
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Proposizione 3.3.3 (principio di ottimalita di Bellman) Se z € X e s € [0,T],
allora ug ,|is,r) = u; v (s) € YoallsTl = Usys ()7 I altre parole, ug , e yp . sono la coppia

ottimale anche in [s,T] rispetto al valore iniziale yg ,(s).

Dimostrazione Fissiamo un controllo 4 € L?(s,T;U) e denotiamo con ¥ lo stato

corrispondente al valore y; ,(s), ossia la funzione y;yé (s): dunque
{ 7() = A(t) + Ba(t), ¢€]s,T]
y(s) = Yga(s).

Poniamo

al) = { ug,(t) sete0,s] . { gigx(t) set €10,s]

u(t) setels,T),

 chiaro che risulta

Dunque, per minimalita di uj ,,
J(z,up,) < J(x, 7).

Sottraendo ad entrambi i membri la quantita

/0 MY (8), 9 () x + (Ve (1), w3 ()] d,

si ottiene
Js(40.2(8), ug o l1sm1) < Js(y5,0(5), 1)

per 'arbitrarieta di @, ug ,|(s,7) ¢ ottimale in [s, T'] per il valore iniziale y; ,(s); pertanto
lo stato ottimale yg , coincide in [s, T] con y; v (s O

Corollario 3.3.4 Per0<s<t<T ex e X siha

V(s x) = / [(My o (r), yau(r)x + (Nug o (r), wl o (r)u] dr +V(t,y2.(1)).

Dimostrazione Riscriviamo la relazione V' (s,z) = Jy(x,u,) spezzando I'integrale
all’istante ¢: si ottiene

V(s,z) = / [(MyL o (r),y2a(r)x + (Nl o (r), ul ()] dr+ Je(ys (), ulalem):

per il principio di ottimalita di Bellman, I'ultimo termine coincide con V'(¢,y; .(t)). O
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Corollario 3.3.5 Per0<s<t<T ex e X siha
Vi(s,z) = inf{/ [(My(r),y(r))x + (Nu(r),u(r))v] dr + V(t,y(t)) :

u € L*(s,t;U), o/ (r) = Ay(r) + Bu(r) in ]s,t], y(s) = x};

*

in particolare, il controllo u? ., che é ottimale in [s,T|, é anche ottimale in [s,t| per ogni
t €]s,T[, nel senso che la sua restrizione u} |4 rende l’estremo inferiore un minimo.

Dimostrazione Indicando con K il secondo membro, essendo uj, un particolare
elemento di L%(s,t,U), dal corollario segue che

Vs, x) > K.
D’altra parte, sia @ € L*(s,t;U) e sia 3 lo stato tale che

{ y'(r) = Ay(r) + Bu(r), r€]s,t]
y(s) = z;

poniamo poi, per ogni u € L*(t,T;U),

() = { u(r) ser € [s,t] o) = { y(r) ser € ls,t]

u(r) sere€lt,T], y(r) serelt,T],

ove y risolve

{ y'(r) = Ay(r) + Bu(r), relt,T]
y(t) = y(t).
Allora (g, u) verifica e si ha

Vi) < [ 100300+ (NT0) T di+ (R, T)x =
= [ TG0+ (V). 0 e+
MU, 000+ (V) 0o -+ ()T =
= [ NI T+ NN de 0.0,
Passando all’estremo inferiore per u € L2(2, T U), si ottiene

Vi(s,z) < / (MG, T x + (Na(r), 8] dt + V(E, 5(0)),
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da cui, per 'arbitrarieta di u,
V(s,x) < K.

Infine, scegliendo v = u* ., I'estremo inferiore K diventa un minimo in virtu del corol-

lario - 0

Possiamo ora rappresentare il controllo ottimale uj , in forma feedback.

S,x?

Proposizione 3.3.6 Per 0 <s<t<T ex € X si ha

ove Q(t) é loperatore definito nel corollario .

Dimostrazione Se (7,a) € la coppia ottimale del problema

min{ [ (0013001000 + (50wt ]+ Q0. (0 |

Y =Ay+ Bu in |s,t]
y(s) ==

(3.14)

allora, per le condizioni necessarie di ottimalita (3.13)), fra controllo @, stato § e co-stato
p intercorrono le seguenti relazioni:

{ pt) = —Ap(t) — My(t), telst],
p(t) = Q()y(t),

a(r) = —N"'B*p(r), r€ls,t[,
y(r)=G(r—s)x +/ G(r —o)Bu(o)do, r € ]s,t].

Ma la coppia ottimale del problema (3.14)) & proprio (y:,,u;,): infatti, per i corollari

[ O824 (V0] e+ V1, 0) =
=Vt < [ [0 + (Natr) o] dr -+ Vit o(0)
per ogni (y,u) con u € L2(s,t;U) e y = Ay + Bu in s, 1], y(s) = z. Grazie alla

continuita di v}, dalle equazioni di ottimalita sopra scritte segue in particolare, per
s =1,

S,T )

upL(t) = =N B, (1) = =N B'Q(t)y: (). O

Corollario 3.3.7 (Closed-loop equation) Per0<s<T ex € X si ha

{ (v:.)'(t) = Ay; ,(t) = BNT'B*Q()y; .(t), t€]s, T],
y:,z(s) = Z,
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Dimostrazione E evidente, visto che Uy, = —N‘lB*Q(t)y;x. O

Il significato della closed-loop equation e della formula feedback per u} , ¢ che ad ogni
istante ¢ € [s,T], per ogni z € X, i valori del controllo e dello stato ottimale sono
determinati solo da x e t, ossia non vi € memoria del passato né predizione del futuro.
Pero, nell’equazione compare 'operatore Q(t), ossia la funzione valore V (¢, z), che nella
sua definizione, al contrario, coinvolge i valori futuri del controllo. Quindi e importante
mostrare che V (¢, x) & soluzione di un’equazione differenziale ordinaria, che si puo cer-
care di risolvere direttamente. Tale equazione ¢ 1" equazione di Riccati, che discuteremo
nel prossimo paragrafo.

Vogliamo ora ottenere una formula esplicita per 'operatore di Riccati Q(+), introdotto
nel corollario 3.3.21

Proposizione 3.3.8 L’operatore di Riccati Q(-) é dato dalla formula
T
Qls)x = / G(t — s)"My? (1) dt + G(T — s\ P (T),  s€[0,T).  (3.15)
Dimostrazione Fissato x € X, partiamo dalle relazioni gia note
(Qs)z, 1) x = V(s,z) = Js(x,ug,) =

= / [(My (1), y2: () x + (N, (8),ul ()] dt + (Poys (1), :.(T)) x -

Nel membro destro del prodotto scalare sostituiamo al posto di y; , la sua espressione
fornita dall’ultima delle (3.13)): si ottiene

(Q(S)%;@X =
_ / <Myj’x(t),G(t—s)a: + / tG(t—a)Bu;I(U)da> at +

X

N /ST(Nu;x(t), it (O dt +<P0y;ﬂ’z(T)7 G(T — 8)x +/ST G(T — 0)Bug (o) d0>

X

Ora inseriamo nella parte sinistra del termine contenente (Nu} ,(t), u} . (t))u I'espressio-
ne feedback u} , = —N~'B*Q(t)y; , fornita dalla proposizione portando inoltre a
primo membro gli addendi del secondo membro che contengono y; , ma non uj ,:

(Q(s)z, ) x — / (Gt = )" My, (1), 2)x dt = (G(T = )" Poy ,(T), %) x =

- / / <G<t—a>*My:,x<t>,Bu:,$<a>>Xdodt+/ (G(T — o) Pay?o(T), B, (o)) x dor

Adesso sfruttiamo il principio di ottimalita di Bellman (proposizione |3.3.3|) e scriviamo
Ysut) =, 4« (1) per t € [0, T]: indicando con

Z(s)x = Q(s)x / Gt — 8)" My’ (t)dt — G(T — )" Pay’ o (T)
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I'operatore che compare a primo membro, e che vogliamo provare essere nullo, ed
applicando il teorema di Fubini, si ottiene per ogni s € [0, T

T T
Zena)s = [ [ (G )My o0). B (o) dido +
T

[T = ) Py o), B (o) do =

- / (Z(0)y;.(0), B (0))x do.

Ne segue, ricordando la proposizione [3.3.1],

T
1Z2(s)lexy = sup (Z(s)z,x)x < HBHc(U,X)(LT)?/ 1Z(0)|lcex) do, s € 10,T7.

ll=llx <1 s
Da qui, posto C' = || Bllzw,x)(Lr)? e g(r) = supycr. 1) | Z(5)llc(x) per r € [0, T, segue
9(s) <C(T = s)g(s),

e cio implica, per T —r < 1/C, che g(s) = 0 per s € [r,T]. Allora si puo sostituire
'integrale su [s,T] con integrale su [s,r], e ripetendo I'argomentazione si trova, con
un numero finito di passi, g(s) = 0 per s € [0,7]. Questo implica Z(s) = 01in [0,77], e
la tesi € provata. 0O

3.3.1 L’equazione di Riccati

Dimostriamo anzitutto che la funzione valore V' (¢, z) € lipschitziana rispetto a ¢ quando

x € D(A).
Lemma 3.3.9 FEsiste L, > 0 tale che
V(t,x) = V(s,2)| < Ly[lzllx + [ Azl|x]lzllx|t —s| Vts€[0,T], Vae D(A).

Dimostrazione Per prima cosa osserviamo che la relazione V(t,x) = Ji(v,u;,) e le
stime puntuali della proposizione mostrano che

(Qt)x,z)x = V(t,z) < cp|z||% Vo € X.
Dunque I'operatore autoaggiunto e non negativo Q(t) verifica
1ROl ex) < er

Ne segue

‘V(t,l‘) - V(tv z)| = |<Q(t)£(},$>x - <Q(t)Z,Z>X| <
< QM) (z —2),2)x + (Q(t)z, ¢ — 2)x| <
< corfllzllx + |I2llx]llz — 2]lx Ve,z € X, Vtel0,T].
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Dunque, per t,s € [0,T] con t > s, dal corollario si ha
V(s,x) = V(t,x) =

-/ [0 ) + (N 1), ()] dr + V2 (0) = V(t2),
da cui
V(s,2)=V(t,2)| < Lp[IM]lco +INean] 115 [t = sl +er (L4 Lo) |l x [lys . (6) =l x -
D’altra parte

lys. (@) —zllx < NG = s)z = 2lx + [Lo(ug )] (O] x <
/0 " Glo)Ardo / Glt— 0)Bu’ (o) do

X s

[H e" | Azllx + H " || Bl cwx) Lrlllx] |t — s,

IN

<
b

i

IN

da cui la tesi. O

Proposizione 3.3.10 (equazione di Riccati) Se x € D(A), allora la funzione valo-
re V(t,z) & derivabile rispetto a t q.o. in [0,T]; inoltre per ogni x,y € D(A) vale

d

d
aV(t,x) = £<Q(t)$a?/>X = (3.16)

= —(Q)z, Ay)x — (Az, Q)y)x + (N'B*Q(t)z, B*Q(t)y)v — (Mz,y)x
per q.o. t € [0,T], con Q(T) = P,.

Dimostrazione La condizione V(T,z) = (Q(T)x,z)x = (Pyz,x), € evidente, per
definizione di funzione valore. La derivabilita q.o. di t — V(¢,x) per x € D(A) segue
dalla sua lipschitzianita (lemma . Se 7 €]0,t[, per il principio di ottimalita di
Bellman, u;, ¢ ottimale anche in [t,T] rispetto allo stato iniziale y (¢); quindi, il
corollario , con x, s e t rimpiazzati da y; ,(t), t e T — ¢, fornisce quando & — 0"

(RQW)Y7 (1), yr () x = V(L,y7, () =
= /t [(Myz . (r) 472 (1) x + (Nuz (), uz o (r)u] ds + (Poys o (1), y7..(T))x

Se 7 ¢ un punto di derivabilita di t — V (¢, z) possiamo scrivere, analizzando la formula
precedente,

3 {%(Q@)yf—,x@),y:f,m<t)>x} = (M) = (N (1), (7))

d’altra parte a primo membro si ha

Tim 2 [(Q7 + W)y (4 h), g (7 + W) x — (@), )] =
= tim 2 [{QUr 1) [y, + 1) — ]yl 4 W)y +
+HQ(T + h)z, [y;x(T +h) — x] Yx +{Q(T+h) —Q(7)]z, z)x|.

103



Poiché per h — 0"
1 1 T+h
E[y;x(T +h)—z| = 7 {G(h)x —z+ / G(1+h — s)Bu; ,(s) ds] — Az + Buj (1),

si ottiene

tim, (@ + Ry + 1), 7, + W)y — Q) 2)x] =

h—0t

Q) Ae + But ()], a)x + (Q(r)e, Ax + Bt (1) x [ d

Q)]

t=1

Percio, ricordando la formula feedback della proposizione [3.3.6},
ur . (t) = =NT'B*Q(t)y; . (1),

otteniamo
Qx| Qe Anhy + (An, Q) x — 2N B QI B Qe -

=—(Muz,2)x — (N'B*Q(7)z, B*Q(7)z)y,
da cui, per q.o. 7 € [0,T] e per ogni x € D(A),

Qx|+ @A) + (an Q) -
—(N'B*Q(1)z, B*Q(T)x)y + (Mz,z)x = 0.

Usiamo adesso la polarizzazione, cioe scriviamo questa formula per x + y, con z,y €
D(A). Allora, per differenza,

3 QU = | QU+ )+ sy — QN — ) - ) | =
= [~ @I 1), A ) x — (A ), Q)+ ))x
+

(NT'B*Q(1)(z +y), B*Q(T)(z + y))u — (M(x +y),z + y)x +
HQ(T)(x —y), Az — y))x + (Alz — ¥), Q(T) (v — y))x —
—(N

NT'B*Q(7)(x — y), B'Q(T)(z — y))v + (M(z — y),z —y)x| =
= —(Q(7)z, Ay)x — (Az,Q(1)y)x + (N'B*Q(7)z, B*Q(1)y)v — (Mz,y)x,
che ¢ la tesi. O
Osservazione 3.3.11 Formalmente, I'operatore @ risolve
Q =—-A"Q—QA+QBN'B*Q—M
{ QT) = h,
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che e un problema di Cauchy retrogrado. Si noti che 'operatore
AQ =A"Q + QA
& genaratore infinitesimale di un semigruppo G fortemente continuo nello spazio
LX) ={QeL(X): @=Q"},

vale a dire

G()Q = G('QG(), 120,
il dominio di A ¢
D(A) ={Q € ¥(X) : (Qz,Ay)x + (Az,Qy)x| < c[|z| x[lyllx Y,y € D(A)}.

Osservazione 3.3.12 Vi ¢ un metodo euristico per dedurre la forma dell’equazione
di Riccati: se (y*,u*) e la coppia ottimale in [0, 7], cerchiamo un operatore Q(t) tale
che il co-stato ottimale p* abbia la forma feedback p*(t) = Q(¢t)y*(f). Sostituendo
nell’equazione risolta da p*, ossia la , si trova

QY+ Q") = -A"Qy" — My,
e ricordando '’equazione di stato,
QY+ QAy" + QBu" = —A"Qy" — My’;
infine, dalla formula feedback di u*,
Q'y* + QAY* + A*Qy* — QBN 'B*Qy* + My* = 0.

Essendo z arbitrario, di riflesso e arbitraria anche y*, e quindi si ottiene una equazione
per () della forma richiesta.

Osservazione 3.3.13 Posto P(t) = Q(T — t), I'operatore P(t) risolve il problema di
Cauchy (in avanti)

d
P, y)x = .
= (P(t)z, Ay)x + (Az, P(t)y)x — (NT'B"P(t)x, B*P(t)y)u + (M, y)x
per ogni z,y € D(A), per q.o. t € [0,T], con P(0) = F.

Da questa osservazione segue:

Proposizione 3.3.14 Sia P(t) soluzione dell’equazione (3.17)), nel caso Py = 0. Allora
t— (P(t)x,x)x & crescente per ogni x € X.
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Dimostrazione Sia 0 <7 <t <T. Essendo P, =0 si ha
Jo(x,u) > Ji(z,u) Yu € L*(7,T;U).
Pertanto, se u* & ottimale rispetto a = in |7, T,
(Q(T)x,z)x =V (1,2) = J(2,u") > Jy(x,u") =V (t,z) = (Q(t)z,x)x,

ossia
Q(T) > Q(t) se T <t,
che implica subito la tesi. O

Utilizzando P(t) = Q(T'—t) in luogo di Q(t), la funzione valore del problema di controllo
e
V(s,z) =inf Js(x,u) = (P(T — s)x,z)x ,

e il controllo ottimale ¢

ul(t) = =N"'B*P(T — t)y; (t).

S,T

3.3.2 Unicita per ’equazione di Riccati

Cominciamo con un’osservazione importante, anche se collaterale. Utilizzando il semi-
gruppo @ — G(t)Q = G(t)*QG(t), 'equazione di Riccati (3.17)) si scrive nella forma
mild seguente:

P'(H)z = G(t) BG(t)x + / t G(t — s)* [M . P(S)BNﬂB*P@)} Gt — s)zds (3.18)

per ogni z € D(A). Poniamo

Co([0,T),2(X) ={Q: [0,T] = 2(X): t—Q(t)x € C([0,T],X) Vz e X}.

Proposizione 3.3.15 Sia P € C4([0,T],2(X)). Sono fatti equivalenti:
(1) P é soluzione mild dell’equazione di Riccati (3.18) per ogni x € D(A);

(i) (P(t)x,y)x ¢ derivabile q.o. in [0,T] e verifica 'equazione differenziale di Riccati
(3.17) per ogni x,y € D(A).

Dimostrazione (=) Se z,y € D(A) e P ¢ soluzione mild, possiamo scrivere

(P(t)z, y)x = (RG()z, G(t)y)x+ / ([M—P(s)BN"'B" P(s)|G (t—s)a, G(t—s)y)x ds:
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quindi possiamo derivare, e otteniamo

d

POz, y)x = (RG(H)Az, G(t)y)x + (PG ()2, G(t) Ay)x+

+([M — P(t)BN"'B*P(t)]z,y) x +

—I—/t([M — P(S)BN_IB*P(S)]G(t —s)Ax,G(t — s)y)x ds +

+ /0 (M — P(s)BN'B*P(s)|G(t — )z, Gt — s) Ay} x ds —
= (Az, G(t)" Ry G(t)y)x + (G(t) PG (t)x, Ay)x +

+(Mz,y)x — (N"'B*P(t)x, B*P(t)y)u +

+ <Ax, /0 t G(t — s)* [M — P(s)BN~'B*P(s)|G(t — s)y ds> +

X

i </0t G(t — s)*[M — P(s)BN"'B*P(s)|G(t — s) ds, Ay> _

= (Az, P(t)y)x + (P(t)z, Ay)x + (Mz,y)x — (N"'B*P(t)z, B*P(t)y)u;

dunque vale (3.17)).

(«<=) Viceversa, se P risolve I'equazione differenziale (3.17)), allora per ogni x,y € D(A)
la funzione s — (P(t — s)G(s)x, G(s)y) x risulta derivabile, e si ha

d
25\ Pt = 8)G(s)z, G(s)y

)x
= —(P(t — 5)G(s)x, AG(s)y) x — (AG(s)z, P(t — s)G(s)y)x
HNTIB*P(t — 5)G(s)x, BEP(t — 5)G(s)y)u — (MG(s)x, G(s)y) x +
+(P(t — s)AG(s)x, G(s)y) x + (P(t = s)G(s)z, AG(s)y)x =
= —(MG(s)x,G(s)y)x + (N'B*P(t — 5)G(s)x, B*P(t — 5)G(s)y)v .

+

(
)z

Integrando in [0, ¢],
(PG(t)r, G(t)y)x — (P(t)x, y)x =
= _/0 (MG(s)z,G(s)y)x ds + /0 (N'B*P(t — s)G(s)x, B*P(t — 5)G(s)y)v ds,
da cui

(P(t)z,y)x = (G(t)" BG(t)z, y)x+
—I—/O (G(s)" [M — P(t—s)BN 'B*P(t — s)} G(s)x,y)x ds.
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Per densita, la stessa relazione vale per ogni * € D(A) e per ogni y € X, e per
Iarbitrarieta di y si ottiene che P & soluzione mild di ({3.18]).

Stabiliamo adesso un lemma fondamentale per il seguito.

Lemma 3.3.16 Sia 0 € [0,T], sia K € Cy([0,T],L(X)). Allora per ogni x € X
I’equazione integrale

t

y(t) =Gt — o)z Gt —s)K(s)y(s)ds, te€[o,T], (3.19)

+
ha un’unica soluzione y € C([o,T],X). Tale soluzione dipende linearmente da x, e
verra percio denominata
y(t) :=U(t,o)x.

L’operatore U(t, o) cosi definito si chiama operatore di evoluzione e verifica:

Ut,o)=U(t,7)U(r,0) V7€ |o,t],
U<070) = IX;

ed inoltre, per ogni g € C([o,T], X) la soluzione dell’equazione

2(t) =Gt —o)x + / G(t—s) [K(r)z(s) +g(s)| ds
¢ la funzione

2(t) =U(t,o)x + /t Ul(t,s)g(s)ds, te€[o,T].

Dimostrazione Lo spazio Cs([o,T], X) ¢ di Banach con la norma

IK| = sup [K(D)lcx) VK € Cs([o, T, X);
t€[0,T]

tale estremo superiore ¢ finito in virtu del teorema di Banach-Steinhaus.
Introduciamo nello spazio Cs([o, T], X) una nuova norma: per o > 0 poniamo

lglle = sup e lg(t)]lx;
te[0,7

chiaramente

lglla < sup [lg()[x < e T lg]la
telo,T]

Detto L l'operatore integrale
0= [ G- 9K s el T X)
si ha L € L(Cs([o,T], X)) e inoltre per ¢ € [0, T] risulta, supposto a > w,

<

t
p—a(t—0) ||Ly(t)||X _ ‘ / e—a(t—S)G(t — s)K(S)e_a(s—U)y(S) ds

X

HI|| K| c(o/m),c0x) Iyl

t
< H/ eI K| oo eoxop 1Yo ds <
0
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per cui, se « e sufficientemente grande,
1

IZylla < Slylla Yy € Cs(lo, T, X).

Poniamo allora
[L(y)](t) = G(t — o)z + [Lyl(t) vy € Cu([o, T], X) :
I'operatore L & una contrazione da Cs([o, T], X) in sé, essendo
1
IL(y) = L)lla < [[Ly = 2)lla < 5lly = 2lla ¥y, 2 € C([o, T], X).

Quindi esiste un’unica y € Cs([o, T, X) tale che
y(t) = [Llt)  vteloT].
La dipendenza lineare di tale y(-) da x & immediata. Notiamo poi che

ly@)llx = IG(t — o)z + Ly(t)|x < He*®7|zlx + || Ly(®) 1 x .

da cui
e y(t)llx < He @ laf|x + e[ Ly (1) x ,
e pertanto
[Ylla < Hljzllx +[[Lylla < Hllzllx + %Hylla,
ovVvero

1ylla < 2H ||z[|x;
si conclude dunque che
ly@®)llx < 2H e jz]x  Vt€ [0, 7).
Cio prova la stima per U(t,0) in £(X). La relazione U(t,7)U(7,0) = U(t,0) ¢ facile

conseguenza dell’unicita, mentre ovviamente U(o,0)x = x.
Consideriamo infine la funzione

z2(t) =U(t,o)x +/ U(t,s)g(s) ds,

ove g € Cs([o,T], X): partendo dalla relazione (3.19)) che definisce U(t, o)z, cioe

Ult,o)r =Gt — o)z + / G(t — s)K(s)U(s,0)xds,

109



si ricava:

t

2(t) =Ul(t,o)x —I—/ Ult,s)g(s)ds =

[

=G({t—o)r+ /tG(t — $)K(s)U(s,0)xds +

# [ 6=+ [ G- K@U s)ats) ] ds =

=G(t—o)x +/ G(t — s)g(s)ds +

[

+/ G(t—s)K(s)U(s,a)xds—i—/ G(t—r)K(r) /TU(r,s)g(s)dsdr:

=G({t—o)x +/ G(t —s)g(s)ds +

lea

" /UtG(t—T)K(r)[U(r vt [ Ulrs)gls) ds]ar =

,0) ' s)d
—G(t—a)x—i—/ G(t—s)g(s)ds—i—/ Gt —r)K(r)z(r)dr.

[

Percio z risolve in Cy([o, T], X') 'equazione

2(t) = Gt — o)x + / G(t — s) [g(s) + K(5)2(s)| ds.

Ma questa equazione ha soluzione unica, poiché se z; e z5 sono soluzioni di essa, allora
w = z1 — 2y risolve

w(t) = / G(t — 8)K (s)w(s) ds,

ossia
w(t) =U(t,0)0 = 0.
Ne segue 'ultima affermazione del lemma. 0O

Veniamo adesso all’enunciato chiave ai fini dell'unicita della soluzione dell’equazione
differenziale di Riccati.

Proposizione 3.3.17 Sia R : [0,T] — X(X) una soluzione dell’equazione differenziale
di Riccati (3.16), con R(T) = Py. Allora, per ogni x € X, per ogni u € L*(s,T;U),
detto y lo stato corrispondente al valore iniziale y(s) = x, si ha

(R(s)z,z)x = Jy(x,u) — / ' HN% [u(t) n N—lB*R(t)y(t)] HQUdt. (3.20)
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Dimostrazione Supponiamo dapprima u € C'([s,T],U). Allora y € C'([s,T],X) e
si ha, aggiungendo e togliendo, alla fine, la quantita || N2u(t)|/?

SR, 5(0)x = (B2 ey + /0, ROYONx + (RO, (1) x =

= —(R(t)y(1), Ay(t))x — (Ay(t), RO)y(t))x + (N B R(t)y(t), B*R(t)y(t))v —
—(My(t),y(t))x + (Ay(t), Rty (1)) x + (Bu(t), R(t)y(t))x +
+(R()y(t), Ay(t)) x + (R(t)y(t), Bu(t))x =

— My — IVl + |V [u) + N B Ry ()]

2

U.

Integrando su [s, T, si ottiene

RO+ [ [0, 00 + (), )] -
- / ' |73 |ut) + N1 B R(y(0)] HQU dt = (R(s)z, z)x

cioe la tesi per u € C*([s, T],U). Un facile argomento di densita fornisce la tesi. O

Corollario 3.3.18 (unicita) Sia R : [0,7] — X(X) una soluzione in [0,T] dell’equa-
zione differenziale di Riccati (3.16), con R(T) = Fy. Allora R(t) = Q(t), ove Q é
loperatore definito nel corollario|3.53.2.

Dimostrazione Fissato s € [0,7[, dalla proposizione 3.3.17, e in particolare dalla
(3.20)), ricaviamo

(R(s)x,x)x < Js(x,u) Yu e L*(s, T; U).

Ma scegliendo la soluzione y dell’equazione
t
yt) =Gt —s)r — / G(t —r)BN~'B*R(r)y(r) dr

ed il controllo
a(t) = — N B RO,
dalla segue subito che
(R(s)z,z)x = Js(z, 1) < Js(x,u) Yu e L*(s, T; U).
Dunque u deve coincidere con il controllo ottimale uf ,. Ne segue
(R(s)x,z)x =V (s,x) = (Q(s)x,x)x Vs € [0,T],
ossia, per polarizzazione e continuita,

R(s) = Q(s) Vs €0, 7). O
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Corollario 3.3.19 Per ogni Py € X(X), Py > 0, esiste un’unica soluzione P(t) > 0
dell’equazione di Riccati in avanti (3.17), con P(0) = F.

Dimostrazione Per il corollario [3.3.18] fissato 7" > 0 vi € un unico operatore Qr €
Y(X), Qr > 0, tale che (Qr(s)x,z)x = V(s,x) (la funzione valore del funzionale J;) in
[0,T], e Qr risolve univocamente in [0,7[ 'equazione di Riccati retrograda (3.16|). Di
conseguenza, P(t) := Qr(T —t) risolve univocamente in ]0, 7] I'equazione di Riccati in

avanti .

Se ora Ty > T, allora Py (t) = Qr, (T} — t) risolve in [0,71] e quindi in [0, 7], con
lo stesso dato Py per ¢t = 0. Quindi Py(t) = P(t) in [0, 7], e dunque P(t) & estendibile
a [0,71], e questa estensione risolve univocamente in [0,73]. Per I'arbitrarieta di
Ty, P(t) ¢ ben definita in [0, 00| ed ¢ I'unica soluzione dell’equazione di Riccati in avanti
(3.17) con la condizione P(0) = Py. O

Corollario 3.3.20 Sia P(t) l'unica soluzione dell’equazione di Riccati in avanti (3.17)),
con P(0) = Py. Per ogni T > 0, per ogni s € [0,T[, per ogni x € X si ha

(P(T — s)z,z)x = inf J,(z,u) =
= [ [ )+ (V). ]+ (P, (T

Dimostrazione Conseguenza immediata del corollario e della definizione P(t) =
Qr(T —t) pert €[0,7). 0O

Concludiamo il paragrafo con una importante proprieta di monotonia delle soluzioni
dell’equazione differenziale di Riccati.

Proposizione 3.3.21 Siano Q1, Qs € 3(X) operatori non negativi, entrambi soluzioni
dell’equazione (3.17) con “termine noto” M sostituito da My e My rispettivamente, e
valore iniziale Py sostituito da Py e P, rispettivamente. Se risulta

P, <P, M, < My,

allora si ha

Qi(t) < Qat)  VE=0.

Dimostrazione Consideriamo per cominciare il problema di Cauchy

y'(t) = (A* — %[Ql(t) + Qg(t)]BNlB*> y(t), t>s,

y(s) = vo-

Questo problema, scritto in forma integrale, diventa

W) =Gt =9~ 5 [ Gt =0)(@ul0) + Qo BN 'B'y(o) do, 12,

ove G(t) ¢ il semigruppo generato da A, ed ha un’unica soluzione della forma

y(t) = U(ta 3)907 t Z S,
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come abbiamo visto nel lemma [3.3.16]

Cio premesso, poniamo ) = () — @)1: ¢ facile verificare che, scrivendo formalmente, per
comodita, I’equazione di Riccati nel modo gia fatto nell’osservazione [3.3.11], 'operatore
@ risolve

Q(t) = A*Q(t) + Q()A — Q2(t) BN ' B*Qa(t) + Q1 (t) BN ' B*Q1(t) + My — M, .

Aggiungendo e togliendo opportuni termini, tale equazione si puo riscrivere nel modo
seguente:

QW) = (4= 50+ BN ) QU +
+QUE) (A= BN B Qo) + Qult)) + Mz~ M,

Si verifica senza difficolta che la forma mild di questa equazione si scrive tramite
I'operatore di evoluzione U(t, s) nel modo seguente:

t

Qt) = U(t,0)(Po — P)U(t,0)* + / Ut s)(Ms — M)U(t, s)* ds.

Ne segue immediatamente, per ogni x € X,
<Q(t>flf, x)X = <(P2 - Pl)U(tv 0>*[L', U(ta O)*x>X +
t
+ [0 = )05 Ut ) ds 2 0,
0

cosicché Qo(t) > Q1(t) per ogni t > 0. @O

3.3.3 Controlli in orizzonte infinito

Consideriamo il problema lineare-quadratico in orizzonte infinito: vogliamo minimizzare
il funzionale

Ky = [ [tyte). 00 + e u(o)e] e, (3.21)
ove x € X e u € U, la classe dei controlli ammissibili
U, = {u e L*(0,00;U) : J(x,u) < oo}, (3.22)
mentre y e la soluzione mild del problema di Cauchy
y'(t) = Ay(t) + Bul(t), t>0,
{ y(0) = .

Ricordiamo che M € ¥(X), M >0, N € X(U), N> >0, Be L(U,X) ed A¢il
generatore di un semigruppo fortemente continuo G. Si noti che se G € G(H,w) con
w > 0, allora il controllo w = 0 non & ammissibile, perché M2y(t) = M2G(t)z non
appartiene, in generale, a L?(0, co; X).

(3.23)
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Teorema 3.3.22 Sex € X el, # 0, allora esiste un unico controllo ottimale u* per
J(z,-).

Dimostrazione Per ipotesi, il funzionale assume valori finiti, e coercivo e strettamente
convesso: quindi esiste una successione minimizzante {u,} C U,, la quale ¢ limitata in
L*(0,00;U) e dunque possiede una sottosuccessione {u,, } debolmente convergente a
una u* € L?(0,00;U). Di conseguenza gli stati

alt) = Glt)e + [ Glt = 3)Buy (5) ds

convergono puntualmente alla funzione
t
Yy (t) = G(t)x + / G(t — s)Bu*(s) ds.
0

Per il lemma di Fatou, applicato a || M2y, (s)||% , e per la semicontinuitd inferiore della
norma rispetto alla convergenza debole in L2, applicata a || N2u, (s)||v , si ottiene

Taw) = [ [ O+ IV @] de <

< liminf/ ]|M§ynk(t)\]§<dt+li]£ninf/ N3, (8)]12 dt <
0 - Jo

k—o0

k—o00

< timint [ [0, (O + [V O] dt = timint (o, 0,,) =
0 —00

= inf J(x,u).

uEL{x

Quindi ©* € un controllo ottimale. L’unicita di u* segue dalla stretta convessita di

J(x,-). O

Il risultato che segue riassume la sostanza della teoria, cioe la caratterizzazione del
controllo ottimale in forma feedback per mezzo di un opportuno operatore di Riccati.

Teorema 3.3.23 [ sequenti fatti sono equivalenti:
(1) per ogni x € X esiste U, € Uy;
(ii) esiste P € X(X), P >0, tale che:
(a) P risolve I’equazione algebrica di Riccati
(Az, Py)x+(Pz, Ay)x—(N ' B*Pz, B*Py)y+(Mz,y)x = 0 Va,y € D(A); (3.24)

(b) P ¢ la soluzione minimale, ossia risulta P < P per ogni P € %(X), P > 0,
che risolve tale equazione.

In tal caso, la coppia ottimale (y*,u*) per J(z,-), con y*(0) = z, verifica

u*(t) = —N"'B*Py*(t) Vt>0, (Pr,2)x = J(z,u"). (3.25)
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Dimostrazione Supponiamo che valga (i). Sia P(-) la soluzione in [0, 00[ dell’equa-
zione differenziale di Riccati in avanti (3.17)) con dato iniziale nullo:

CAPW)x = (P, Ay)x + Az, P(2)y)x -
—(N'B*P(t)z, B*P(t)y)y + (Mz,y)x  Vx,y e D(A) (3.20)
P(0) = 0.

Come sappiamo dal corollario [3.3.19] la soluzione P(-) esiste unica e t — (P(t)x,z)x €
crescente per ogni x € X; inoltre, essendo Py = 0, si ha, scegliendo T' > t,

(P(t)r,z)x = Jr_(v,up ;) < Jro(2,0,) < J(2,7,) <oo  VE>0, VrelX,

e dunque
Jlim (P(t)z,z)x e R Vo e X.

t—o00

Per polarizzazione,
Jlim (P(t)z,y)x € R Vz,y e X.

t—o0

Percio esiste P € (X)), P > 0, tale che P(t)x — Px per t — oo, per ogni x € X. Ma
essendo B . B
I[P — Pl = ([P — P())e,a)x \ O per t — oo,

tenuto conto che
I[P = PO leco) < 1P = PO 2 < Pz, < oo
si ottiene
I[P - P(t))allx < [P)2x) I[P = PO32l% -0 per t — o,

ossia B
P(t)r - Pxr in X  VexeX pert— +oo. (3.27)

Adesso passiamo al limite per t — oo nell’equazione ([3.26]). Per ogni z,y € D(A) il
secondo membro tende a

(Pz,Ay)x + (Az, Py)x — (N"'B*Pz, B*Py)y + (Mz,y) x;

quindi ha limite anche il primo membro, che ¢ la derivata della funzione scalare ¢ —
(P(t)x,y)x: se il suo limite per ¢ — 400 fosse un numero A, , # 0, avremmo

lim (P(t)x,y)x = £oo,

t—o00

a seconda del segno di A, ,. Ma cio ¢ impossibile, perché (P(t)x,y)x tende ad un limite
finito. Ne segue A;, = 0 e pertanto P risolve I'’equazione algebrica di Riccati. Cio prova

(a).

Proviamo la minimalitd di P. Se P & un’altra soluzione dell’equazione (3.24)), allora P
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¢ una soluzione stazionaria dell’equazione differenziale (3.17)), con dato iniziale P> 0.
Dalla proposizione [3.3.21] segue allora P(t) < P per ogni ¢t > 0; al limite per ¢ — oo,
ricordando ([3.27)), segue che P < P. Dunque vale (b), e (ii) & provata.

Supponiamo ora che valga (ii). Per 7" > 0 introduciamo il funzionale

I () — /0 [(My(s),y(s))x + (Nuls) u(s))u] ds (3.28)

e sia (yr, ur) la coppia ottimale per JT (x,-): essa esiste unica, perché J7 & un funzionale
del tipo (3.11]). Utilizziamo il seguente

Lemma 3.3.24 Sia Yy la soluzione dell’equazione integrale
t
() = G(t)x — / G(t —s)BN'B*Py(s)ds, t>0,
0

e sia u data da B
u(t) = —N"'B*Py(t), t>0.

Allora per ogni t > 0 si ha, quando T — oo,
yr(-) = 7 in C([0,t], X), up(+) = @ in C([0,¢],U).

Dimostrazione Dato che la coppia (yr, ur) ¢ ottimale per J7, ricordando la proposi-
zione 3.3.6] ed il corollario B.3.7 si ha

ur(r) = =N7'B*Qr(r)yr(r) = =N"'B"P(T — r)yr(r),
r r € [0,7T).
yr(r) = G(r)z — /o G(r —s) BN~ 'B*P(T — s)yr(s) ds,
Dunque, fissato ¢t €0, 77, in [0, ¢] la funzione z7 = yr — 7 risolve
zr(r) = — /Or G(r —s) BN 'B*P(T — s)zp(s) ds —
- / G(r — s)BN 'B*[P(T — s) — P|3(s) ds.
0
Si tratta di un’equazione integrale del tipo analizzato nel lemma |3.3.16| con
=0, K(r)=-BN'B*P(T —r), g(r)=—-BN 'B*[P(T —r)— P]y(r).
Quindi possiamo scrivere
zr(r) = — / Ur(r,s)BN *B*[P(T — s) — P]y(s) ds,

0

ove Ur(r,s) € L(X) e

Uz (7, 8)| cx) < 2H e Wr > 5 >0,
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con o > 2H|| B2y 30 IPllecolIN 7| 2wy + w. Allora si ha per r € [0,]

[z (r)]lx < / 2H " B[z IN 7l I[P(T = 5) = P g(s)||x ds;
0

per T — oo lintegrando converge puntualmente a 0 ed ¢ dominato in [0,¢] da una
funzione sommabile della forma C||7(s)||x (si ricordi che § € C([0,t], X)). Percio
zp — 0 uniformemente in [0,t] per T'— oo, ossia yr — ¥ in C([0,t], X) per T" — oo.
Per quanto riguarda wup, si ha

ur(r) =u(r) = =N"'B*P(T = r)lyr(r) = 5(r)] + N~ B*[P — P(T — )] 5(r),
e il primo termine ¢ uniformemente convergente, essendo

INT'BP(T = )lyr(r) = 5]l < IN e 1Bllewx sup 1P($)lyr = Tlleqoax) -

L’analisi del secondo termine e piu delicata. Sia € > 0. Per uniforme continuita, esiste
p. € N tale che

oGl

Inoltre, grazie a (3.27)), esiste T, > ¢ tale che

[IP-rr=ls()

Ne segue, per ogni r € L’:—:, %},

kt (k + 1)t
ps7 De

<e Vre{ ], k=0,1,...,p- — 1.

<e per T'—r >1T.
X

IlP = P(T = )] g(r)]lx <

5 — 7 (?) )

< ||?||£(X)5+€ se T —r>T,.

< [Pllecx)

+ H [?—P(T—r)} y<@>

De

X

Si conclude allora che
IlP = P(T = )]g(r)llx < [[Pleey +1]e Vrelot], VT >T.+t,
e cio implica che il secondo termine tende a 0 uniformemente per 7' — co. Il lemma e

provato. 0O

Torniamo alla dimostrazione della seconda implicazione del teorema |3.3.23| Sia x € X:
vogliamo provare che U, # (. Sia (yr,ur), con yr(0) = z, la coppia ottimale per il
funzionale J7 introdotto in (3.28]). Dal corollario[3.3.20} tenuto conto che Py = 0, segue
che

(P(T)z,z)x = /OT [(M?/T(S)ayT(S»X + <NUT(S),UT(S)>}/} ds.
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Per T' >t > 0 si ricava
(P(Dz.a)x > [ [0yr(s).ur()x + Nur(s),ur(s)y] ds:

per T' — 400 si ottiene, in virtu del lemma (3.3.24)

(Poa)x > [ [(306).506))x + V(). 0(6)y] .

ed infine, per t — 400,

(Px,z)x > /OOO [(My(s),y(s)>x + <Nﬂ(5),ﬂ(8)>yi| ds = J(z,u). (3.29)
Ne segue J(z,7) < oo, ovvero u € U,. Cio prova (i).

Resta da mostrare che, assumendo (i) e (ii), valgono le relazioni (3.25)). Sia (y*,u*) la
coppia ottimale per il funzionale J dato da (3.21]), con y*(0) = x. Per ogni T" > 0 si ha,
grazie al corollario |3.3.20),

(P(T)z,x) = inf J" (2,-) < J'(z,u*) < J(z,u"),
e per T" — o0 B
(Pr,x)x < J(x,u"). (3.30)
Viceversa, dalla (3.29)) si ha subito

(Px,x)yx > J(x,u) > J(x,u").

Concludiamo che B
(Pr,x)x = J(x,u) = J(z,u"),

e, per unicitd, T = u* e § = y*, da cui u*(t) = —N"'B*Py*(t) per ogni t > 0. Cio
conclude la dimostrazione. 0O

3.3.4 Unicita per ’equazione algebrica di Riccati

Sotto quali condizioni I’equazione algebrica di Riccati (3.24]) ha soluzione unica? Sotto
particolari ipotesi legate alla stabilizzabilita di (A, B).

Definizione 3.3.25 La coppia (A, B) ¢é esponenzialmente stabilizzabile se esiste K €
L(X,U) (il feedback stabilizzante) tale che ['operatore

D(Ak) = D(A)
{ Axy = Ay+ BKy Yy € D(A)

sia generatore infinitesimale di un semigruppo fortemente continuo esponenzialmente
stabile.
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Definizione 3.3.26 Sia C' € L(X,Y), ove Y € un altro spazio di Hilbert. La coppia
(A, C) é esponenzialmente rilevabile (in inglese, detectable) se (A*,C*) é una coppia
esponenzialmente stabilizzabile.

Dunque, se (A, C) ¢ esponenzialmente rilevabile allora esiste un feedback L € £(X,Y)
tale che A* + C*L sia generatore infinitesimale di un semigruppo fortemente continuo
esponenzialmente stabile: lo stesso vale allora per A + L*C.

Teorema 3.3.27 (i) Se (A, B) ¢ esponenzialmente stabilizzabile con feedback K €
L(X,U), allora l'equazione algebrica di Riccati ha almeno una soluzione P &
¥(X) non negativa.

(ii) Se M = C*C, con C € L(X,Y) e (A,C) esponenzialmente rilevabile, allora l’equa-
zione algebrica di Riccatt ha al pit una soluzione P € ¥(X) non negativa; inoltre

se P ¢ una tale soluzione, allora (A, B) é esponenzialmente stabilizzabile con feedback
K=-N"'B*P.

Si osservi che, nelle ipotesi della parte (ii) di questo teorema, ’equazione algebrica di
Riccati potrebbe non avere alcuna soluzione: in tal caso, pero, per il teorema |3.3.23
avremmo necessariamente U, = () per ogni x € X, quindi il problema avrebbe poco
interesse.

Dimostrazione (i) Dall’ipotesi segue che U, # () per ogni + € X: infatti, basta
risolvere l'equazione y'(t) = (A + BK)y(t) con il dato iniziale y(0) = z, che fornisce
y(t) = G (t)x (ove Gy & il semigruppo generato da A+ BK), e poi scegliere il controllo
u(t) = —Ky(t); a questo punto la tesi segue dal teorema |3.3.23]
(i) Anzitutto, enunciamo un lemma.
Lemma 3.3.28 Sia R € ¥(X), R >0, e sia K € L(X,U). Supponiamo che R ¢ K
soddisfino ’equazione

((A+ BK)z,Ry)x + (Rz,(A+ BK)y)x + (NKz, Ky)y + (Cz,Cy)y =0  (3.31)
per ogni z,y € D(A); allora valgono i sequenti fatti:

(i) se (A,C) é esponenzialmente rilevabile, allora (A, B) é esponenzialmente stabiliz-
zabile con feedback K;

(ii) se (A,C) é esponenzialmente rilevabile e P € X(X), P > 0, é soluzione non
negativa dell’equazione algebrica di Riccati (3.24) con M = C*C, allora si ha
P <R.

Dimostrazione Tra poco.

Concludiamo la dimostrazione della (ii) del teorema[3.3.27] Sia P € X(X) una soluzione
della con M = C*C, e poniamo K = —N~'B*P. Per z,y € D(A) si ha
0 = (Ar, Py)x + (Px, Ay)x — (N"'B*Pz, B*Py)y + (C*Cx,y)x =
= (Az, Py)x + (Px, Ay)x — 2(N"'B*Px, B*Py)y + (Kz, NKy)y + (Cz,Cy)x =
= (Az, Py)x + (Pz, Ay)x + (BKx, Py)x + (Pz, BKy)x + (NKz, Ky)y +
+(Cx,Cy)x =
= ((A+ BK)z, Py)x + (Pz,(A+ BK)y)x + (NKz, Ky)y + (Cz,Cy)x ;
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quindi P e K verificano (3.31)). Essendo (A, C) esponenzialmente rilevabile il lemma
3.3.28 (i) ci dice che A + BK ¢ esponenzialmente stabile, mentre da (ii) segue che
se P, & un’altra soluzione della con M = C*C, allora P, < P. Ma possiamo
ripetere questo ragionamento scambiando i ruoli di P e P; (e scegliendo stavolta K =
—N~!'B*P}); dunque ricaviamo P = P;. Cid conclude la dimostrazione del teorema

8327 O

Dimostrazione del lemma (3.3.28| (i) Sia Gy il semigruppo generato da A + BK:
esso esiste, perché per A € C 'equazione

Mo—Au— BKu=feX

equivale, se Re A > 0, a
u=R(\ A)[f — BKu,

dav i - HBIIK]
Jullx < 2|l lullx

Poniamo w; = w + 2H || B|||| K||: se Re A > w; possiamo scrivere

H 1
Jullx < WHJ”HX + 5 llullx

cioe o
Jullx € o Illx < Il

quindi
p(A+ BK) 2D {Ae€C: ReA>uw},

e per il teorema di Hille-Yosida A + BK ¢ generatore infinitesimale di un semi-
gruppo fortemente continuo Gx € G(2H,w).

Per ipotesi, (A, C) & esponenzialmente rilevabile: quindi, come osservato dopo la defi-
nizione, esiste un operatore L € L(Y, X) tale che A+ L*C sia generatore infinitesimale
di un semigruppo G, esponenzialmente stabile.

Definiamo adesso

y(t) = Gg(t)x, t > 0.

Scrivendo

A+ BK =A+ L*C+ [BK — L*C],

possiamo scrivere
t
y(t) = Gr(t)r = G(t)x +/ Gr(t — s)[BK — L*Cly(s)ds, t>0.
0
Proviamo che Cy € L*(0,00;Y) e Ky € L*(0,00;U). Supponiamo dapprima x € D(A):

allora y/(t) = (A + BK)y(t) e, usando 'equazione risolta da R, ossia la (3.31)), si ha

d

dt<Ry( ) yt)x = ((A+ BK)y(t), Ry(t))x + (Ry(t), (A+ BK)y(t))x =

= —(NKy(t), Ky(t))y — (Cy(t), Cy(t))y
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percio, integrando in [0, ¢],

(Ry (), y(1))x + / IV Ky(s)|2 ds + / |Cy(s) |2 ds = (R, z)x

Per densita, questa relazione vale per ogni x € X. Per t — o0, si ottiene Cy €
L*(0,00;Y) e Ky € L*(0,00;U).
Poi, la relazione esplicita di y in termini di GG, mostra che

9]l 20.00) < € [llzllx + 1Kyl z20.00) + €Yl L2(0,00m)]

dunque y(-) = Gg(-)r € L*(0,00; X) e, per il teorema|3.2.25/di Datko si ottiene che Gx
e esponenzialmente stabile, e (i) & provata.

(ii) Poniamo W = R — P. Per ogni # € D(A) si ha, utilizzando ’equazione algebrica
di Riccati con M = C*C risolta da P,
(A+BK)x,Wx)x + (Wz,(A+ BK)x)x =
= —(Cz,Cz)y — (NKz,Kx)y —
—(BKzx, Px)x — (Px, BKz)x — (N"'B*Px, B*Px)y + (C*Cx, 1) x =
= —(NKz,Kz)y — (BKz, Px)x — (P, BKz)x — (N"'B*Px, B*Px)y .
Poniamo Ky = —N'B*P: allora NKy = —B*P, PB = —K} N e percid
(A+ BK)z,Wz)x + (Wz,(A+ BK)z)x =
= —<NKZE, KZL'>U + <NKZE, KofL‘>U + <NK()I‘, K{L’>U — <NK()$, K()ZE)U =
= —(N(K — Ky)z, (K — Ko)z)y <0 Vo e D(A).

Sostituendo G (t)z al posto di x, si ottiene per ogni ¢ > 0

%(WGK(t)a:,GK(t)@X =
e integrando in [0, ¢]
<WGK(t)JJ,GK(t)ZL’>X < <WJI,ZL’>X Vo € D(A),

e, per densita, lo stesso vale per ogni x € X. Per t — oo, il primo membro tende a 0
perche Gg ¢ di tipo negativo. Ne segue (Wz,z)x > 0 per ogni x € X, ossia W > 0:
dunque R > P. Cio prova (ii) e conclude la dimostrazione del lemma. O

Corollario 3.3.29 Supponiamo che U, # O per ogni x € X, che C € L(X,Y) e che
la coppia (A, C) sia esponenzialmente rilevabile. Allora 'equazione algebrica di Riccati
(3.24) con M = C*C ha una e una sola soluzione P € X(X), P > 0, e la coppia (A, B)
¢ esponenzialmente stabilizzabile con feedback K = —N~'B*P.

Dimostrazione Immediata conseguenza del teorema |3.3.23| e del teorema [3.3.27] (ii).
0
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3.4 Controllo lineare-convesso in spazi di Hilbert

La piu naturale generalizzazione di un problema di controllo lineare-quadratico consi-
ste nel mantenere lineare I’equazione di stato e nel considerare un funzionale conves-
so, anziché quadratico. In questo modo la teoria e altrettanto completa, seppure un
po’ piu complicata. Andiamo dunque ad analizzare il problema seguente: vogliamo
minimizzare, per ' > 0 e s € [0, 7], il funzionale

J.(5,u) = / [9(y(0)) + hlu(t))]dt + B(y(T)) (3.32)

fra le w € L*(s, T;U), con u(-) e y(-) vincolate dalla relazione

{ y'(t) = Ay(t) + Bu(t), t€]s,T] (333
y(s) ==,
sotto queste ipotesi:
e X e U sono spazi di Hilbert reali separabili;
e g: X —[0,00[ e®: X —[0,00] sono funzioni convesse di classe C';
e 11:U — [0,00[ & una funzione strettamente convessa, di classe C*, tale che
h(u) > al|ul|f +b Yu €U, cona>0,beR,; (3.34)

e z ¢ un elemento di X, B ¢ un operatore in L(U,X), A: D(A) C X — X ¢l
generatore infinitesimale di un semigruppo fortemente continuo G.

Lo stato y(-) sara dunque
t
y(t) =Gt — s)x +/ G(t — r)Bu(r) dr, tels,T]. (3.35)

Non ¢ detto che il funzionale J, sia sempre finito: occorre che h(u(-)) € L'(s,T).
Tuttavia J; non ¢ identicamente +oo perché, scelto x = 0, risulta

T
J.(0,u) = / (9(G(t — )2) + h(0)] dt + B(G(T — s)a),
e naturalmente ¢t — ¢g(G(t — s)x) € una funzione continua da [s,7] in [0, c0[, dunque

limitata.
Denotiamo con U, la classe dei controlli ammissibili:

U, ={u e L*s,T;U) . Jy(w,u) < +00}.

La convessita di Jg garantisce facilmente 'esistenza di un controllo ottimale.
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Proposizione 3.4.1 Nelle ipotesi precedenti, esiste un unico controllo ottimale ug
Jo(z,uy,) < Js(w, u) Yu € L*(s, T; U).

Dimostrazione Sia {u,} C U, una successione minimizzante:

Jim Jy(z,un) = mf Ji(z, ).

Poiché, grazie a (3.34)),

T
]2 < / hun(s)) ds — b(T — s),

la successione {u,} ¢ limitata in L?(s,T;U) e quindi esiste {u,, } C {u,} tale che

Up, — UWin L?(s,T;U). La funzione

H:L*(s,T;U) — R, H(u) = /T h(u(s))ds Yu e L*(s, T;U)

¢ convessa (evidente) e semicontinua inferiormente: infatti se v, — v in L*(s,T;U),
scelta una sottosuccessione {v,, } tale che

lim H(vy,) = liminf H(v,),

j—o0 n—00

passando ad un’ulteriore sottosuccessione si puo supporre che
Up,(t) = v(t) q.o.in [s,t];
dunque h(vy,(t)) — h(v(t)) q.0., e dal lemma di Fatou deduciamo

H(v) <liminf H(v,;) = lim H(v,;) = liminf H (v,).

j—o00 j—00 n—00

Dunque la funzione H, essendo convessa e semicontinua inferiormente, ¢ anche debol-
mente semicontinua infeiormente, come conseguenza non elementare del teorema di
Hahn-Banach. Pertanto, tornando alla sottosuccessione minimizzante {u,, }, si ha

H(u) <liminf H (uy, ).

k—o0

Detto poi y,, lo stato corrispondente al controllo u,, , dalla formula di rappresentazione

(3.35) si ha facilmente
Yn, (1) = 7(t) in X Vte]sT],

ove 7 ¢ lo stato corrispondente al controllo u. Poiché g e ® sono convesse e continue su
X, esse sono debolmente semicontinue inferiormente in X, cosicché

9(@(1) < lminf gly, (1) Vi€ [s.T]; BF(T)) < liminf By, (T)).
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Di conseguenza
(o) = /[mmw+h@@nw+®@@»s

T
< / lim inf g(y,, (1)) dt + H(T) + lim inf B(y, (T)) <
T
< liminf | g(yn, () dt + li;n inf H(uy,,) + li;n inf ®(y,, (T)) <

k—o0 s

< liminf Jy(z, up,) = inf Jy(z,u).

- k—o0 UEU

Dunque w e ottimale.
Proviamo l'unicita: siano wu; e uy ottimali con u; # ug: dunque 'insieme

E={tel[s,T]: ui(t) #ua(t)}

ha misura positiva. Percio, essendo h strettamente convessa, per A €10, 1] si ha

H((1 = Nug + dug) = /h((l—/\)ul(t)+>\u2(t))dt+/ huy (£)) dt <

c

[E [(1 ~ N (b)) +/\h(u2(t))] dt + / (i (t)dt <
(1 =N H(uy) + AH (uz).

A\

IA

Ne segue

Js(x, (1 = Nug + Aug) < (1 = N)Jg(z,uq) + AJs(z,u2) = inf Jy(z,u),

uEL{z

il che e assurdo. Dunque u; = uy. O

Il passo successivo ¢ quello di cercare di caratterizzare la coppia ottimale per mezzo
delle condizioni necessarie di Pontrjagin. A questo scopo ci occorrono preliminarmente
alcune nozioni sulle funzioni convesse.

3.4.1 Proprieta delle funzioni convesse

Sia X uno spazio normato, sia f : X —| — oo, +00] una funzione. Come si sa, f &
convessa in X se

F(1=Da+ty) < L —f@) +tfy)  VryeX, Veelo]
ed ¢ strettamente convessa se, inoltre,

flA=tz+ty) < (1—1t)f(x)+tf(y) Ve,y € X, Vtelo,1].
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Proposizione 3.4.2 Se f é differenziabile secondo Gateauz, allora sono fatti equiva-
lenti:

(1) f é convessa;
(i) f(&) = f(z) + (f6(2),§ —2)x-x V2, £ € X;
(iii) f{ ¢ un operatore monotono, vale a dire

(fe(&) = fe(m),§ —2)x=x >0 VYV zeX.

Similmente, sono fatti equivalenti:

(i’) f é strettamente convessa;

(") f(&) > f(z) + (fo(r),§ —2)x-x VEw € X conx #¢;

(iii’) f, ¢ un operatore strettamente monotono, ossia
(fa(&) = fa(x),6 —2)x-x >0 V& xeX conx#é.

Dimostrazione (i) = (ii) Se f & convessa, i suoi rapporti incrementali in qualunque
direzione sono crescenti. Quindi

£6) - flz) > tim LEFHE—D) = f(@)

T t—0t t

= (f6(@),{ = 2)x x
(ii) = (iii) Se &,z € X, per ipotesi si ha
f&) = fla) + {fe(x).§ —)x-x,  fz) = f(&) + (fe(€),x — Ex=x;
sommando e semplificando, si trova
0> (fa(x) = f6(8), € — ¥)x-x

che equivale alla tesi.
(iii) = (i) Siano z,¢ € X. Posto

e(A) = f(1=Nz+ A, Ael0,1],
risulta
PN = (fe(L =Nz + ), —x)x-x  YA€[0,1].
Percio, per 0 < A < u < 1siha
@' (1) — @' () = (f6((01 = p)a + pg) — fo((1 =Nz +XE),§ —x) =

(et = wz + p€) = fo(( = N + A, [(1 = p)a + pé] = [(1 = NE+ AL xx
= A -

>0
in virtu dell’ipotesi. Dunque ¢’ & crescente, cosicché ¢ € convessa. Pertanto

FIL =Xz 4+ A8) = p(A) < (1= A)p(0) + Ap(1) = (1 = M) f(z) + Af ().

Le implicazioni (i’) = (ii’) = (iii’) == (i") si provano allo stesso modo. O
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Definizione 3.4.3 Diciamo che f : X —] — 00, +00] ¢ sottodifferenziabile nel punto
xo € X se esiste un’applicazione affine 1 : X — R (dunque della forma ¢(x) = px + b,
con o € X* ebeR) tale che

fa) 2 (x) VeeX,  flro) = vlxo).

Notiamo che f & sottodifferenziabile in xy se e solo se f(zg) € R, ed esiste p € X* tale
che

f(z) > fxg) + oz — x0) Vo e X.

Infatti, detta 1(x) = px+0b applicazione affine che verifica la definizione, si ha f(zq) =
(o) € R, e inoltre

f(z) > (x) = p(x —30) + 90 + b = @(x — T0) +P(20) = (¥ — 7o) + f(20) V2 €EX.

Viceversa, questa relazione implica la sottodifferenziabilita di f in xg, con

U(z) = pr +0b, b= f(zo) + zo -

Definizione 3.4.4 Sia X uno spazio normato reale e sia f : X — R. Se f ¢ sottodif-
ferenziabile in xo, ogni ¢ € X* tale che

f(x) = f(zo) + oz —x9) Ve eX
st chiama sottogradiente di f in xo. L’insieme dei sottogradienti di f in xg,
Of(xo) ={p € X" f(z) = f(z0) + p(z —z0) Vz € X},
si chiama sottodifferenziale di f in xy.

Si noti che df(xg) puo essere vuoto, ma € sempre un convesso di X*, chiuso per la
topologia debole* di X*.

Esempio 3.4.5 Consideriamo la funzione
[ X =R, flz) =|z]x.

Si ha per o =0
0f(0) ={p e X*: |lollx- < 1.

Infatti, la relazione di sottodifferenziabilita ci dice che
[z|lx > (p,2)x-x Ve eX <= ¢edf(0);
ma poiché possiamo scambiare x con —z, essa ci da appunto

(o, o) x x| < lzllx Ve e X = ¢edf(0),

vale a dire |||l x+ < 1 se e solo se ¢ € Jf(0).
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Proposizione 3.4.6 Sia f: X — ] — 00,400 una funzione convessa e sia xg € X tale
che f(xo) € R.

(i) Se f e differenziabile secondo Gateauz in xg, allora Of(xo) = {f&(xo)};

(ii) Se f ¢ continua in xy e Of (xo) = {@o} allora f ¢ differenziabile secondo Gateaux
in xo, con fi(xo) = o.

Dimostrazione (i) Se ¢ € 9f(zo), si ha f(zg + tv) > f(xo) + t(p,v)x x per ogni
teRewveX. Set #0, dividendo per ¢t si ha

f(xo + tv) - f(on) 2 <§0>/U>X*,X set >0
t <A{p,v)x+x set <O,

e dunque, per t — 0,
(fe(T0),v)xex = (p,V)x=x Vo EX.
D’altra parte, usando la convessita,

f(@) = flwo) = lim, flzo +t(x —txo>> — f(o)
cioe f(zo) € Of (o).

(ii) Omessa: ¢ una dimostrazione niente affatto banale, conseguenza del teorema di
Hahn-Banach. 0O

= <fé;(3?0), T — $0>X*,X )

Proposizione 3.4.7 Sia f : X —] — 00, +00] una funzione convessa. Se xy € X, si
ha
f(ﬂ?o) = m)%nf <~ 0e 8f(x0)

Dimostrazione Segue subito dalla definizione [3.4.3, O

Definizione 3.4.8 Sia X uno spazio di Hilbert e sia f : X —]— 00, +00] una funzione
convessa. La coniugata, o polare, di f ¢ la funzione

fy) = 2161)13{<y,x>x — f(x)}, y e X.

Osserviamo che f* e sempre convessa e semicontinua inferiormente rispetto alla topo-
logia debole di X. Inoltre, per definizione, vale la disuguaglianza di Young

(v, 2)x < fz) + f*(v) Vr,y € X.

Esempi 3.4.9 Se X =R, si ha con facili verifiche:

(i) flz) =z, 1<p<oo = [fy)=lyl%

Tp
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0 se ly| <1

() f(o) =lal = f) =T = {

+oo se |y| > 1;

(iii) f(z) =az, aeR, = [*(x)=I4(y);
400 sey <0

(iv) flz)=¢" = [f(y)=490 sey =0
y(lny —1) sey > 0.

Definizione 3.4.10 Sia X uno spazio di Hilbert e sia f : X —]|—00,4+00] una funzione
convessa. La bipolare di f € la polare di f*, ossia

[7(2) = Sg§{<z,y>x -y ze X

Dalla disuguaglianza di Young segue subito

7 2) < flz) VzeX;
ma un’importante onseguenza del teorema di Hahn-Banach ¢ il

Teorema 3.4.11 (di Fenchel-Moreau) Sia f : X —| — 00, 400| una funzione pro-
pria, cioe f # +oo. Allora f e convessa e semicontinua inferiormente se e solo se
risulta f**(z) = f(2) per ogni z € X.

Dimostrazione Omessa (¢ il teorema 2.5.8 dei miei appunti di Analisi convessa). O

Proposizione 3.4.12 Sia X wuno spazio di Hilbert e sia f : X —] — 0o, +00]| una
funzione convessa, propria e semicontinua inferiormente. Allora per ogni u,y € X si
ha

y€edf(u) <= wuedfly <<= (yux=Ff(u)+ ).

Dimostrazione Si ha, utilizzando nel quarto passaggio il teorema di Fenchel-Moreau:

yeif(u) <= fv)>flu)+(y,v—ux YweX
= (Wux—fv) <(pux—flu) WweX
—= [y =y ux — f(u)
= [T =fu)=(yux - [
= (u,v)x — f(0) <(wy)x — fTy) WweX
— ffv)>fy)+{uv—yx YWweX <= uecdf(y).

L’ultima relazione ¢ stata stabilita nel terzo passaggio. 0O
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3.4.2 Condizioni necessarie di ottimalita

Torniamo al nostro problema di minimo (3.32)-(3.33). Nell'unico punto di minimo u}
fornito dalla proposizione [3.4.1] vale la relazione, frutto della proposizione [3.4.7,

0 € OyJs(z,ul ),

) Vs,x

ove 0, denota il sottodifferenziale fatto rispetto alla variabile u. Per determinare
OuJs(,u) ci occorrono due lemmi.

Lemma 3.4.13 Sia

[(u) = / (D) dt + B((T)),  ue L¥(s,T;U),

ove

t
yu(t) = G(t — s)x +/ G(t — o)Bu(o)do, tels,T].
Allora il funzionale I' e differenziabile secondo Gateaux, con
<FIG(U), U>L2(S,T;U) = —<B*pu, U>L2(S,T;U) V’U - LQ(S, T, U),

ove

pult) = G(T — £ (4(T)) + / G0 — t)°g (yal0)) do, ¢ € [s,T).

Dimostrazione Essendo ¢, ¢ di classe C!, il funzionale I' ¢ certamente differenzia-
bile secondo Fréchet e quindi differenziabile secondo Gateaux. Quindi, a norma della
proposizione [3.4.6] OI'(u) contiene un solo elemento ed ¢ piu facile identificarlo con la
definizione di sottodifferenziale, piuttosto che derivare I'(u). Si ha infatti
Mu+tv) —T'(u
I'(u) —T'(v) > lim (u+ tv) <>:

T t—0t t

- / (0 0a1)) 90 (8) — vult))x i+ (@ (9u(T)), o (T) — (T x =
:/ <g’(yu(t)),/ Gt — 1) Blo(r) — u(r)] dr>X dt +
+<<1>'<yu<T>>, / G(T—r)B[v(r)—u<r>]> dr.

X

e utilizzando il teorema di Fubini-Tonelli
['(u) —T(v) >
T T
- / {<B’/ Gt —7r)g (yu(t)) dt + B*G(T — r)*® (y,(T)),v(r) — u(r)> ] dr =
s r U

:/ (B*pu(r),v(r) —u(r))ydr. O
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Lemma 3.4.14 Sia
T
H(u):/ h(u(t)) dt, u € L*(s,T;U).

Allora
{W(u)}  seh(u) € L'Y0,1) e h'(u) € L*(s,T;U)

0 altriments.

OH (u) = {

Dimostrazione Se h(u) ¢ L'(s,T), essendo h > 0 si ha H(u) = +o0o e quindi
OH (u) = 0.
Sia allora h(u) € L'(s,T); per u € L*(s,T;U) si ha dalla convessita di h

h(v(r)) = h(u(r)) > (b'(u(r)),v(r) —u(r))y q.o. in [s, T].

Se h'(u) € L?(s,T;U), possiamo integrare in [s, T, ottenendo

H(v) = H(u) > / (P (u(r)), v(r) = u(r))u dr = (B'(w),v = w210

da cui h'(u) € 0H (u).
Viceversa, sia ¢ € 0H (u): si ha dunque

H(v) — H(u) > (¢, v — w) r2(s, 70 Vv € L*(s, T; U).
Fissati £ C [s,T] misurabile e w € L*(s,T;U), scegliamo

0 ser¢FE

v=w-xp+u-(1—xg), ove xp(r)=
1 serekF.

Si ottiene, per ogni w € L?(s, T;U),

Prendendo come F l'insieme

Eo={t €[s,T]: h(w(t)) = hu(t)) = (), w(t) = u(t))v < 0},

la relazione precedente, applicata ad Fy, mostra che Fy ha misura nulla. Ne segue, q.o.
in [s,T],

h(w(t)) = h(u(t)) = (p(t), w(t) —u(t)v  Yw € L¥(s, T V),
e cio implica ¢(t) € Oh(u(t)) q.o. in [s,t], ossia
o(t) = 1 (u(t)) q.o. in [s, T7.

Si conclude che se h/(u) € L*(s,T;U) I'insieme Oh(u) coincide con {h'(u)}, mentre se
h'(u) ¢ L?(s, T;U) risulta Oh(u) = 0. O
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Corollario 3.4.15 Per ognixz € X e s € [0,T[, per il funzionale Js definito da (3.32))
st ha
{W(u) — B*p,}  se h(u) € L'(0,1) e W(u) € L*(s,T;U)

0 altriments.

Ouds(z,u) = {

Dimostrazione Se h(u) ¢ L'(s,T), oppure W' (u) ¢ L*(s,T;U), allora J, =T + H
con I' funzione differenziabile secondo Gateaux e H funzione non sottodifferenziabile:
quindi J; non e sottodifferenziabile.

Se invece h(u) € L'(0,1) e W(u) € L*(s,T;U), dai due lemmi precedenti segue che
B*p, € dT'(u) e h'(u) € OH(u); & banale verificare allora che B*p, + h/(u) € dT'(u) +
OH(u) C 0,Js(z,u). Inoltre in questo caso sia I' che H sono funzioni differenziabili
secondo Gateaux, quindi anche J; e differenziabile secondo Gateaux rispetto a u, e
pertanto 0, Js(x,u) ¢ costituito dall’unico elemento {B*p, + h'(u)}. O

Da questi risultati deduciamo che per il punto di minimo wu , del problema ({3.32)-(i3.33)

valgono le condizioni necessarie seguenti:
By, + W(ul,) = 0
(Pa)'(t) = =A"pi, — g'(ys,) in[s,T] (3.36)
Pa(T) = ®'(y:,(T)),

mentre la funzione valore V (s, z), definita da

V(s,z) = inf Jy(z,u),

€Uy
verifica .
Vis.) = [ 1/00500) + B ()] dt + B(2,(T)) (3.31)
I fatti che seguono si verificano come nel caso lineare-quadratico (proposizione .

Proposizione 3.4.16 Risulta per s € [0,T| e per x € X :

(1) ug,x’[S,T] = U:yg (s)? ?JS,z|[s,T] = y;yaz(s)z p3,2|[s,T] = p:,yaz(s);

,T

(i) V(s,2) = [Jlo(ys.(r) + hlui, (r)) dr + V(t, 5%, (1) per ognit € [s,T];
(iif) V(s,2) = inf { [![g(y(r) + h(u(r))] dr + V (£, (1))
ue L%(s,t;U), v = Ay + Bu in [s,t], y(s) =x} Vte[s,T].

Dimostrazione L’unica cosa che e stata omessa nel caso lineare-quadratico e la terza
affermazione di (i): la funzione pj , risolve

{ p'(t) = —A"p(t) — g (%5.(1), t€0,T]
p(T) = ¥'(y;.(T)),
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mentre p:,ygz(s) risolve

P(t) = —AD(t) = ¢ (s (1), € [5.T]
p(T) = él(y:,yaz(s) (7)),

Poiché y5 .(t) = y5 - (,)(t) in [s,T], per unicita le due funzioni coincidono in [s,T]. O

3.4.3 Stime per la funzione valore e per la coppia ottimale

Osserviamo anzitutto che le funzioni g, h, ®, essendo convesse, sono lipschitziane sui
limitati: cioe, per ogni r > 0 esiste M(r) > 0 tale che

l9(2) = 9(y)llx + [[®(x) = @(y)|lx < M(r)lz —yllx Yo,y € Bx(0,7),

1A (u) = h(o)]lv < M(r)llu —vllv Yu,v € By(0,r),
ove Bx(0,7) e By(0,7) sono le palle di centro 0 e raggio r in X e in U.
Vogliamo ora identificare univocamente il controllo ottimale u} , per mezzo della con-
dizione necessaria B*p; , + h'(u; ) = 0 stabilita in (3.36)). Per ipotesi, h & strettamente
convessa e di classe C'!, con h(u) > al|lu||? + b. Dunque, per la proposizione [3.4.2] b’ &

strettamente monotona, e di conseguenza 0h*(z) ha un solo elemento per ogni z € U:
infatti, grazie alla proposizione [3.4.6}

up,up € Oh*(z) =z € Oh(uy) NOh(ug) = {h (u1)} N{h (ug)};
ma essendo A’ iniettiva, I'ultima intersezione ¢ non vuota se e solo se u; = uy. Percio
oh*(z) = {(h")s(2)} Vz e U.

Dunque la condizione necessaria B*p; , + h'(uj,) = 0 diventa —B*p; , € Oh(u} ), ossia

(proposizione [3.4.12)) uf , € Oh*(—B*p; ), ovvero
uge = (W)G(=Bpi,). (3.39)

Notiamo ancora un fatto: la funzione (h*); ¢ limitata sui limitati di U. Per verificarlo,
partiamo dalla relazione

2
i,

Vy e U
1y yel,

W (y) = ilelg{@,u)z] — h(u)} < 51615{@, uyy — allull® — b}

la quale implica che h*, essendo convessa, ¢ limitata sui limitati di U. Lo stesso allora
deve valere per (h*);: infatti, se esistesse {z,} C U tale che

zalle < B, [[(R")g(2n)lv = +00  per n — oo,

avreiIno

h*(x) — h*(z,) > (F)g(zn), 2 — zn)y Vo € Us;
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allora, scegliendo
(") (2n)
(A=) (za)llu
otterremmo ||z||y < R+ 1, dunque |h*(z)| < K, |h*(2z,)] < K, da cui
2K > h*(z) — h*(2n) = ((h")c(2n), 2 — 2n)v = [[(R)G (20U

il che ¢ assurdo. Pertanto (h*)j; ¢ limitata sui limitati di U.
Cio premesso, si ha la seguente

xr =z, +

Proposizione 3.4.17 Per ogni r > 0 esiste c¢(r) > 0 tale che, se ||z||x <,
(i) V(s,x) <c(r) per ogni s € [0,T];

(i) [ lluz (0l dt < c(r) per ogni s € [0,T];
(iii) |lyi,(t)llx <c(r) per ognis € [0,T] et € [5,T];
(iv) llps.(llx < c(r) per ogni s € [0,T[ et € [s,T];
(V) llui . (O)llx < c(r) per ogni s € [0,T[ et € [s,T];
Dimostrazione (i) Come sappiamo
T

Vis,) < La.0) = [ (oGt = 9)a) + hO)dt + (G(T ~ s)a),
ed essendo g, h e ® limitate sui limitati, si ricava facilmente la tesi.
(ii) Si ha da (i)

T T
) 2 V(i) 2 [ bt (0)de=a [ il b ),

da cui la tesi aumentando un po’ la costante ¢(r).
(iii) Si ha per ogni t € [s,T][

T
50l < B lollxo+ [ 1Bl ool do] <

T 3
< He'T [H-THX + ||BHL(U,X)\/T [/ Huz,x(U)HQUdU] ] ;

e quindi, per (i), si ha la tesi aumentando un po’ ¢(r).

(iv) Poiché p} , risolve (3.38), si ha

P =G - )+ [ G- 0D 640

da cui si ricava facilmente la tesi, essendo ¢' e ¢’ funzioni continue.

(v) Utilizziamo la relazione : poiché, grazie a (iv), B*p; (t) varia in un limita-
to quando ||z||x < r, e p01che (h*)G ¢ limitata sui limitati, la tesi segue facilmente,
aumentando al solito la costante ¢(r). O
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3.4.4 Regolarita lipschitziana della funzione valore

Vogliamo adesso provare che la funzione (s, z) — V (s, x) ¢ lipschitziana, per poi dedurre
che essa risolve una equazione differenziale non lineare che generalizza quella di Riccati:
I’equazione di Hamilton-Jacobi-Bellman.

Proposizione 3.4.18 Per ognir > 0 esiste ¢1,, > 0 tale che, per ||z||x, ||2'||x <,
V(s,2') = V(s,z)| < e lle’ —z||lx  Vse[0,T].
Dimostrazione Sia y la soluzione del problema di Cauchy

{ y(t) = Ay(t) + Bug (1), telsT]

cosicché .
y(t) = Gt — s)x’ + / G(t —o)Bu;,(0)do, te€]s,T],

e di conseguenza
y(t) = yi.(t) = G(t — s)(a" — ).

Si ha allora

V(s,a') =V(s,z) < / l9(y(t) — g(ys ()] dt + (y(T)) — P(y;,(T)) <

IN

M(c(r)) [/ ly(t) — vs Ol x dt + [[y(T) — ys (Tl x | <
< M(c(r)) - 2He T ||2' — x| x .

Scambiando x con 2’ (e modificando di conseguenza la funzione ausiliaria y(-)) si ottiene
la stima cercata. O

Proposizione 3.4.19 Per ogni r > 0 esiste ca, > 0 tale che, pert,s e [0,T],
(1) |V(t,z) = V(s,z)| < copl|t — |+ ||G(t — s)x — z||x], quando z € X e ||z||x < r;

(i) |V(t,x) = V(s,z)| < coplt —s|, quando v € D(A) e ||z||x <.

Dimostrazione (i) Sia ¢t > s: allora dalle proposizioni |3.4.16(ii) e [3.4.18| segue:

Vs, ) =V(t,2)] < [V(s,2) =V ys ()] + V(5. {) = V(L 2)| =

- / (902 (1)) + Aty (7] dr + |V (£ () — V(t,2)] <

< 2¢(r)(t = 8) + cremlys. () — 2llx <

< max{2c(r), crem } [t =)+ ||G(t — s)z — x| x] +
+c1 o He || Bl cxye(r)(t — s) <

< e [(t—s5)+ |Gt —s)z —z|x]. O
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(ii) Se z € D(A), si ha
|Gt —s)r — x| x = ||/ (r)Az dr||x < HewTHAxHX(t —5);

dunque se in piu ||z||x < r si ripete il calcolo precedente, ottenendo la tesi. 0O

Proviamo infine questa proprieta:

Proposizione 3.4.20 Per ogni s € [0, e per ogni x € X risulta
Po(8) € 0V (3, 45.4(5))-
Dimostrazione Siano x,z’ € X. Per la convessita di g, h, ® si ha
V(s,2') —V(s,x) =
-/ (1902200 — 900 00 + b0 (8) — Bl (0)]] i +
+O(y (1) = (y:,(T)) =
> [ 1000 0) = 0+ O 1) — 0] e+
(2o (1)), s, (T) =y, (T))x =
_ / '

(40520).G =)' =) + [ Gl = Blut ) = (] dr) +

X

(R (g, (1)), w4 (1) — g, ()0 | dE +

+<<I>'<y:x<T>>, G(T - 8)(' - ) */5 6T~ ) Bluie () -, ()] dr)
= ([ 6= g+ 6 -y W) o)+

[ / CBG( - 1) g (g (0) dt + () +
+BG(T = 1)@ (4, (1)), (1) = (1)) d:
Ricordando la formula esplicita di p; , data da (3.40)), si ottiene
Vi(s,2')—V(s,x) >
(pia(s), 2’ —x)x + / T<B*P2,z(7‘) + W (G (1)), ug (1) = ul,(r))o dr =
= (phu(s).a' — ) +0,
in quanto B*p;x +h (u;‘x) = 0 per la condizione necessaria . Dunque

p:,x(s) € OxV(s,x) Vo € X,
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rimpiazzando x con yé’x(s), tenuto conto della proposizione [3.4.16|, si ha infine

pé,:p(s) = p:,ygyz(s)(s) S aﬁ?v(sﬂ ys,x(s)) u

Corollario 3.4.21 La funzione valore V (s, ) é convessa rispetto alla variabile x € X.

Dimostrazione Sia s € [0,7] e supponiamo, per assurdo, che la funzione v(x) :=
V (s, x) non sia convessa:” cio significa che esistono ¢t €10, 1| e due punti distinti z, 2’ € X
tali che, posto * = (1 — t)x + ta’, risulta

v(z*) > (1 —t)v(x) + to(a’).

Osservato che v = V (s, ) ha sottodifferenziale non vuoto in ogni punto di X, in virtu
della proposizione precedente, fissiamo ¢ € dv(z*) = 9,V (s, 2*): allora

v(y) Zv(@) +{py—a")x  WyeX
Dato che x — 2* = t(x — 2') e 2’ — 2* = (1 — t)(a’ — x), possiamo scrivere, scelto y = z,

v(z) > v+ {(p,r—2")x =v(@") +t{p,r —2")x >
> (1 —tw(z) +to(r) + t{p,z —2")x,

da cui, semplificando e dividendo per ¢,
v(z) —v(2') > (p,x —a')x.
Analogamente, scelto y = 2/, si ha

v(z") v(x*) 4+ (p, 2’ — ") x =v(@®) + (1 —t)(p, 2 —x)x >

(1 —t)v(z) +tv(x') + (1 —t){p, 2’ —x)x,

da cui, dividendo per 1 — ¢,

=
>

v(r') —v(x) > (g, —x)x,
vale a dire
v(z) —v(@') < {p,z—2')x.

Cio contraddice la relazione precedente. Ne segue dv(z*) = () e cid ¢ assurdo. O

3.4.5 Equazione di Hamilton-Jacobi-Bellman

Come nel caso lineare-quadratico, anche nel caso lineare-convesso la funzione valore
risolve (in un senso opportuno) un’equazione differenziale, la quale, nella nostra si-
tuazione, ¢ ovviamente piu complicata di quella di Riccati. Per determinare di che
equazione si tratta, facciamo anzitutto delle ipotesi un pochino piu restrittive.
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Proposizione 3.4.22 Supponiamo che (/)™ : U — U sia continua. Sia s € [0,T],
sia x € D(A) e supponiamo che in (s,x) esistano le derivate parziali Vi(s,x) € R e
Vi(s,z) € X. Allora vale I’equazione di Hamilton-Jacobi-Bellman

Vi(s,x) + (Va(s, x), Az) x + g(x) — h*(—B*V,(s,z)) = 0.

Dimostrazione Partiamo dalla relazione, stabilita nella Proposizione [3.4.16((iii),

Visa) = _int{ [ loto) + atuelar+ Ve o)},

ueL?(s,T;U

ove naturalmente
y(r)=G(r—s)z+ /T G(r — o)Bu(o)do, r € ls,t].
Scegliamo u(r) = € U, nonché lo stato corrispondente
y(r) =G(r —s)z + /T G(r — o)Budo.
Utilizzando la formula di Taylor si ha
0 < VL) - Vi) + [ o)+ ] dr =
= Vil )t~ )+ (Vals,2),T0) — ahx

+/ (@ (r)) — g(2)]dr + [g(x) + h(@)](t = 5) + ot — 5) + o([[y(t) — 2/x).

Notiamo che per ¢t — s™ si ha

y(t) — t—s)r — 1 [
e _Gl-s-z / G(t — 0)Budo — Az + B
t—s t—s t—s J,

dunque
y(t) —x = [Az + Bu|(t — s) + ot — s),
o([[g(t) — zllx) = ot — s),

[0 = staar = [ 160,50~ 2)x -+ o500) — )l r = ot ).
Pertanto, dividendo per t — s e facendo tendere t — s, si ricava
0 < Vi(s,x)+ (Va(s,z), Az + Bu)x + g(z) + h(w)  VueU,
ovVvero

0

IN

Vs, 2) + (Vals, 2), Az)x + Inf {(BVa(s, 2), v + (@)} + g(x) =
= Vi(s,z) + (Va(s,x), Az) x + g(x) — K" (—B*V,(s, x)).
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Per provare la disuguaglianza opposta, partiamo dalla relazione (proposizione|3.4.16|(ii))

V(s x) =/ [9(y2.(r)) + hlug (r)] dr + V(E, 53, (1), ¢ €ls,TT,

e dalla formula ((3.39)):
Uz (1) = (W)a(=B"p.(1), telsT].

S,z

Osserviamo che p?, ¢ una funzione continua, e che anche (h*);; ¢ continua. Infatti,
ricordiamo che per u, z € U vale

z=(h)g(u) <= wu=~hn(z2),
ovvero (h*); = (R')™!, e quest’ultima funzione ¢ continua per ipotesi. Dalla continuita
di v, segue per t — s*
t—s  t—s t—

- / t G(t — 0)Bu’ (o) do — Az + Bu? (s).
Possiamo allora scrivere, utilizzando la formula di Taylor e la convessita di g e h,
0 = Vitsa0) - Visa)+ o0 r) + Bl () dr =
= Vilsa)(t =) + (Vals,2), 42 (0) = @) +
- (o022 0)) = 9(0) + A ) = B (5))] i +
+[9@) + Al ()] (0 = ) + oft = 5) =
> |Vils, ) + (Vals, @), Aw + Bul . (s))x + g(w) + hlul ()| (t = 5) +
[ 150 = e+ [ D) = o dr ol =),

Dato che, per t — s™,
t
@)1~ 2 dr = oft =),
t
[ 06D 0) = w5 dr = oft = )

si conclude che
0> (t=3) [Vals, 2)+ (Vals, ), A)x+g(a) + (B Vals, ), 1o (8)) (i, ) +o(t—s),
e pertanto, dividendo per ¢t — s e facendo tendere t — s™, si trova
0 = Vi(s,2) + (Val(s, 2), Ar)x + g(x) + (BVa(s, 2), ug . (s))v + hlug,(s)) =
> Vi(s,z) + (Va(s,z), Ax) x + g(z) + 525 {(B*V,(s,z),u)y + h(u)} =
= Vi(s,x) + (Vi(s,x), Ax)x + g(x) — h*(—=B*V,(s,z)). O
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L’equazione di Hamilton-Jacobi-Bellman ¢ dunque

Vis(s,z) + (Vi(s,x), Ax)x + g(x) — h*(=B*V,(s,z)) =0, (3.41)
ove s € [0,T[ e x € D(A).
Osservazione 3.4.23 1l calcolo precedente ¢ lo stesso che si puo fare in problemi molto

piu generali, in cui il costo e

T
Tea) = [ Lote),u(o) dt+ 2(y(D))
con equazione di stato
y'(t) = f(tyt),u)), tel0,T],
y(s) = ;
In questo caso si definisce I’ Hamiltoniana
H(t,,p) = inf {(p, f(t,x,u))x + L(t, v, u)},
e 'equazione di Hamilton-Jacobi-Bellman diventa
vs(s,x) + H(s,x,Vy(s,x)) =0, s€[0,T7].

In tutte e due le situazioni (caso lineare-convesso e caso generale) si ha la condizione
finale
V(T,z) = ®(x).

E chiaro che nel caso lineare-convesso, in cui
flt,y,u) = Ay+ Bu,  L(t,y,u) = g(y) + h(u),
si ritrova
H(s,2,Va(s,2)) = if{{Va(s,2), Az + Bu)x + g(2) + h(u)} =
= (Vals,2), Az)x + g(z) — h*(=B"Va(s, x)).

In che senso, nel caso lineare-convesso, la funzione valore risolve I’equazione di Hamilton-
Jacobi-Bellman? Nel senso delle soluzioni di viscosita, che andiamo a introdurre nel caso
generale di un’equazione della forma

F(z,u(x),u (x)) =0, x €9, (3.42)

oev 2 ¢ un aperto di X e F': Q x R?> —+ R & un’assegnata funzione continua. Come
vedremo, le soluzioni di viscosita sono associate alla dinamica espressa dalla funzione
F, piu che all’ equazione F' = 0: infatti una soluzione di viscosita di F' = 0 puo non
essere soluzione di viscosita di —F = 0!
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Definizione 3.4.24 Sia uw € C(Q). Diciamo che u ¢ soluzione di viscosita dell’equa-
zione F(z,u,u’) =0 in Q se:

(i) per ogni xo € Q e per ogni ¢ € C1(Q) tale che xy sia punto di massimo locale per
u— @, risulta F(xg,u(xg), ¢’ (o)) <0;

(ii) per ogni xy € Q e per ogni p € CH(Q) tale che xy sia punto di minimo locale per
u — @, risulta F(xg,u(xg), ¢’ (xo)) > 0.

Se u soddisfa solo la condizione (i), diciamo che u ¢ subsoluzione di viscosita; se u
soddisfa solo la condizione (ii), diciamo che u é supersoluzione di viscosita.

Osserviamo che ogni soluzione u € C'(2) di (3.42)) (in senso classico) ¢ anche soluzione
di viscosita di tale equazione, come si verifica subito prendendo nella definizione ¢ = u;
viceversa, ogni soluzione di viscosita u, che sia di classe C?, verifica I’equazione in senso
classico: basta osservare che in entrambi i casi (i) e (ii) si ha u'(xy) = ¢'(zo) per tutte le
¢ per le quali u—¢ ha massimo o minimo locale in xg, da cui 0 < F'(x, u(xo), u'(zq)) < 0
in ogni punto xg.

Dunque la nozione di soluzione di viscosita e una buona estensione della definizione
classica di soluzione.

Esempio 3.4.25 Consideriamo il caso F'(z,u,v') = —|v/|+1in @ =] —1,1[. Si puo
verificare che u(z) := |z| & soluzione di viscosita dell’equazione
—|(z)]+1=0,

Infatti, se z € | —1,1[\{0}, esiste v'(z) e |u/(x)| = 1, quindi u verifica (i) e (ii) in virtu di
quanto osservato poco fa. Se x = 0, sia ¢ € C'(] —1,1[) tale che u — ¢ abbia massimo
locale in 0: allora esiste 6 > 0 tale che

7| = p(z) < —p(0)  per |z| <4,
per cui

) =p0) L oy @ =e(0)

<—-1 per —d<x<0,

il che significa che tale ¢ non esiste, dovendo verificare ¢'(0) > 1 e ¢'(0) < —1. Pertanto
(i) & verificata. Quanto a (ii), se o € C*(] —1,1[) & tale che u —  abbia minimo locale
in 0, allora esiste 6 > 0 tale che

2] = () = =p(0)  per |z <9,

— (0
i T

>—1 per —d<x<0,

il che implica
—l¢'(0)] +1 =0,
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cioe vale (ii).
Notiamo che invece u(z) = |z| non & soluzione di viscosita di

lu'(z)| —1=0.

Infatti, se ¢ € C'(] — 1,1]) ¢ tale che u — ¢ abbia massimo locale in 0, come prima
si trova che tale ¢ non esiste e quindi (i) e vera; quindi u e subsoluzione di viscosita.
Tuttavia, esistono funzioni ¢ € C*'(] —1,1[) tali che u — ¢ abbia minimo locale in 0,
per le quali la relazione

' (0)=12>0

e falsa: basta prendere p(z) = Cz", con n > 2. Dunque u non & supersoluzione di
viscosita, e pertanto non ¢ soluzione di viscosita dell’equazione |u'(z)| — 1 = 0.

Torniamo al caso lineare-convesso. Vale questo risultato:

Teorema 3.4.26 Supponiamo che (h')™' : U — U sia continua. Allora la funzione
valore V (s, x) & soluzione di viscosita in |0,T[ xX dell’equazione di Hamilton-Jacobi-
Bellman

—Vi(s,z) — (Vo(s,x), Ax)x — g(x) + h*(=B*V,(s,z)) = 0, xz € D(A).

Come si vede, questa nozione di soluzione di viscosita e lievemente piu debole rispetto
alla definizione [3.4.24; dobbiamo verificare le condizioni (i) e (ii) di tale definizione
solamente nei punti (s, x) con x € D(A), e non in tutti i punti di |0, 7 xX.

Dimostrazione Per ogni (s,z) €]0,7[ xD(A) dobbiamo provare i due fatti seguenti:

(i) se ¢ € C'(]0,T[xX) e se (s,z) ¢ punto di massimo locale per V — ¢, allora
—ps(s,2) — (pz(s,2), Az) x — g(x) + K" (=B ¢.(s,z)) < 0;

(ii) se ¢ € C1(]0,T[xX) e se (s,z) ¢ punto di minimo locale per V — ¢, allora
—ps(5,2) = (pals, ), Ax) x — g(x) + h* (=B ¢a(s, 2)) 2 0.

Il calcolo ¢ simile a quello della dimostrazione della proposizione [3.4.22]

Dimostriamo (i). Se (s,x) €]0,T[xD(A) e se (s, ) ¢ punto di massimo locale per V —,
allora per |t — s| + ||y — z||x < d, con § > 0 opportuno, si ha

Vi(t,y) —p(t,y) <V(s,z) —p(s,z). (3.43)

Fissiamo adesso u € U e poniamo

y(r)=G(r—s)z+ /r G(r — o)Budo, rels,T).
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Lemma 3.4.27 Risulta y(r) € D(A) per ognir € [s,T], con
Ay(r) = G(r — s)Az + [G(r — s) — I|Bu.

Dimostrazione Poiché x € D(A), per ogni r > s si ha G(r — s)x € D(A) con
AG(r — s)x = G(r — s)Ax. Inoltre se A ¢ un fissato elemento di p(A) vale la relazione

/: G(r — o)Budo — /:()\I — AR A)G(r — o) Budo —
— AR(\, A) / G(r — o)Bado + RO\, A)/: %G@ — o)Budo —
— AR(\ A) / " G(r — 0)Biido + R(\, A)[I — G(r — s)| Bu:
quindi
/r G(r — o) Bdo € D(A),
(M — A) / Glr — U)Bsﬂda - /\/: Gr — o)Bado + [I — G(r — )| B,

ovvero

A/T G(r — o)Budo = [G(r — s) — I|Bu.

Ne segue la tesi. 0O

Notiamo che, come conseguenza di questo lemma che ha interesse in sé, risulta
y € C[s, T]; D(A)).

Inoltre, in particolare, si ha ||g(r) — z||x < d per ¢t € [s,s + ], con n > 0 opportuno.
Possiamo quindi scrivere, per la proposizione |3.4.16((iii),

p(t,7(t) — (s, ) > V(t,5(t) — V(s,2) > —/ l9(y(0)) + h(w)] do.
Dividendo per t — s e facendo tendere t — s™ si ottiene
et = —alo) - @)

ovvero

9(x) + h(@) = —ps(s,2) — (pa(s,2), ¥ (s))x = —ps(s,2) = {a(s,2), Az + Bu)x .
Ne segue, per ogni u € U,

—s(5,2) = (a(s, 1), Ar)x — g(x) < (@a(s,z), Bu)x + h(7),
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vale a dire

—¢s(s, ) = (@a(s, ), Ax) x — g(x) + (=B pa(s, z)) < 0.

Cio prova (i).
Dimostriamo (ii). Sia (s,z) €]0,7[ x D(A) un punto di minimo locale per V' —¢: allora
per |t — s| + ||y — z||x < &, con § > 0 opportuno, si ha

V(t,y) = plty) > Vs, z) = p(s,2). (3.44)

Consideriamo il controllo ottimale u? , che ¢ continuo in [s, T] essendo (h')~! continua,

S,z

nonché il corrispondente stato ottimale g .. Per continuita esiste n €]0, ] tale che
Y52 (t) = zllx <& Viels,s+n].

Dunque, per t € [s,s + 7] si ha, grazie alla proposizione [3.4.16(ii),

5,2) U1 2, 0) 2 V(5,2) = VL, 0) = [ TolL ) + b )] dr

*
8,27

Osservato che, per la continuita di u

YL t
lim —=———— = lim

t—st t—s t—stt— s

[G(t —s)z+[ G(t—o)Bu (o) da] = Az + Bug (s),

s

dividendo per t — s e facendo tendere t — s si ottiene

. [%w, y;Z(t»} > g(2) + h(u,(s)),

t=s
ossia
—s(s,2) = (@a(s, ), Ax + Bug ,(s))x — g(z) — h(ug,(s)) = 0;
ne deduciamo, a maggior ragione,
—@s(s8,2) = (pa(s, x), Ar)x — g(2) + K" (=B pa(s, x)) = 0.
Cio proca (ii) e conclude la dimostrazione del teorema [3.4.26] O

Osservazione 3.4.28 Nel caso lineare-quadratico, 'equazione di Hamilton-Jacobi--
Bellman si riduce all’equazione differenziale di Riccati. Infatti si ha

V(s,x) = (Q(s)z,x)x . 9(y) = (My,y)x, h(u) = (Nu,u)y;

quindi
h*(z) = sup{(z,u)v — h(u)} = sup{(z,u)v — (Nu,u)v} =
uelU uelU
1 1 1 1
= sup {2 <—N22,N2u> - HN2u||2U} =
uelU 2 U
1 2 1
= sup{—HiN_éz—Néu +Z||N_;Z||2} :Z<N_lz,z>y.
uelU U
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Percio I'equazione di Hamilton-Jacobi-Bellman (3.41]) diventa

d

£<Q(s)x, r)x + 2(Q(s)x, Az)x + (Mz,z)x — i(NlB* 2Q(s)z, B*2Q(s)z)y =0,

vale a dire

d

E(Q(S)x,@x =

= —(Q(s)z, Az)x — (Az, Q(s)x)x — (Mz, z)x + (N7 B*Q(s)z, B"Q(s)x)u,

che ¢ I'equazione di Riccati (3.16)) con y = x.
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