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1 Spazi vettoriali topologici.

Richiamiamo le definizioni ed i risultati fondamentali della teoria degli spazi vettoriali to-
pologici (in breve s.v.t.). Diciamo che (X, 7) & uno spazio vettoriale topologico se X & uno
spazio vettoriale (su R o su C) munito di una topologia 7 tale che

1. (X, 7) & uno spazio di Hausdorff,
2. le operazioni di somma e prodotto per scalare sono continue.

Le spazio X si dice localmente convesso se esiste una base di intorni di 0, per la topologia 7,
che siano convessi (ricordiamo che un intornodi0se 0 € V € 7).

Un sottoinsieme E di uno s.v.t. X si dice limitato se per ogni intorno V di 0 esiste s > 0 tale
che E C tV per ogni t > s. X si dice localmente limitato se esiste un intorno di 0 limitato.
Osserviamo che in uno s.v.t. i punti sono sempre sottoinsiemi limitati.

Un sottoinsieme F di uno s.v.t. X si dice compatto se ogni ricoprimento aperto di £ ammette
un sottoricoprimento finito, si ha che ogni sottoinsieme compatto di X & anche limitato.
Una funzione || - || : X — R si dice una norma su X se

L flz +yll < llzll + llyll, per ogni z,y € X,
2. [[Azll = Al ll=l],
3. |lz|| > 0sex#0.

Una norma induce naturalmente una distanza su X, ponendo d(z,y) = ||[z—y||. In particolare
uno spazio normato € uno s.v.t. localmente convesso e localmente limitato, e la sua topologia
¢ generata dalle palle B, (z) := {||z|| < r}. Piu in generale, si ha che uno s.v.t. & normabile,
cioé ammette una norma che induce la topologia 7, se e solo se ammette un intorno di 0
convesso e limitato. Osserviamo che in uno spazio normato (X, || - ||) un insieme £ C X &
limitato se e solo se sup,cp ||| < +oo.

Dato uno spazio normato (X,| - ||), se la metrica d corrispondente & completa (cio¢ ogni
successione di Cauchy per d converge in X), si dice che (X, || - ||) € uno spazio di Banach.
Uno spazio di Banach & quindi uno s.v.t. normato e completo.

Esempio 1: gli spazi LP(Q), con p > 1 e Q aperto di RY o CV, sono spazi di Banach muniti

della corrispondente norma || f|, = ([, |f[Pdz) p,

Uno s.v.t. (X, 7) si dice metrizzabile se esiste una distanza d su X che genera la topologia 7,
tale distanza si dice invariante se d(z + z,y + z) = d(z,y) per ogni z,y,z € X.

Uno s.v.t. localmente convesso (X,7) si dice spazio di Fréchet se ammette una metrica
invariante e completa che induce la topologia 7, in particolare ogni spazio di Banach & anche
uno spazio di Fréchet.

Esempio 2: gli spazi C*(Q), con k € [0,...,00], muniti della topologia della convergenza
uniforme sui compatti, sono spazi di Fréchet ma non di Banach, in effetti non sono localmente
limitati e quindi non sono normabili.

Sia X uno spazio vettoriale, una funzione p : X — R* si dice una seminorma su X se

L. p(z +y) < p(z) +p(y), per ogni z,y € X,
2. p(Az) = |A|p(z).



Si osservi che si puo avere p(z) = 0 per z # 0 (da cui il termine seminorma).

Una famiglia di seminorme P si dice separatrice se per ogni x # 0 esiste p € P tale che
p(z) # 0. Ad una famiglia separatrice P di seminorme si pud associare una topologia 7, che
rende (X, 7) uno s.v.t. localmente convesso, per cui una base di intorni di 0 ¢ data dalle
intersezioni finite di insiemi del tipo V(p,n) := {z € X : p(z) < 1/n}.

Se uno spazio vettoriale ammette una famiglia numerabile e separatrice di seminorme, allora
ammette una metrica invariante (non necessariamente completa) compatibile con la topologia
7 data da

o0
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Esempio 3: C(Q2) ammette una famiglia numerabile e separatrice di seminorme data da
pn(f) :=sup|f],
Kn

dove K, C K, € una successione di compatti tali che | J,, K, = © (diremo che la successione
K, invade Q).
Esempio 4: C*°(f2) ammette una famiglia numerabile e separatrice di seminorme data da

pn(f) = sup |D°f],

|a\<n

dove la successione K, & definita come sopra.

1.1 Il teorema di Baire e applicazioni.

Dato uno spazio topologico (X, 7) ed un insieme E C X diremo che E & denso in X se E = X,
mentre F & mai denso in X se int(E) = (). Un insieme G C X si dice di prima categoria se
G & unione numerabile di insiemi F; mai densi in X. G si dice di seconda categoria se non &
di prima categoria. Enunciamo il seguente fondamentale risultato di Baire.

Teorema 1.1 (Baire). Uno spazio metrico completo (X,d) é sempre di seconda categoria,
o equivalentemente 'intersezione numerabile di aperti densi di X é densa in X.

Dimostrazione. Siano Vi, Vs, ... una successione di aperti densi e sia By := By(y1) = {z :
d(z,y1) < 7} per un fissato y € X e r > 0. Poiché gli insiemi V,, sono densi, possiamo
scegliere una successione di palle By, := {z : d(z,y,) < r/n}, y, € X, tale che

B_n cV,NBy, 1.

Detto K :=(), B, si ha K # (), poiché la successione y,, & di Cauchy ed il suo limite sta in
K. Per costruzione K C By e K C V,, per ogni n, pertanto B, (y;) interseca [, V,, per ogni
y1 ed r, cioe (), Vi, € un insieme denso. O

Richiamiamo senza dimostrazione il seguente teorema di Banach-Steinhaus, detto anche prin-
cipio di uniforme limitatezza. Data una famiglia I" di applicazioni lineari da X a Y, diremo
che I' & equicontinua se per ogni intorno W C Y di 0 esiste un intorno V' C X di 0 tale che
A(V) C W per ogni A €T



Teorema 1.2 (Banach—Steinhaus). Siano X,Y due s.v.t. e sia T una famiglia di applica-
zioni lineari e continue da X in'Y. Sia B l'insieme degli x € X per cui l’orbita di x secondo
L', definita come Jycr Az, & limitata in Y. Allora, se B é di seconda categoria in X si ha
B =X el ¢é una famiglia equicontinua.

Osservazione 1.3. Se X e Y sono spazi di Banach e I' é come sopra, il teorema 1.2 diventa

sup ||Az|ly < 400 Vz € X = |Azly <c|z||lx VzeX,
AeTl

per qualche costante ¢ > 0 che non dipende da A.

Corollario 1.4. Sia X uno spazio di Fréchet, Y uno s.v.t. e {Ap}nen una successione di
applicazioni lineari continue da X in'Y tali che per ogni x € X esiste il limite

lim A,z = Az.
n—oo
Allora A é un’applicazione lineare continua.

Dati due s.v.t. X,Y, un’applicazione f : X — Y si dice aperta se f(U) CY & un insieme
aperto per ogni aperto U C X. Se f ¢ lineare allora f & aperta se e solo se € aperta nell’origine,
cioé se f(V) & un intorno di 0 in Y ogni volta che V' & un intorno di 0 in X.

Teorema 1.5 (mappa aperta). Siano X,Y spazi di Fréchet e sia A : X — 'Y un’applica-
zione lineare, continua e surgettiva. Allora A é aperta; in particolare se A & iniettiva allora
A~1 ¢ continua.

Data un’applicazione f tra due spazi topologici X,Y definiamo il grafico I'y C X x Y di f
come l'insieme
Ly:= {(x,f(:(;)) eXxY: xEX},

dove lo spazio topologico X X Y si intende munito della topologia prodotto. Osserviamo
che se f ¢ continua e Y ¢ uno spazio di Hausdorff, allora I'y ¢ un insieme chiuso. Infatti
detto Q := (X xY) \ Ty e (z0,y0) € Q, poiché Y & di Hausdorff, yo e f(2o) hanno intorni
disgiunti VW C Y. Poiché f & continua, esiste un intorno U di z( tale che f(U) C W,
quindi U X V C £, cioé 2 & aperto.

11 seguente risultato mostra che, in alcuni casi, &€ vero anche il vicecersa.

Teorema 1.6 (grafico chiuso). Siano X,Y spazi di Fréchet e sia A : X —'Y un’applica-
zione lineare tale che il grafico T'p & chiuso in X x Y. Allora A ¢é continua.
1.2 Convessita e teoremi di Hahn—Banach.

Teorema 1.7 (Hahn—-Banach, forma analitica). Sia X uno spazio vettoriale su R, M
un suo sottospazio e p: X — R tale che

a) p(z +y) < p(z) +ply) per ogni z,y € X;
b) p(tx) = tp(x) per ogni x € X e per ogni t > 0.

Allora, per ogni applicazione lineare f : M — R tale che f < p su M, esiste un’applicazione
lineare A: X >R taleche A<psuX eA=f su M.



Corollario 1.8. Sia X uno spazio vettoriale, M un suo sottospazio, p una seminorma su X
e f un funzionale lineare su M tale che f < p su M. Allora, esiste un funzionale lineare A
suX tale che A<psuX eA=fsuM.

Sia X uno s.v.t. definiamo il suo duale (topologico) X* come lo spazio vettoriale formato dai
funzionali lineari e continui su X (a valori nel campo corrispondente).

Corollario 1.9. Sia X uno s.v.t. normato e xg € X, allora esiste A € X* tale che Axy =
l|zol| e Az < ||z|| per ogni z € X.

Teorema 1.10 (Hahn-Banach, forma geometrica). Sia X uno s.v.t. localmente convesso
e siano A, B due sottoinsiemi convessi, disgiunti e non vuoti di X. Allora

a) se A ¢é aperto, esistono A € X* ey € R tali che
Re(Az) < v < Re(Ay)
per ogni x € A e per ogni y € B;
b) se A é compatto e B ¢ chiuso, esistono A € X* e 1,7 € R tali che
Re(Az) < 11 < 72 < Re(Ay)
per ogni x € A e per ogni y € B.

Corollario 1.11. Sia X uno s.v.t. localmente convesso, M un suo sottospazio e zo € X \ M.
Allora esiste A € X* tale che Azg =1 e A =0 su M.

Corollario 1.12. Sia X uno s.v.t. localmente convesso, allora X* separa i punii di X, cioé
per ogni x1,T9 € X, 11 # 9 esiste f € X* tale che f(z1) # f(z2).

Corollario 1.13. Sia X uno s.v.t. localmente convesso M un suo sottospazio e f un
funzionale lineare e continuo su M. Allora esiste A € X* tale che A= f su M.

1.3 Dualita.

In generale quando si € interessati a studiare le proprieta dei funzionali continui su uno s.v.t.
X é utile considerare su X una topologia piu debole della topologia originale (cioé con meno
insiemi aperti), che abbia pero lo stesso spazio di funzionali continui (un funzionale continuo
per una topologia lo ¢ anche per una piu forte ma non necessariamente per una piu debole).
11 vantaggio di indebolire la topologia & costituito dal fatto che una topologia piu debole ha
piu insiemi compatti, sui quali I’analisi & piu agevole. La piu debole topologia su X tale che
renda continuo ogni funzionale di X* si chiama appunto topologia debole di X. Gli aperti
per tale topologia sono le intersezioni finite di insiemi del tipo f1(V), dove f € X*e V C R
(risp. V C C) insieme aperto. Se denotiamo X, lo spazio X munito di questa topologia
debole si ha il seguente risultato.

Teorema 1.14. Sia X uno s.v.t. localmente convesso, allora anche X,, & uno s.v.t. local-
mente convesso e si ha X = X*.



Dimostrazione. Grazie al Corollario 1.12 X™* separa i punti di X, da cui segue che X, &
uno spazio di Hausdorff. Osserviamo inoltre che la topologia debole 7, & invariante per
traslazioni ed una base di intorni di 0 & data dalle intersezioni finite di insiemi convessi del
tipo Va, :={z : |Az| < r}, dove A € X* e r > 0, pertanto 7, & una topologia localmente
convessa. Resta quindi da dimostrare che I'addizione e la moltiplicazione per scalare sono
operazioni continue. Dato V = ﬂfi 1 VA, r; si ha %V + %V = V, che implica la continuita
dell’addizione. La continuitd della moltiplicazione per scalare segue dal fatto che gli aperti
V' come sopra sono assorbenti, cioé per ogni € X esiste ¢ > 0 tale che x € tV.

Dimostriamo ora I'ultima asserzione. L’inclusione X* C X segue subito dalla definizione di
topologia debole. Viceversa, sia A € X allora esiste V' € 7, come sopra tale che [Az| < 1 per
ogni x € V. Dimostriamo che A & una combinazione lineare di Ay, ..., Ay e quindi appartiene
a X*. Supponiamo che X sia uno spazio vettoriale reale (il caso complesso & analogo) e sia
7 : X — RY T'applicazione lineare definita come 7(z) := (A1z,...,Anz). Poiché A = 0 sul
sottospazio N := ﬂivzl Ker(A;), esiste F : RY — R lineare tale che Az = F(w(z)), pertanto
A & una combinazione lineare di Aq,...,Ay. O

Si osservi che x, — 0 nella topologia 7, se e solo se Az, — 0 per ogni A € X*.
Una conseguenza del Teorema 1.10 & il seguente

Teorema 1.15. sia X uno spazio localmente convesso e sia E C X un sottoinsieme convesso,
allora la chiusura debole di E ¢é E.

Dal precedente teorema discende il seguente

Corollario 1.16. Sia X di Fréchet e x, = z € X. Allora esiste una successione {y;} tale
che y; — = e ogni y; e combinazione lineare di un numero finito di elementi della successione

Dimostrazione. Sia H D'inviluppo convesso dei punti z,, allora per il Teorema 1.15 z € H e
quindi, poiché X & metrizzabile, esiste una successione {y;} con le proprieta cercate. O

Cosi come X* induce la topologia debole su X, anche X induce una topologia su X* in
maniera analoga. Infatti ad ogni elemento di z € X & possibile associare un funzionale
lineare f; : X* — R (risp. C) definito come f,A = Az. Si dice topologia debole* di X* la
piu debole topologia che renda continui tutti i funzionali f,, al variare di £ € X. Anche in
questo caso, lo spazio X* & uno s.v.t. localmento convesso munito della topologia debole*
(questo accade anche se lo s.v.t. X non & localmente convesso). Lo spazio X* munito della
topologia debole* ha un’importante proprieta di compattezza.

Teorema 1.17 (Banach-alaoglu). Sia X uno s.v.t. e sia V un intorno di 0. Allora
l’insieme
Ky = {AEX* 1 |Az| <1 per ogni x € V}

é compatto nella topologia debole* (Ky viene chiamato polare di V).

Dimostrazione. Poiché V' € un intorno di 0, per ogni z € X esiste v, € R, 7, > 0 tale che
x € v, V. Sia P il prodotto cartesiano degli insiemi D,, al variare di z € X, dove D, & I'insieme
degli scalari « tali che |a| < ;. Poiché D, & compatto per ogni z, per il teorema di Tychonoff



anche P & compatto, se munito della topologia prodotto. Notiamo che Ky C X* N P. La
tesi segue osservando che Ky & un sottoinsieme chiuso di P (e quindi compatto) e che la
topologia indotta da P su Ky coincide con quella indotta da X*. O

Osserviamo che, in questo contesto, la compattezza non implica automaticamente la compat-
tezza per successioni.

Osservazione 1.18. Se lo spazio X ¢é separabile, allora ogni compatto K C X* per la
topologia debole® ¢ metrizzabile e quindi anche compatto per successioni.

Se X & uno spazio normato, su X* & definita anche una topologia piu forte (che chiameremo
topologia forte), indotta dalla norma duale

Al ;== sup |Az] Ae X"
zeX: ||z||<1

In questo caso il Teorema 1.17 asserisce che la palla unitaria chiusa in X* (per la norma duale)
¢ debole* compatta (e lo stesso vale per ogni insieme convesso chiuso e limitato). Osserviamo
che, in uno spazio normato X, la palla unitaria chiusa & compatta per la topologia forte se e
solo se X & uno spazio di Banach di dimensione finita.

Enunciamo, senza dimostrazione, il seguente importante risultato.

Teorema 1.19 (Wierstrass). Sia Q un aperto di RN e sia Py lo spazio dei polinomi di N
variabili, allora Py ¢é denso in C*(Q) per ogni k.

Corollario 1.20. Lo spazio C*(Q) é separabile.

Dimostrazione. Dimostriamo che Py ristretto ad © ¢ denso in C*°(£2). Sia quindi f € C*(Q),
€ > 0 e p, la seminorma in C*°(2) definita nell’Esempio 4. Sia inoltre V,, un intorno aperto
di K, tale che V,, C Q, allora f|y;, € C™(V,,) e quindi, per il Teorema 1.19, esiste ¢, € Py
tale che p,(gn — f) < llgn — fHCn(V_n) <e O

Corollario 1.21. Sia K C Q compatto, ¢ € Dk e f € D(Q) tale che f(z) # 0 per ogni
x € K. Allora esiste una successione di polinomi q, € Py tale che g, f — ¢ in D(R2).

Dimostrazione. Basta scegliere una successione g, che converga a ¢/f in C*®(). O



2 Distribuzioni.

Le distribuzioni, o funzioni generalizzate, nascono dall’esigenza di trattare operatori consueti
in fisica, come la cosiddetta delta di Dirac. Consideriamo la successione di funzioni f, :
RY — R, N €N, definite come f,(z) = n"p(nz), dove p € C*®°(RY) & una funzione positiva
a supporto compatto e tale che fRN p dr = 1. Una tale successione verra chiamata nel seguito
successione di mollificatori. La successione f, appartiene alla palla unitaria dello spazio
L'(RY), ma non converge in L' neppure nella topologia debole. Nonostante questo, data una
funzione g € C(RY), la successione [pn fng dz converge al valore g(0). Tradizionalmente si
chiama delta di Dirac in 0 (indicata con &) I'operatore in C'(RY)* definito come dy(g) = g(0)
per ogni g € C(RY) ed in qualche modo rappresenta il limite della successione f,.

2.1 Funzioni test.

Sia © un aperto di RV e K C Q un sottoinsieme compatto, definiamo Dx C C*®(f) co-
me lo spazio generato da tutte le funzioni in C*°(€2) con supporto contenuto in K. Dy &
un sottospazio chiuso di C*(Q2) e quindi & uno spazio di Fréchet con la topologia indotta.
Definiamo inoltre D(£2) come l'unione degli spazi Dk al variare del compatto K C €, ta-
le spazio & solitamente chiamato spazio delle funzioni test ed & anche indicato con C2°(Q)
o C§°(R2). Sfortunatamente D({2) munito della topologia (metrizzabile) indotta dall’inclu-
sione D(2) C C*°(€2) non ¢ uno spazio completo. Infatti, nel caso & = R, la successione
Y = Y iy p(z — 1) /i, dove p € D(R) & tale che p > 0 su (0,1) e p(z) =0 per |z| > 1, & una
successione di Cauchy il cui limite in C°°(R) non ha supporto compatto e quindi non sta in
D(R). Pertanto & necessario definire una topologia piu forte su D(2), che sarad completa ma
non metrizzabile. Diremo quindi che un insieme V' C D(Q) ¢ aperto se V N Dk & aperto in
Dg per ogni compatto K C €.

Lemma 2.1. Si noti che un insieme E C D(Q) é limitato se e solo se esiste un compatto
K C Q e costanti Cy, > 0 tali che spt(f) C K e sup‘ |K< |DYf| < Cy, per ogni f € E.
a|sn

Dimostrazione. Poiché la topologia di D(Q) ristretta a D coincide con la topologia (metriz-
zabile) della convergenza uniforme, I'unica cosa da dimostrare & 1’esistenza di un compatto K
tale che spt(f) C K per ogni f € E. Fissiamo una successione di compatti { K, } che invadono
(2 e supponiamo per assurdo che esistano una successione {f,} in F ed una successione {z, }
in Q tali che z,, € spt(f,) e z, ¢ K. Definiamo W := {f € D(Q) : n|f(zn)| < |fn(za)|}
Si ha che W C D(R2) & un insieme aperto, ma f, ¢ nW. Ne segue che E non puo essere
limitato. O

Osservazione 2.2. Una successione 1, ¢ di Cauchy in D(Q2) se e solo se ¢ di Cauchy in
C™>(Q) e tutti i supporti delle funzioni v, sono contenuti in uno stesso compatto K.

Teorema 2.3. Lo spazio D(2) é uno spazio localmente convesso, completo e non metrizzabile.
Inoltre, qualungue sottoinsieme di D(Q2) chiuso e limitato é compatto.

Dimostrazione. Poiché una successione di Cauchy in v, € contenuta in Dg per qualche K,
essa converge ad un elemento ¢ € Dx C D(2), pertanto D(2) & uno spazio completo.



Supponiamo ora, per assurdo, che D(€2) sia metrizzabile con metrica d e sia ¢, una successione
in D(Q) tale che spt(v,,) ¢ K, per una successione di compatti K,, che invadono Q. Allora,
per la continuita della moltiplicazione per scalare, esistono numeri ¢, > 0 tali che d(0, §,v,,) <
1/m, cioé la successione &, tende a 0, che & assurdo.

Sia ora E C D(2) chiuso e limitato, ma allora E C Dk per qualche K ed esistono costanti
Cp > 0 tali che p,(F) < C,, dove la seminorma p, : Dxg — R & definita come p,(f) :=
sup| ‘K |D*f| per ogni f € Dk. Ne segue che E & compatto per Ascoli-Arzela. O

al<n

Osservazione 2.4. Si osservi che Dg C D(Q) é un insieme chiuso a parte interna vuota,
pertanto D(Q) = Ui Pk € di prima categoria.

Definiamo ora lo spazio di Schwartz S(RY) delle funzioni infinitamente derivabili e rapida-
mente decrescenti all’infinito. Una funzione f € C°°(RY) appartiene allo spazio S(RY)
se pap(f) < +oo per ogni coppia di multiindici (o, ), dove la famiglia di seminorme
Pap : S(RY) — R & definita come

Pas(f) = sup [2°9° ()| .

z€RN
Tale famiglia di seminorme induce su S(RY) una struttura di spazio di Fréchet.

Osservazione 2.5. S7 hanno le inclusioni continue e dense

DRY) c SRY) c C=(RN).

2.2 Distribuzioni.

Dato un aperto Q2 C RY, chiamiamo lo spazio duale D(Q)* (risp. C*°(Q)*, S(RY)*), munito
della topologia debole*, spazio di distribuzioni su  (risp. spazio di distribuzioni a supporto
compatto su Q, spazio di distribuzioni temperate su RY).

Osservazione 2.6. Osserviamo che A € D(Q)*

I=Il(K) e C=C(K) tali che

se e solo se per ogni compatto K C Q esiste

Ap < C pii(¢) := sup |[D¢| V¢ € Dg.
K
le| <t

Teorema 2.7. Gli spazi D(Q)*, C®(Q)*, S(RY)* sono s.v.t. localmente convessi e completi.

Dimostrazione. 1l fatto che siano spazi localmente convessi segue subito dal Teorema 1.14,
dimostriamo che sono spazi completi. Sia A, una successione di Cauchy in X*, cioe¢ A,z &
di Cauchy per ogni z € X, dove X & uno dei tre spazi. Definiamo Az = lim,, A, z, vogliamo
mostrare che A € X*. Poiché A & chiaramente lineare, verifichiamone la continuitd. Nel caso
in cui X sia uguale a C®(Q) o S(RY), poiché questi sono spazi di Fréchet, segue subito dal
Corollario 1.4. Se X = D(f), la continuita di A equivale alla continuita delle restrizioni di
A ai sottospazi Dk, per ogni compatto K C 2. Ma, poiché i Dg sono spazi di Fréchet, le
restrizioni di A, a Dk convergono alla restrizione di A a Dk che sta in D} sempre per il
Corollario 1.4. O



Osservazione 2.8. Si hanno le inclusioni continue
C®(Q)* cD()*, C®RN)* c S®RN)* c DRN)*.

Ad una funzione f € LIIOC(Q) ¢ naturalmente associata la distribuzione Arg := [ fg dz,
per ogni g € D(R). Il funzionale Ay & chiaramente lineare ed ¢ continuo grazie al teorema
di Lebesgue di passaggio al limite sotto il segno di integrale, pertanto Ay € D(2)*. Queste
distribuzioni sono dette distribuzioni regolari. Si noti che non tutte le distribuzioni sono
regolari, considerando ad esempio la delta di Dirac.

A differenza delle funzioni ordinarie, le distribuzioni non hanno un valore preciso in un punto
z € (), ciononostante ha senso parlare di supporto di una distribuzione, secondo la seguente
definizione. Data una distribuzione A € D(Q2)*, diciamo che z € 2 appartiene al supporto di
A se per ogni intorno aperto U di z esiste una funzione ¢ € D(U) tale che A¢ # 0. Il supporto
di una distribuzione & un sottoinsieme chiuso di €2, inoltre A¢ = 0 per ogni ¢ € D(Q) tale

che spt(¢$) N spt(A) = 0.

Osservazione 2.9. La distribuzione ¢ € D(Q)* appartiene a C°(Q)* se e solo se spt(y)) ¢é
un sottoinsieme compatto di 2.

Teorema 2.10. Sia {¢} una successione di elementi di D(Q)* tale che e sup,, PYn¢ < +00
per ogni ¢ € D(Q). Allora esiste una sottosuccessione vy, ed un elemento ¢ € D(Q)* tali

che P, — 1.

Dimostrazione. Fissiamo una successione K; di compatti che invadono €. Per ogni j, la
successione 1, induce per restrizione una successione 13 in D}j, puntualmente limitata.
Poiché Dg; ¢ uno spazio di Fréchet separabile, dal Teorema 1.2 segue che la successione i,
¢ equicontinua, cio¢ esiste un intorno V' di 0 ed un insieme Ky debole* compatto tali che
¥, € Ky per ogni n. Ne segue che esiste una sottosuccessione 93, ed un elemento ¢/ € D}(j

tali che 1[1% — 9)J. La tesi segue applicando un procedimento diagonale. O
k g

Osservazione 2.11. Se esiste un compatto K C Q tale che spt(¢,) C K per ogni n, allora
la sottosuccessione vy, converge a v in C*°(2)* e spt(¢) C K.

Una distribuzione a supporto compatto in €2, & continua rispetto ad una seminorma del tipo
pr(f) :==sup x |D®f|, f € D(), per qualche compatto K C Q el € N. Il piu piccolo [ per
|| <1

cui questo succede & detto ordine della distribuzione. Una distribuzione a supporto compatto
di odine [ si estende ad un funzionale lineare e continuo su C*(£2). Analogamente, data una
distribuzione generica definiamo ordine della distribuzione il piu1 piccolo intero [ tale che essa
si estende ad un funzionale continuo su CL(K), per ogni K C € (ad esempio la delta di Dirac
¢ una distribuzione di ordine 0). Si noti che non tutte le distribuzioni hanno ordine finito.

2.3 Operazioni con le distribuzioni.

Nello spazio D(€2)* sono definite alcune operazioni fondamentali, analoghe alle operazioni su
spazi di funzioni.
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Moltiplicazione per funzione. Data una funzione f € C*°(Q), definiamo 'operatore
M; : D(Q)* = D(Q)* come segue

My(4)(¢) :=9(f¢)  per ogniy € D(Q)*, ¢ € D(Q).

Si verifichi che My definisce un’applicazione lineare e continua di D(Q)* in se. My (y) si
indica anche con f1, moltiplicazione a sinistra per la funzione f.

Derivazione. Dato un multiindice «, definiamo loperatore D : D(Q)* — D(Q)* come
segue

Dp(¢) == (~1)I*lp(D*¢)  per ogni ¢ € D(Q)*, ¢ € D(Q).

Si verifichi che D® definisce un’applicazione lineare e continua di D(2)* in se.
Si noti che per ogni multiindice «, 8 e ogni A € D(2)* si ha

D*DPA = DA = DPDOA.

Osservazione 2.12. Data una distribuzione regolare Ay e un multiindice o, se f € C"o“(Q)
si ha DaAf = ADaf.

Osservazione 2.13. La distribuzione &y di Dirac é la derivata della distribuzione regolare
Am corrispondente alla funzione (detta di Heaviside)

H(x)::{ 0 sex<0

1 sex>1.

Teorema 2.14. Data una successione A; € D(Q)*, tale che esiste il limite
A¢p = lim A;¢ per ogni ¢ € D(Q),
1— 00

si ha che A € D(Q)* e
D°A; = D°A  in D(Q)*

per ogni multiindice c.

Dimostrazione. Per il Teorema, 1.2, la restrizione di A a Dg definisce un funzionale lineare e
continuo per ogni compatto K C €, ne segue che A € D(Q)*. Pertanto per ogni ¢ € D(2)

D*A¢ = (—1)I¥AD¥) = (=1)/% lim A;D*¢ = lim D*A;¢.
71— 00 1— 00
0

Prodotto diretto. Dati due aperti Q; C RYi i € {1,2}, poniamo Q := Q; x Qs C RV,
N = Nj + Nj. Date inoltre due distribuzioni f; € D(£2;)*, possiamo definire il prodotto diretto
f=fix foeD(Q)*di f1 e fo come segue. Data ¢(z1,z2) € D(Q), z; € Q;, definiamo

f($(z1,22)) := fi(fo(é(z1,-)))-

Questa definizione, che ha certamente senso quando f, fo sono distribuzioni regolari, & valida
anche nel caso generale.
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Teorema 2.15. Dati ;, fi, ¢ come sopra, si ha
a) ¢1(z1) == fa(¢(z1,-)) € D(E);
b) ¢2(z2) == f1(d(:, z2)) € D(2);
c) fi(1) = fad2);
d) f = fi(¢1) € D(Q)".

Dimostrazione. 1 punti a) e b) seguono subito dal fatto che ¢(z1,-) € D(2) per ogni z;1 e
lapplicazione z1 — ¢(x1,x2) & infinitamente differenziabile per ogni z2. Per quanto riguarda
il punto c), esso segue subito se ¢(z1,z2) = ¥(x1)n(x2). a questo punto basta osservare che
tali funzioni sono dense in D(2). L’ultimo punto segue dalla continuitad delle applicazioni
¢ — ¢i da D(Q) in D(). O

Convoluzione. Date due funzioni f € LY(RY) e ¢ € LP(RY), con p > 1, definiamo
convoluzione di f e g la funzione f x g € LP(RY)

fxgle) = /RN flz—ygly) dy, Yz €RY. (1)
Osserviamo che dalla (1) segue

spt(f * g) C spt(f) + spt(g).

Dal teorema di Fubini-Tonelli, applicando la disuguaglianza di Holder si ottiene la stima

17 = gllze < £l gl
infatti
1 1 p
p — )| —y)|»
oot < [ ([ 1060 -0l ) da
< WG [, @) lg)P dyds
RN xRN

p
ol
< WANZA N el = 11T N9l -

Se f € CE(RY) (k> 0) e ge LL_(RY), & possibile definire la convoluzione f * g secondo la

loc

formula (1) e risulta f *x g € C*(RY). Se inotre k > 1 allora
D(fxg)=Df x g, per ogni « tale che |a| < k.

Estendiamo ora 'operatore di convoluzione alle distribuzioni. Data una funzione v : RY — R
e z € RY definiamo a(y) := u(—y) e T,u(y) := u(y — z). Con queste notazioni (1) diventa

frg(z) = /RN =fW)g(y) dy,  Vz eRY. (2)
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Date u € D* := D(RY)* e ¢ € D := D(RY), poniamo quindi

u* p(x) == u(ngZ)

Se u ha supporto compatto, ciot u € C®(RN)* possiamo considerare u * ¢ per ogni ¢ €
C>®(RY). Estendiamo I'operatore di traslazione 7, alle distribuzioni

Tou(P) == u(1_z¢) Vo €D, z € RV,
Teorema 2.16. Siano u € D*, ¢,y e Dex € RN, allora

a) To(ux @) = Tpux d = uxTph;

b) uxd € CP(RY) e
DYux*¢) = D% * ¢ =ux D

per ogni multiindice a;
c) ux (1) = (ux*e)x1p.

Dimostrazione. 1l punto a) & una semplice verifica.
Per quanto riguarda il punto b), dall’identitd, 7,(D*¢) = (—1)1* D%(7,$) segue subito D%u
¢ = u x D%. Inoltre dato un vettore unitario e € RV si ha

De(ux ¢) = De’U,(Tw(}E) = u(Tw(ﬁe/qS)) = u* De.

Dimostriamo ora il punto ¢). Dalla relazione

segue per ogni z € RV

wrPr @) = ulr@r) = urafr ) = [ rdeund) ds

Osservazione 2.17. Il teorema precedente é valido anche quando u ha supporto compatto e
¢ € C®(RYN). Inoltre, se u ha supporto compatto e ¢ € D, allora u * ¢ € D e spt(u * ¢) C

spt(u) + spt(¢).

Teorema 2.18. Siano u € D*, ¢ € D e f, € D una successioni di mollificatori, allora
a) lim, 00 ¢ * fn = ¢ in D;

b) limy, oo u * fr, = u in D*.
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Dimostrazione. E facile verificare che ¢ * f, = ¢ uniformemente sui compatti, il punto
a) segue quindi dall’uguaglianza D%*(¢ * f,) = D% x f, e dall’inclusione spt(¢ * f,) C
spt(¢) + spt(fy). Il punto b) segue dal punto ¢) del Teorema 2.16, infatti

u(@) =usp(0) = lim ws foxp(0) = Tim ux fu($),

n—oQ
per ogni ¢ € D. O

Corollario 2.19. Ogni distribuzione u € D* ¢ limite di funzioni appartenenti a C®(RY) e
quindi anche di funzioni appartenenti a D.

Date due distribuzioni u,v € D*, di cui almeno una a supporto compatto, possiamo definire
I'operatore lineare e continuo L : D — C*®(RY) come segue

Lo :=ux(vxd).

Definiamo quindi il prodotto di convoluzione tra u e v come la distribuzione u x v € D*

uxv(@) :=u(v*¢) = LyH0) Ve D.
Si ha quindi L(¢) = (u * v) *x ¢ per ogni ¢ € D, cioe
(u*xv) % =ux(v*e).
Teorema 2.20. Siano u,v,w € D*, allora

a) il prodotto di convoluzione x : D* x C®(Q)* — D* definisce un operatore bilineare e
continuo;

b) seuw o v ha supporto compatto allora uxv =v*u e
spt(u x v) C spt(u) + spt(v);

c¢) se almeno due tra u,v,w hanno supporto compatto allora (u *v) * w = u * (v * w);

d) sia 6y la delta di Dirac e a un multiindice, allora
(D%0p) * u = D%,
in particolare §g * u = u * 0y = u;
e) seu o v ha supporto compatto allora
D¥(uxv) = D% v =wux D%

per ogni multiindice a.
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Spazi di Sobolev.

Una motivazione per introdurre gli spazi di Sobolev viene dall’analisi dell’equazione differen-
ziale

—u'(z) +u(z) = f(z) 7€ (ab), (3)
dove f & un’assegnata funzione su (a,b) sufficientemente regolare. Un modo per cercare

una soluzione del problema & quello di moltiplicare I’equazione (3) per una funzione test
¢ € D(a,b) e integrare su (a,b). Integrando per parti, si ottiene

b
[wd +us—19) =0

La precedente espressione corrisponde alla variazione prima del funzionale (convesso)

b 2 2
F(u) ::/a (%—i—%—fu) dz,

Di conseguenza, sembra ragionevole cercare una soluzione dell’equazione (3) tra i minimi
del funzionale F su C'(a,b). Tale metodo di risoluzione viene detto metodo variazionale.
Volendo applicare il teorema di Banach-Alaoglu per ottenere un minimo di F', una norma, su
C'(a,b) naturale per il problema (controllata dalla norma standard) &

1
b 2
lu|| g == (/ (u? + u?) d:v) .

Sfortunatamente, & facile verificare che C'(a,b) non & uno spazio completo rispetto a tale
norma. Indicando con H!'(a,b) C L?(a,b) il suo completamento, otteniamo il principale
rappresentante dei cosiddetti spazi di Sobolev.

Vediamo ora un modo piu diretto di deinire tali spazi, usando la teoria delle distribuzioni.

Definizione 2.21. Sia 1 < p < +oo, k € N e Q C RV, definiamo lo spazio di Sobolev
WHEP(Q) come lo spazio delle funzioni w € LP(Q) le cui derivate distribuzionali D%u, per
ogni multiindice « tale che |a| < k, coincidono come elementi di D(Q)* con funzioni LP
(scriveremo per brevita D®u € LP(Q)). Tale spazio é munito della norma

P

lullwo = | Y 1D%llf,
al<k

Quando p = 2, poniamo H*(Q) := Wk2(Q).

Osserviamo che si ha D(Q) ¢ C¥(Q) ¢ WFP(Q) con immersioni continue, per ogni 1 < p <
400, k € N.

Definizione 2.22. Definiamo Wéc’p(Q) (risp. H(’)“(Q)) come la chiusura di D(Q) in WkP(Q)
(ris. H¥(S)).
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Proposizione 2.23. W*?(Q) ¢ uno spazio di Banach e H¥(Q) & uno spazio di Hilbert per
ogni (p, k), inoltre W*P(Q) ¢ riflessivo se 1 < p < +oo ed ¢ separabile se 1 < p < +oo0.

Dimostrazione. Facciamo la dimostrazione quando k = 1, il caso generale si dimostra analo-
gamente. Si consideri operatore T': WHP(Q) — LP(Q)V*! definito da T'(u) := (u, Du). Tale
opratore & un isomorfismo tra spazi di Banach, pertanto W1P() & un sottospazio chiuso di
LP(Q)NF1 La tesi segue quindi dalle analoghe proprieta degli spazi LP(Q). O

Approssimazione di funzioni W1'?,

Proposizione 2.24. Per ogni u € WHP(Q) con p < +o0o esiste una successione u, € D(RY)
tale che up|lo — u in LP(Y) e Vuy|or — Vulor in LP(Q)N, per ogni aperto limitato Q' tale
che ' C Q.

Dimostrazione. Sia u € WHP(Q) e sia p, una successione di mollificatori. Estendiamo la
funzione u a tutto RY ponendola a zero fuori da e chiamiamo @ € LP(RY) tale estensione.
La successione v, := U * p, € C®(RY) & tale che v,|q — u in LP(Q) e Vu,|or — Vulo in
LP(Q"N, per ogni aperto Q' con chiusura compatta in Q. A questo punto basta approssimare
vy, in C®°(RY) con funzioni u,, € D(RY). O

Se N > 1 e sia Q C RY un insieme aperto. Diciamo che Q ha bordo di classe C* se 9Q pud
essere scritto come grafico di una funzione C* in un intorno di ogni suo punto (quando N = 1
tutti gli intervalli avranno per noi bordo C'™).

Enunciamo senza dimostrarlo il seguente risultato di approssimazione.

Teorema 2.25 (Meyers-Serrin). Per ogni aperto Q C RN lo spazio C®(Q2) N WHP(Q) ¢
denso in WP(Q) per ogni p < +o00. Se inoltre Q ¢ di classe C*', allora D(RY) ¢ denso in
WP(Q) per ogni p < +o0o0.

Estensioni.
Vediamo ora quando una funzione u € WP(Q) puo essere estesa ad una funzione WP (RV).
Osserviamo che l'estensione banale, ottenuta ponendo u = 0 fuori da €2, non sta in generale
in WhHP(RY).

Teorema 2.26. Sia Q di classe C' con 0 limitato, e sia V D Q un insieme aperto. Allora
per ogni 1 < p < 400 esiste un operatore lineare di prolungamento

P:whP(Q) - WhP(RY)
tale che per ogni u € WHP(S) si ha
1. P(u) = u quasi ovunque in §);
2. spt(P(u)) C V;

3.
IP@) sy < Cllullws),
dowve la costante C > 0 dipende solo da p, 2, V.
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Dimostrazione. Sia o € 0. Supponiamo inizialmente u € C°°(€) e che 95, vicino a
coincida con liperpiano {zy = 0}, cioe che esista p > 0 tale che Q N B,(zg) = {zny >
0} N B,(zo). Estendiamo quindi v ad una funzione @, definita su tutta la palla B := B,(zo),
ponendo

1_1,(:1:1,. .. ,xN_l,acN) = 4’11,(.’171, ey TN—1, —.’EN/Q) — 3’11,(:131,... ,acN_l,—a:N)

quando = < 0. Si verifica che tale estensione & di classe C! in B, inoltre

[@llwremy < Cllullwir@ng),

dove la costante C' non dipende da w.

Nel caso in cui 0 non sia piatto vicino a zg, poiché 9Q & di classe C!, esiste un intorno
U del punto zy e un diffeomorfismo (di classe C') @ : U — RN tale che ®(zp) = 0 e
(ONU) = {zy > 0}NS(U). Detta v(y) := u(®~1(y)) € WHP(®(U)) e scelto p > 0 tale che
B := B,(0) C ®(U), per quanto detto sopra esiste un’estensione 5 € WP(B) della funzione v
su tutto B. Cambiando ancora variabili e ponendo u(z) := v(®(z)) otteniamo un’estensione
% di v in un intorno U’ C U di z tale che

lullwrr @y < Cllullwie@y)-

Poiché 0€) & compatto, esiste un numero finito di punti z; € 9Q, 1 < i < n, di intorni aperti
U; di z; tali che 0Q C i, U; e di funzioni estese u; € WP (U;) definite come sopra. Sia Up
un insieme aperto tale che Uy C Q e sia &;, 0 < i < n, una partizione dell’'unitd associata a
Uo, - ., Up. Allora la funzione @ := )"  &u; (dove poniamo g := u) € un estensione di u a
tutto RY di classe C! e tale che

il re@yy < Cllullwie@)- (4)

Scegliendo opportunamente gli intorni U; possiamo inoltre assumere spt(a) C V.
Counsideriamo ora il caso generale. Grazie al Teorema 2.25, possiamo approssimare una
funzione u € WHP(€2) con una successione di funzioni u,, € C*°(Q). Dalla stima (4) applicata
alle funzioni u,,, si ha

[am — tkllwio@®yy < Cllum — ukllwre@),

cio¢ la successione @, ¢ di Cauchy in W1P(RN). Detto & € WHP(RY) il suo limite, abbiamo
che P(u) := u & l'estensione cercata. O

Osserviamo che, quando N = 1, la costante C' del precedente teorema non dipende da p.

Osservazione 2.27. Se supponiamo 9Q di classe C?, allora loperatore di estensione P
precedentemente definito & anche un operatore lineare e continuo da W2P(Q)) a W2P(RN).
Anche nel caso generale OQ di classe C* esiste un operatore di estensione lineare e continuo
da WEP(Q) a WEP(RN), la cui definizione ¢ pero pit complicata.

Tracce.

Le funzioni LP, diversamente dalle funzioni continue, sono definite a meno di insiemi di misura
nulla e pertanto non ha senso di parlare del loro valore in un punto o sul bordo di un insieme,
anche se regolare. Vediamo che questo non & del tutto vero nel caso di funzioni WP,
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Teorema 2.28. Sia Q C RN un aperto di classe C1 con 0Q limitato. Allora, esiste un
operatore lineare e continuo T : W1P(Q) — LP(0Q) tale che per ogni u € WP(Q) si ha

1. T(u) = ulpn se u € WHP(Q) N C(Q);

2.
1T (u) || o002y < Cllullwre(a)
dove la costante C > 0 dipende solo da p, ).

Dimostrazione. Facciamo la dimostrazione nel caso p < 400, il caso p = +oo segue facilmente
dal Teorema 2.40.

Supponiamo u € C*®(Q) e siano zg, B := B,(zo) come nella dimostrazione del Teorema 2.26
tali che 92 N B = {zy = 0} N B. Se prendiamo ¢ € D(B) tale che £ > 0 e & = 1 su

~

B:= Bp (%0), abbiamo la stima

/E)QOB

dove z’ := (z1,...,zN_1). Se OQ non & piatto in un intorno di zg, lo si pud rendere tale
attraverso un diffeomorfismo ® come nella dimostrazione del Teorema 2.26, cosi da ottenere
la stima

ulP da’ 5/ Elup do’ = —/ Dy (€[ul?) dz < C/ ([u? + | Dul?) dz
oONB QNB QNB

/ P do! < C/ (Jul? + | Dul?) dz.
o0NB QNB

Poiché 012 &€ compatto, possiamo scegliere un numero finito di punti z; € 02, 1 <: <mn e di
intorni aperti U; di ; tali che 9Q C |, U; e

[ulle@inon) < Cllullwir), — VI<i<n.

Pertanto
luloellzr(a0) < Cllullwre@),

per qualche costante C indipendente da w.
Sia ora u € WHP(Q) e sia u,, € C*°(Q) una successione convergente a u in WP(Q). Allora

lumloa — ukloallLr a0y < Cllum — ukllwir ),

cioé la successione up,|sq € di Cauchy in LP(09) e pertanto converge ad un limite T'(u) €
LP(99). Osserviamo che T'(u) non dipende dalla successione approssimante u,, e

1T (u)|| a0y < Cllullwie)-
|

Data u € W1P(Q), la funzione T'(u) si chiama traccia di u su €.
11 seguente risultato, che riportiamo senza dimostrazione, caratterizza le funzioni a traccia
nulla su 0f).

Teorema 2.29. Sia Q C RY un aperto di classe C con 0Q limitato e sia u € WHP(Q).
Allora u € Wol’p(Q) se e solo se T'(u) =0 su 0.
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Quando N = 1 possiamo dire qualcosa di pitl, infatti le funzioni W1®(I), dove I C R & un in-
tervallo, hanno sempre un rappresentante continuo e vale una specie di teorema fondamentale
del calcolo.

Teorema 2.30. Per ogni u € WHP(I), 1 < p < 400, esiste un rappresentante @ € C(I) tale
che u = @ quasi ovunque e per ogni ¢,d € I si ha

d
a(c) — ad) = / o (z) da. (5)

Dimostrazione. Fissiamo zo € I e poniamo @(z) = ffo u'(s) ds. Si ha che @ € C(I) per
Passoluta continuita dell’integrale, inoltre dal teorema di Fubini segue che per ogni ¢ € D(I)

Jav == [wo= [us.

Esiste quindi una costante C' tale che u—u = C quasi ovunque, pertanto la funzione @ := u+C
ha le proprieta richieste. O

Osserviamo che in generale una funzione WP(RY) pud non essere continua, anche se, come
vedremo nel prossimo paragrafo, lo & sempre quando p > N.

Disuguaglianze di Sobolev.

Cominciamo dal seguente risultato nel caso particolare N =k = 1.

Teorema 2.31. Per ogni intervallo I C R esiste una costante C = C(I) tale che per ogni
funzione u € WP(I), 1 < p < +o0, si ha

ulle < Cllullpa. (6)
Se I é limitato st ha inoltre
1. WhP c C(I) con immersione compatta per ogni p > 1;
2. Wht C LY(I) con immersione compatta per ogni q < +0o0.

Dimostrazione. Cominciamo col dimostrare (6) nel caso particolare I = R e u € CL(R).
Allora, utilizzando la disuguaglianza di Holder, otteniamo

T
|uf? () :/ plufP " (s)u!(s) ds < pllulf3" |o/]| 2o

—0oQ

e quindi, per la disuguaglianza di Young,
[ullzee < Cllullwrae.

Il caso u € WP(R) segue per approssimazione con funzioni u,, € C}(R), grazie al Teore-
ma 2.25. Se u € WHP(I), allora per il Teorema 2.26 esiste un’estensione 2 € W1?(R) tale
che [|@|lw1pw) < Cllullwis(ry. La tesi segue quindi da quanto dimostrato in precedenza.
Dimostriamo che WP (I) si immerge con compattezza in C(I) per p > 1. Dati z,y € I, da
(5) otteniamo

Yy 1
lu(z) — uly)| < / |(s) ds < ||l zo]z — 9|7

T
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La tesi segue quindi dal Teorema, di Ascoli-Arzela.

Dimostriamo che W1(I) si immerge con compattezza in LI(I) per ¢ < +oo. Sia Dy := {u €
WBHL(R) = ||ullyr: < 1}. Peril Teorema 2.26 {u € WH(I) @ ||ully1: < 1/C} € DinWHY(T),
pertanto & sufficiente dimostrare che le restrizioni ad I delle funzioni appartenenti a D; sono
un insieme relativamente compatto in L(I). Per il Teorema di Riesz-Kolmogorov, dobbiamo
quindi dimostrare che limp_o [|Thu — u|| a(r) = O uniformemente in D;. Si ha infatti

x

0
u(z — ) — u(z)| < /_h 1|(s) ds < || /_1 W |(z + sh) ds.

T

Pertanto

/ u(z — h) —u(@)? dz < ()T / fu(z — h) - u(z)| d
R R

IN

C|h| |u'|(z + sh) dzds < C|h.
Rx(—1,0)

O
Osservazione 2.32. L’immersione di Wbt in C(I) é continua ma non ¢ mai compatta.
Corollario 2.33. Dalla (6) seque che per ogni u € WP(R), con p < +o0, si ha

Nel caso dello spazio WO1 P la norma LP della derivata & sufficiente a controllare I'intera norma
WP vale infatti la seguente disuguaglianza.

Proposizione 2.34 (Disuguaglianza di Poincaré). Sia I C R un intervallo limitato,
allora esiste C = C(I) tale che

lullwie < Clldlle  Yu € Wy ™.

Dimostrazione. Per ogni z € I = (a,b), si ha

b
u(z)] = |u(z) — u(a)] < / |w'[(s) ds < Cllu'|| o
O

Consideriamo ora il caso generale N > 1. Descriveremo i risultati principali rimandando al
testo di riferimento per le dimostrazioni.
Dato 1 < p < N definiamo I’esponente coniugato di p come

«._ Np
N-p
Osserviamo che si ha sempre p* > p e
1 1 1
p p N

Cominciamo con la seguente importante disuguaglianza.
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Teorema 2.35 (Disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Per ogni 1 < p <
N, esiste C = C(p, N) tale che
ullLer < ClIVul|e

per ogni u € WLP(RY).

Corollario 2.36. Sia 1 < p < N. Allora, per ogni q € [p,p*], W'P(RN) si immerge con
continuita in LI(RYN). Nel caso limite p= N si ha che WHYN(RY) si immerge con continuita
in LI(RN) per ogni q¢ < +o0.

Osserviamo che W1" (RY) non & contenuto in L®(R"), basta infatti considerare la funzione
u(z) = (—log(|z| A1))¥ con0 < a < (N —1)/N.

Teorema 2.37 (Morrey). Per ognip > N, WP (RY) si immerge con continuitd in L®(RY).,

Osserviamo che dal teorema precedente segue che per ogni v € WHP(RV), con p > N, si ha

lim u(z)=0.
|z| =00

Nel caso di un aperto Q C RY di classe C!, con bordo limitato, valgono risultati analoghi.
Corollario 2.38. Sia Q C RY un aperto di classe C' con 0Q limitato, allora

1. se1<p< N, WhP(Q) C LP"(Q);

2. se p= N, WhP(Q) C LI(Q) per ogni p < q < +00;

3. sep>N, WHP(Q) C L*®(Q);
con immersiont continue.

Osserviamo inoltre che, se p > N e 2 & come sopra, , si ha (a meno della scelta di un
rappresentante) W1HP(Q) C C(Q) ed esiste una costante C = C(p, N, ) tale che

u(z) —u(y)| < Cllullwrr |z —yl%

per ogni z,y € 2, dove @« = 1 — N/p.
Quando 'insieme () & limitato, alcune delle precedenti immersioni sono compatte.

Teorema 2.39 (Rellich-Kondrachov). Sia Q C RY un aperto limitato di classe C', allora
1. se 1 <p < N, WHP(Q) C LI(Q) per ogni 1 < q < p*;
2. se p= N, WhP(Q) C LI(Q) per ogni 1 < q < +00;
3. sep> N, WhP(Q) c C(Q);

con immersioni compatte.

Osserviamo che se €2 non ¢ limitato le precedenti immersioni non sono compatte in generale,
. . . * N . . .

inoltre I'immersione W1P(2) C LP" () non ¢ mai compatta. Le funzioni W1*°(Q) possono
essere caratterizzate piu precisamente, vale infatti il seguente risultato.
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Teorema 2.40. Sia Q C RY un aperto di classe C' con 0S) limitato. Allora u € L*®(R) ¢
lipschitziana se e solo se u € WH™(Q).

Anche la disuguaglianza di Poicaré ha un’analoga versione in RY.

Proposizione 2.41 (Disuguaglianza di Poincaré in R"). Sia Q@ C RN un aperto limitato,
allora esiste C = C(p,N) tale che

lullr < C|Vullzs  Yu e WyP.

Se inoltre Q) é connesso e di classe C1, si ha anche

1
u—— | udr

< C||IVullr» Vu € WP,
1 Jo

Lp

Concludiamo osservando che valgono analoghi risultati di immersione per gli spazi W*?. Per
semplicita di esposizione poniamo nel prossimo teorema W%P(£2) := LP().

Teorema 2.42. Sia Q@ C RN un aperto di classe C* con 09 limitato, allora

1. WkP(Q) si immerge con continuita in W34(Q), con g < +oo, se k > j e k — (N/p) >
Jj — (N/q), inoltre ’immersione é compatta se Q2 é limitato e vale il >;

2. WEP(Q) si immerge con continuita in C™7(Q), con v > 0, se k — (N/p) > m + v,
inoltre 'immersione é compatta se Q & limitato e vale il >.
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Trasformata di Fourier.

Data una funzione f : RNV — R chiamiamo trasformata di Fourier di f la funzione f RN - C
definita da

F(t) = L z)e “b) gy
f0 = oy [ 1@ d (7

Si noti che tale funzione non & sempre ben definita. Chiamiamo antitrasformata di f la
funzione

f(z) := f(—2) = 1 z)eHhe)
f(@) == f(-a) (27T),;/RNf() "

Proprieta elementari della trasformata di Fourier.
a) feLMRY) = fe L®®Y) e ||flloe < |Ifllzs;
b) f(2) = f(~2) = F(-0)(@), F(@) = f(~a), F(t/N)(x) = AV f (Ae) per ogni A # 0;
¢) fl@—v)(t) = e f(t) per ogni v € RY;
d) f.ge L'RY) = Frg = (2n)7 fg;
e) f e L'Y(RY) = f uniformemente continua;

f) f,g€ LNRY) = [on f§ dz = [pn fg dz.

Poiché a), b) e ¢) seguono subito dalle definizioni, dimostriamo solo le altre proprieta.
Date f,g € L*(RY) si ha per il teorema di Fubini-Tonelli

—_———

RN xRN
N . . N o
= o [ e e ig)e ) dy do = (2m) fo.
X

Inoltre, per il teorema di convergenza dominata

Jim | f(¢+B) = Sl = Jim |~ oTf (@) — £(2) 1=
< Jim [ e f(@) - ()] dr =0,

h—0 JrN

cioe¢ f & uniformemente continua.
Infine, sempre per Fubini-Tonelli

[ = o ¥ [ e fag(a) do di
RN RN xRN
= / f(z)g(z) da.
RN
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La traformata di funzioni integrabili.

Restringiamo ora la nostra analisi allo spazio di Schwartz S(RY), su cui la trasformata di
Fourier ha un comportamento particolarmente buono.

Lemma 2.43. Se f € S(RY) allora anche f € S(RN), inoltre 'immersione cosi definita &
continua. In particolare, per ogni multiindice o si ha
2°f =i®Dof,  Daf =i®t°f. (8)

Dimostrazione. Dimostriamo direttamente (8), da cui segue la tesi. E suffuciente mostrare
la tesi quando « = (1,0,...,0), il caso generale si ottiene analogamente. Usando il teorema
di convergenza dominata, calcoliamo

- 1

Dt1f(t) ==

~ / e X0 g f(z) do = —i 7 f.
(2m) 2 JRY

Analogamente, integrando per parti, otteniamo

— 1 - 1 : .
Drf = [ D, f@) do = 0 [ (@) da =it f.
(2m)2 JRN (2m) 2 JRN
O
e
Lemma 2.44. Sihae” 2 =e 2.
)
Dimostrazione. Detta F(t) := e_%(t), integrando per parti, otteniamo
) . ||
VF(t) = ! < / e X0 (—ge=27) da
(2m)2 JRN
t —i(tx) —l2?
= — - e ""eT 2 dx = —tF(t),
(2m)z JRV
2
da cui segue F(t) = Ce*% per qualche C' € R. La tesi segue osservando che
1 |z
C=F(0) = N/ e” 2 dr=1
(2n)2 JrN
O

Proposizione 2.45. Si ha f = f per ogni f € S(RV).

N laf? .
ze 2z , grazie al Lem-

Dimostrazione. Data f € S(RV), o € RN e posta g(z) := (27)~
ma 2.44 e alle proprieta elementari della trasformata, abbiamo

fa = tm= [ a(2) f@—2) az

e—0 € €
= lim [ g(ey)(2)f(zo —2) dz=1lim | g(ey)f(zo — 2)(y) dy
€0 JpN €0 JrN
: i{zo,—y) F 1 T P 7
= tim [ gle)e I f(—y) dy= —— [ () dy = flao)
=0 JpN (271')7 RN
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Corollario 2.46. La trasformata di Fourier definisce un omomorfismo lineare e surgettivo
da S(RV) in S(RY).

Proposizione 2.47 (Riemann-Lebesgue). Se f € L'(RY) allora f € Co(RN), inoltre
limmersione cosi definita é iniettiva.

Dimostrazione. Poiché S(RY) & un sottoinsieme denso di L!(RY) e la trasformata di Fourier
¢ un operatore continuo da L'(RY) in L>(RY), si ha

LI(RN) C S(RV) C S(RN) = Cy(RY),

dove la, chiusura va intesa nello spazio L>(R"). Per dimostrare I'iniettivita dell’immersione,
osserviamo che, per ogni f € L'(RY) tale che f =0, si ha

- fg dz = - fgdz =0 VgeSERY),

che implica f = 0, poiché la trasformata di Fourier & surgettiva da S(RY) in se. O

I seguenti corollari sono utili per estendere la trasformata di Fourier da S(RV) a L2(RY) e a
S(RN)*.

Corollario 2.48.
a) f.f € L'RY) = f = f (in particolare f € Co(RY));
b) f,Dof € LYRN) = D, f =il f;
¢) f,zof € LL(RY) = zof = ilelD, f.

Dimostrazione.  a) Per ogni g € S(RY) si ha

/RNfgd:v:/RNﬁdx:/RNfgdw:/RNfgdx_

b) Come nel punto precedente, per ogni g € S(RV) si ha

Dafgdt = | Dafgdt=(-1) [ fDogadt
RN RN RN
= 4o [ frogdt = [ t*fq dt.
RN RN

c¢) Si dimostra in maniera analoga.

Corollario 2.49. Per ogni f,g € S(RY), si ha
a) (f,9)02 = (f,9)1> € quindi ||f |2 = || fll2;

b) Frg=(2m)
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Poiché S(RY) & denso in L?(RY), dal Corollario 2.49 si ottiene il seguente importante
risultato.

Teorema 2.50 (Plancherel). La trasformata di Fourier definisce un’isometria surgettiva
da L*(RY) in L2(RV).

Osserviamo che I’estensione per densitd della trasformata di Fourier su tutto L2(RY) coincide
su LY(RY) N L2(RN) con la definizione di trasformata data mediante la formula (7). Vale
inoltre la seguente regola di calcolo.

Proposizione 2.51. Per ogni f € L>(RY) si ha

. 1 .
= lim ~ilte) f(z) d.
fo=jm Sy [ o) i

Corollario 2.52. Per ogni f,g € L2(RY), valgono le sequenti proprietd:
a) fRN fgdz = fRN fg dz;
b) se fxge L2RN), allora f§ € L2(RN) e m = (27r)%fg;

A

c) se fae L*(RY), allora f*g € L>(RY) e m =(2m)2 fg.

z

La trasformata di distribuzioni temperate.

Ricordiamo che lo spazio S(RY)* delle distribuzioni temperate o a crescita controllata con-
tiene tutti i polinomi, & chiuso per derivazione ed & chiuso per moltiplicazione per funzioni
C™ a crescita polinomiale con tutte le derivate. Inoltre, data u € S(RV)* e ¢ € S(RY) si
ha u * ¢ € S(RV)*. Ricordiamo inoltre che la nozione di distribuzione (cosi come quella di
prodotto di convoluzione) si estende in maniera naturale a funzioni a valori complessi po-
nendo u(f +1ig) = u(f) + iu(g), si richede cio¢ che la distribuzione definisca un’applicazione
Clineare.

Estendiamo ora per dualita la nozione di trasformata (e antitrasformata) di Fourier alle
distribuzioni temperate. Data u € S(RY)* definiamo

~

W(¢) =u(d), u(g):=u(d), VéecSERY).

In particolare 4,4 € S(RY)*, inoltre le immersioni di S(RY)* in se stesso cosi definite sono
continue (e quindi sequenzialmente continue) rispetto alla topologia debole* su S(RM )*.
Come conseguenza delle analoghe proprieta della trasformata ristretta allo spazio S(RY ), per
ogni u € S(RV)*, ¢ € S(RY) e o multiindice si ha

G=u, urp=2m)T¢i, Dou=iltea, zou=qllD,a.
Osserviamo che vale una formula analoga nel caso di convoluzione di distribuzioni.
Lemma 2.53. Date u € S(RV)* e v € C®(RY)*, si hauxv € S(RY)* ewxv = (2r) 2 0i.

Nel caso di distribuzioni a supporto compatto, la trasformata di Fourier ha un comportamento
particolarmente regolare.
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Lemma 2.54. Sia u € C®(RN)*, allora @ ¢ una funzione C™ e vale la formula
~ 1 7i(t )
u(t):—Nu<e ) 9)
(2m)%
Dimostrazione. Data ¢ € D tale che ¢ = 1 sul supporto di u, si ha

—~ 1
U = ¢u

I @ * .
El

Osservando che 4 € S(RV)* e ¢ € S(RY

rema 2.16, punto b), si ottiene 4 = (27)~
della formula (9).

con un ragionamento analogo a quello del Teo-

);
T ¢ € C®°(RN). Verifichiamo infine la validita

—

a(t) = i+ $)(8) = () = ulrid) = u (7 )g) = gu (e77) =u (7).

|2

(2m)

Concludiamo con un ultimo risultato, che riportiamo senza dimostrazione.

Proposizione 2.55 (Paley-Wiener). Sia u € C®(RM)*, allora 4 si estende ad una
funzione olomorfa intera.
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3 Applicazioni alle equazioni differenziali.

In questo paragrafo, vogliamo applicare la trasformata di Fourier allo studio di equazioni
lineari a coefficienti costanti in tutto lo spazio. Cominciamo col considerare un semplice
esempio, dato dall’equazione del calore:

u—Au = 0 in RN x (0, +o0)
u = g on RY x {t =0},
con g € L*(RY).

Se applichiamo la trasformata di Fourier nella variabile z € RY ad entrambi i membri
dell’equazione, otteniamo

g+ €20 = 0 inRY x (0, +o0)
on RY x {t =0},

j=$3
Il
Q

e quindi ,
a=e¢5 t>o0.

Antitrasformando questa uguaglianza, si ha

i 1
u = (e_t‘f‘2g> = ~g* F, (10)
Bl

dove F(z,t) := (e_”f'?) () & data dall’espressione

. 2|2
Flat) = 1 _ / i (Esm)—tlE]? dé = 1 _ 6_% (z,1) € RY « (0, +00).
en)¥ Jax (2nF

Tale funzione F' & solitamente chiamata nucleo o soluzione fondamentale dell’equazione del
calore. Dalla (10) otteniamo infine la rappresentazione

1 z—y|?
ule,t) = —— / gy dy  (2,8) €RY x (0, +o0).
(4mt) 2 JRN

Vediamo ora come si puo estendere questo metodo ad equazioni lineari piu generali. Sia P(z),
z € RN, un polinomio in N variabili a coefficienti complessi e supponiamo che deg(P) > 1.
Sia P(D) l'operatore differenziale corrispondente, dove z; ¢ formalmente sostituito da Dy, e
consideriamo 1’equazione differenziale

P(D)u = v, (11)

dove v & un’assegnata funzione o distribuzione. Una distribuzione E si dice soluzione fon-
damentale dell’equazione se verifica (11) con v = §y. Il Teorema 3.2 mostra che una tale
soluzione esiste sempre.
Data una soluzione fondamentale F possiamo esprimere la soluzione u di (11) come prodotto
di convoluzione u = FE x v, posto che tale pordotto abbia senso (ad esempio se v ha supporto
compatto). Si ha infatti

P(D)E xv =14y xv=n.
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Per poter dar senso al prodotto E * v &€ importante avere una soluzione fondamentale F che
abbia un buon comportamento all’infinito (anche se non & mai possibile ottenere E a supporto
compatto).

Consideriamo nel seguito il toro 7%V Cc CV definito come

T ::{(601,...,60N): (01,...,6n) ERN}.

Lemma 3.1. Sia P(z), z € CV, un polinomio di grado N, allora esiste una costante A > 0,
dipendente solo da P, tale che per ogni funzione intera f : CN — C, per ogni z € CN e per

ogni r > 0 si abbia
A

1f(2)] < W/TN |fP|(z + rw) dw.

Dimostrazione. Fissiamo z € CV e w € TN e siano
FA)=f(z+rxw) QW) =P(z+r w) MeC.

Osserviamo che Q(A) = clI¥ | (A +a;), con a; € C e ¢ = rN Py (w), dove Py & la componente
omogenea di grado N di P. Si ha quindi, posto Q()) = cITY ; (1 + @;)\)

A @] = 1FOQO) < 5 [ 15G+rew) 13E] do = 5 [ 17PI(z +reu)] .

T2 ),

Integrando ulteriormente su TV otteniamo

A " 70
If(2)] < W/W/TN |fP|(z + re’w) dwd®,

0

da cui si ottiene la tesi mediante il cambio di variabile w = e"w e ponendo

1 1
—— | |Py| dw.
A (2m)N /TN| w| dw

O

11 seguente risultato mostra che una soluzione fondamentale dell’equazione (11) esiste sempre.

Teorema 3.2 (Malgrange—Ehrenpreis). Sia P un polinimio in CN di grado N, allora
esiste una soluzione fondamentale E dell’equazione (11) tale che

BN < G [ [ (e ) e (12)

per ogni 1 € D(RN) e per ognir > 0.

Dimostrazione. Dato r > 0 e 9 € D(RY) definiamo

1 N 1 L
__ - - - —ir{w,z)
I¥le = G /TN /RN e+ ) dido = o /TN /RN =ity () (£) dtdw.
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Osserviamo che si ha
lim |4, = 0, (13)
]—)OO

per ogni successione 9; — 0 in D(RY). Poiché infatti le funzioni 1; hanno tutte supporto
contenuto in uno stesso compatto K, per ogni multiindice « si ha

ID* (7P ;(2)) |z < C(K, @) llglggllDﬂiﬁj(w))lle,

dove il membro destro tende a 0 per j — oco. Pertanto, per ogni € > 0 esiste un indice jy tale
che .
1(1d — A)N (e )y () |2 < €

per ogni j > jo e per ogni w € TV, Per il Teorema, 2.50, si ha quindi
1
(Vem)N

per ogni 7 > jg, da cui segue

/ (L + |42V (¢ + rw)|? dt < €2,
]RN

1 .
1. < S
Il < max o [ de
1 1 N
Wﬂl’g%] ar i~ |, 1L+ [£[7) 4 (E + rw)ll 2 < Ce,

per qualche C = C(N) > 0.

Sia ora ¢ € D(RY) e sia 9 := P(D)$. Poiché 1 determina ¢ univocamente, si ha che
do(¢) = ¢(0) definisce un funzionale lineare su 1, dove 9 appartiene all'immagine di P(D).
Verifichiamo che tale funzionale & continuo ed esiste quindi (per il Teorema di Hahn-Banach)
una distribuzione A € D(RM)* tale che A(P(D)¢) = ¢(0). Data una tale distribuzione A e

definendo E (%) := A(¢) si ha infatti
(P(D)E)(¢) = E(P(~D)¢) = A(P(D)¢) = ¢(0) = do(¢)

per ogni ¢ € D(RY), cioe E & la soluzione fondamentale cercata.
Grazie alla Proposizione 2.55, la funzione v & la restrizione di una funzione intera, pertanto
dal Lemma 3.1, applicato con f = ¢, si ottiene

~

30)| < gy [ 1900+ 7o) o,

(27T
e quindi
1$(0) = —— a0 dt\<# / / it + rw)| didw = ‘= | P(D)g|
(V2m)N | Jrw = (27V2rr)N S Iy rN "

che, grazie alla (13), dimostra la tesi. Sempre il Teorema di Hahn-Banach ci garantisce inoltre
che

~ A
[E()] = [A@)] < —F Il
per ogni ¢ € D(RY). O
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Osservazione 3.3. Osserviamo che se 1/P € S(RY)*, allora E € S(RY)* e vale la semplice
espressione
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4 Soluzioni analitiche di equazioni quasilineari.

Siamo interessati a cercare soluzioni della seguente equazione quasilineare di ordine k& € N in
un aperto Q C RV:

Z ao(z,u, ..., DPu)D% + ag(z,u,...,DPu) =0, (14)
|a|=k

dove 8 & un generico multiindice con |8| < k, conoscendo il valore di u su un’ipersuperficie
regolare I' C ).

L’idea e quella di esprimere la soluzione u come serie di Taylor centrata in un punto zg € T,
calcolando tutte le derivate di u in z( a partire da u|r ed usando I'equazione (14). Indicheremo
con v una scelta del vettore normale unitario a I'.

Definizione 4.1. Diremo che Uipersuperficie T' é noncaratteristica per l’equazione (14) se

Z ao(z,... )v*¥(x) #0,

|a|=k
per ogni x € T' e per ogni possibile valore di ay(z,...).

Teorema 4.2. Supponiamo che u sia una soluzione regolare di (14) e che esistano k funzioni
regolari g1,--.,9x%, gi - I' = R, tali che

du

303~ i 1<j<k.

Allora, scelto xg € T', é possibile calcolare tutte le derivate di u in xo a partire dalle derivate
delle g; e dalle funzioni aq, ag.

Dimostrazione. Supponiamo che I' = {zy = 0}. Poiché I" ¢ noncaratteristica, si ha a(g, r) #

0. Osserviamo che tutte le derivate di u di ordine minore o uguale di k, eccetto gw—,?,
N
si ottengono derivando le funzioni g;. Per quanto riguarda gm—,?, utilizzando 1’equazione
N
otteniamo

oFu 1
= Z aoD%u + ay

oz a(o,...k)

’ |a|=k,a#£(0,...k)
Ok+1q,
Ozfv+1 ’
riguarda quest’ultima derivata, analogamente a quanto fatto in precedenza possiamo ricavarla
differenziando 1’equazione (14) rispetto a zy e valutando I’espressione ottenuta in zy. La tesi
segue per induzione.
Supponiamo ora che I' sia una generica ipersuperficie noncaratteristica e sia zg € I'. Sia
® : RY — RY un diffeomorfismo tale che ®(T' N B,(z)) C {yny = 0} per qualche r > 0.
Detta v(y) := u(®~1(y)), si ha che v verifica un’equazione del tipo

A questo punto, possiamo calcolare tutte le derivate di ordine &+ 1 eccetto Per quanto

> baD + by =0,
al=k
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con

bo,.ky= Y aa(DEV)*£0  su{yy =0},
|a|=k

ricordando che D®Y ¢ parallelo a v. Possiamo ora concludere per quanto detto in precedenza.
O

4.1 Il teorema di Cauchy—Kovalevskaya.

Supporremo nel seguito che tutti i dati del problema (cio¢ l'ipersuperficie I e le funzioni
u|r, aq, ap) siano analitici. In questo caso si puo scegliere un diffeomorfismo @ analitico in
un intorno di zyp € I' e possiamo quindi supporre I' N B.(z9) C {znx = 0}. Eventualmente
sottraendo ad » una funzione analitica, possiamo inoltre supporre g1 = ... =gg_1 =0sul.
Trasformiamo ora l’equazione (14) in un sistema del primo ordine, considerando ogni derivata
parziale di u di ordine minore di & come una funzione indipendente. Effettuando il cambio

di variabile
ou 1y

vi=|u-—,...,—— | e RM,
( 0z Baclfv_l>

abbiamo che v verifica un’equazione del tipo

M-1

UM = Z Bj(v,z)vj + c(v, z), (15)

con la condizione v = 0 su {zy = 0} N B,(z), dove B; : RM x RN=1 — MM*M ¢ ¢ .
RM x R¥—1 — RM sono funzioni analitiche assegnate.

Osserviamo che una soluzione analitica dell’equazione (15) in un intorno di zy fornisce una
soluzione analitica dell’equazione (14) in un intorno di ®~1(zg).

Osserviamo che, introducendo se necessario una nuova funzione v™*! := gy, possiamo
supporre che B; e ¢ non dipendano da zy.

Teorema 4.3 (Cauchy-Kovalevskaia). Nelle ipotesi precedenti esiste r > 0 ed una fun-
zione analitica
v = Zua(:z; — x9)
«

che risolve il sistema (15).

Dimostrazione. Per la dimostrazione rimandiamo al libro di L. Evans Partial Differential
Equations, paragrafo 4.6.
Si tratta di calcolare i coefficienti

D%v(zp)
Vg = ————
a!
in funzione di B; e ¢, e mostrare che la serie ottenuta converge in un intorno di zy. O
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5 Cenni di calcolo delle variazioni.

Sia © C RY un aperto limitato con 09 di classe C' e sia L: Q x R x RY — R una funzione
di classe C'. Consideriamo il funzionale F : W9(Q) — R definito come segue

Flu] := / L(z,u,Vu) dx u e WhHi(Q).
Q
Ci chiediamo sotto quali ipotesi su L il funzionale F' sia debolmente sequenzialmente semi-

continuo inferiormente (scriveremo per brevita d.s.c.i.) in W1H4(Q).

Teorema 5.1. Supponiamo L > 0 e che L(x, z,-) sia una funzione convessa per ogni (z,z) €
QO xR. Allora F ¢ d.s.c.i. in WH4(Q) (quando q = oo il funzionale F ¢ s.c.i. anche per la
topologia debole* ).

Dimostrazione. Siano ug,u € W1H4(Q) con up — u e sia [ := liminf Flu;]. Vogliamo
dimostrare che F[u] < [. Passando ad una sottosuccessione possiamo supporre [ = limy F'[ug],
inoltre, grazie al Teorema 2.42, possiamo anche supporre u, — u in LI(2) e quasi ovunque.
Dal Teorema di Egoroff segue quindi che per ogni € > 0 esiste un insieme E, C €2 tale che
|2\ E¢| < € e uy — u uniformemente in F,. Siano ora

1
Qe = {IEQ: |u(m)\+|Vu(x)|§;}, Ge = EcN Q.
Siha |2\ E¢| — 0 in ¢, inoltre

Flug) > / L(z,ug, Vug) do > / (L(J;,uk,Vu) + V,L(z,uk, Vu) - (Vuy — Vu)) dz.
Ge

€

Poiché L & di classe C', uy — u uniformemente in G, e Viyu — Vu in LI(Q; RY), otteniamo

lim/ L(z,ug, Vu) dz :/ L(z,u,Vu) dz
k- Ja. Ge

e
lilgn/ VpL(z,ur, Vu) - (Vuy — Vu) de =0,
Ge
cioé
[ = lilgnF[uk] > / L(z,u,Vu) dz.
Ge
La tesi segue facendo tendere € — 0. O

Grazie a questo teorema, possiamo dimostrare un risultato generale di esistenza di minimi di
F su opportuni sottoinsiemi di W14(Q).

Teorema 5.2. Sia ¢ > 1 e supponiamo che L(x,z,-) sia una funzione convessa per ogni
(z,2) € Q xR e che esistano due costanti a,b € R, con a > 0, tali che

L(z,z,p) > alp|? — b Y(z,z,p) € AxRxRY 5 R (16)
Allora, per ogni g € LI(0N), esiste un minimo ug di F in

Ay = {u e WH(Q) : ulsq = g}-
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Dimostrazione. Sia g € LI(09Q) e m := inf 4, F < +00. Scegliamo una successione minimiz-
zante uy € Ay tale che limy Flug] = m. La condizione (16) implica supy, ||Vug||re < 400,
pertanto per la disuguaglianza di Poincaré (applicata a ux —w € WO1 9(€2), dove w € A, & una
funzione fissata) anche supy, ||uk||ze < 400, cio® uy & una successione limitata in W14(Q) e
quindi ammette una sottosuccessione (che chiameremo sempre uy) debolmente* convergente
ad una funzione v € WH4(Q). Per il Teorema 5.1, I'unica cosa che resta da verificare &
u € Agy. Se g < +00 questo segue osservando che u, —w € Wol’q(Q) e W, 14(Q) & un sottospa-
zio chiuso (e quindi debolmente chiuso) di W4(f2), se ¢ = +oo questo segue dal fatto che le
ug convergono ad u uniformemente. Pertanto u — w € WO1 9(9), cioe u € A,. O

Osserviamo che se la funzione (z,p) — F(z, z,p) & strettamente convessa per ogni = € €, si

ha [u—f— ] Fluy] + Flus)]
p[mtue] _ Flul+ Flu

2 2

per ogni u1 # uy € W14(Q). Pertanto, i minimi descritti nel Teorema 5.2 sono unici.
Ci chiediamo ora quale sia la relazione tra la funzione trovata u, e 'equazione di Eulero di
Fsu A,

M d
Z— (z,u,Vu) — L,(z,u,Vu) = 0 in Q
P dz; "

u = g  sudf. (17)

Definizione 5.3. Una funzione u € Ay si dice soluzione debole di (17) se
N
/ ZL i(‘r7u7 V’U,)’Umz + Lz($,u, VU)U dr =20
Q=1

per ogni v € Wol’q(Q).

Differenziando F' e passando (quando possibile) la derivata sotto il segno di integrale otte-
niamo il seguente risultato.

Teorema 5.4. Supponiamo che L verifichi le sequenti condizioni di crescita
|L(z, 2,p)| < CQA+ 2|7+ [p|?), |L:(z,2,p)| + |Ly(z,2,p)| < C(L+ 2| + [p|"""), (18)
per qualche costante C > 0. Allora la funzione ug é una soluzione debole dell’equazione (17).

Osserviamo che non tutte le soluzioni di (17) sono minimi del funzionale F', anche se questo
succede quando la funzione (z,p) — F(z,z,p) & convessa. Analizzeremo quindi qualche
tecnica per identificare i punti critici di F' (cioé le soluzioni deboli di (17)), che non sono
minimi.

Generalizziamo ora la nozione di funzione di classe C' a funzioni definite su un generico
spazio di Banach B.
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Definizione 5.5. Data F : B — R, diremo che F ¢ differenziabile (nel senso di Fréchet) in
Ty € B se esiste A € B* tale che

Flz] = Flzo] + Alz — zo] + o(||z — zo]) z € B.

Porremo, in questo caso, VF[xg] := A. Osserviamo che F ¢ continua in tutti i punti in cui
é differenziabile.

Diremo che la funzione F ¢ di classe O se ¢ differenziabile in tutti i punti di B e Uapplicazione
VF : B — B* ¢ continua.

Se F & di classe C*, diremo che x( & un punto critico di F se VF[zq] = 0, diremo inoltre che
¢ € R & un valore critico di F se ¢ = F[zy] per qualche z( punto critico di F. Osserviamo
che se ¢ € un minimo per F' in particolare ¢ anche un punto critico.

Proposizione 5.6. Supponiamo che L sia di classe C' e che verifichi le condizioni di

crescita (18), allora il funzionale F ¢ di classe C* su WH9(Q) e si ha

N
VFul(v) = /QZLIH(I’“’ Vu)vg;, + L(z,u, Vu)v dz v e WH(Q).
=1
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