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El) Data la distribuzione u € D'(R) definita da

=1
ng x —logk),
k=1

mostrare che u € S'(R).

E2) Data la funzione
—|x| selz] <1

-1 sel <|z| <

calcolare la serie di Fourier della prolungata 2m-periodica di f.

>, cos(k
>

k=1

Dedurre la somma della serie

ES) Data la funzione

cos(z) selz| <

b 3

fx) =

0 se|x| >

calcolare f" e f” nel senso delle distribuzioni.
Calcolare la trasformata di Fourier f e dire per quali p € [1,4+o0] si ha ferLr (R).

/ cos(mz) dz.
R 1 — 422

(Classificare le singolarita di f. e calcolare i residui in tali punti.

Calcolare 'integrale

E4) Data ¢ € R sia

Dire per quali valori del parametro ¢ 'integrale

e convergente e, nel caso, calcolarne il valore.



SOLUZIONI

El) Notiamo che ¢ sufficiente mostrare che (u,v,) — 0 quando n — 400, per ogni successione
(v,) in S(R) tale che v, — 0 in S(R). Presa quindi una tale successione (vy,), per ogni € > 0 esiste
n. tale che

(1 + 2°) v, (2)|| Loomy < € per ogni n > n..

Si ha quindi
= |v,(log k)| S 1
< S ImloE M) <
[(u, vn)| < ;1: E S €; k(1+ (logk)?) = e

per ogni n > n,., dove

= 1
C= < +00.
; k(1 + (logk)?)
Da questo segue che (u,v,) — 0 per n — +00.

EQ) Essendo la funzione pari, continua e regolare a tratti, possiamo esprimerla nella seguente
serie di Fourier

f(z) = % + i ay cos(kx)
k=1

dove )
——2 sek=0
1 [ T
ag = —/ f(z) cos(kx) do =
TJ 2(1 — cos(k))
T sek >0
e quindi
1 2 1 — cos(k)
== —1+= .
f(x) o + - 12 cos(kx)
k=1
Calcolando la serie in x = 0 si ha
1 2 o= 1 — cos(k)
= = - 1 —_—
J(0)=0 27 T Z k2
k=1
Ricordando che ) /7, T /6 otteniamo
—cos(k) 1 7 =1 1 7 =?
D A AP Db i
k=1 k=1
E.3) siha
T
— sin(z) se|z| < B



Derivando un’altra volta si ha f”(z) = 6(z — 7/2) + é(x + 7/2) — f(x). Applicando la trasformata
di Fourier a questa uguaglianza otteniamo

F1) = =2f(3) = 2c0s (5 4) = FOV

e quindi

A 2 cos (% )\)

f =770
Osserviamo che f(X\) ha discontinuita eliminabili in A = &1 e F(A) = 0 per A = +o0, da cu segue
f € L*=(R). Inoltre, visto che |f()\)| si comporta come 1/|A]> per A — +00, si ha anche f € LP(R)
per ogni p € [1,+00).

Concludiamo ’esercizio osservando che

cos(mz) . 1 fcos(§FA) 1 [, T B
[ =g [T =g [ fova=Fro =

E4) Distinguiamo due casi:

e

a) ¢ = 0: in questo caso la funzione ha un polo di ordine tre in z = 0. Dallo sviluppo in serie di

Taylor di % si ottiene subito
2
i

res(f,0) 5

b) ¢ # 0: in questo caso la funzione ha tre poli semplici in z = 0 e z = =i|c| con residui

—lel le]
(& . (&
2¢2 res(f, _Z‘CD = _2C2 :

1
res(f,0) = 5 res(file]) = -
c
L’integrale e convergente per ogni ¢ # 0 e si ha, grazie al Teorema dei Residui e al Lemma di Jordan,

/R:E(Siidx = l/Rx(Lcm = 2mres(f,i|c|) + wres(f,0) = :'_2 (1 _ e—\e\) ‘

x? + ?) 1 2 4 2)



