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E. 1) Dato p € R si consideri 'applicazione lineare

@)
1+ |zp

T(f(=) f e LA(R).

Dire per quali valori del parametro p I’applicazione T' & continua da L*(R) in L*(R).

EQ) Data la funzione

|| se |z| <1
flx)=¢ 2—|z| sel<|z| <2
0 se x| > 2

calcolare f" e f” nel senso delle distribuzioni. R
Calcolare la trasformata di Fourier f e dire per quali p € [1,+o0] si ha f € LP(R).

Calcolare 'integrale
/ cos(2x) — 2 cos(z) + 1 p
R z?

X.

ES) Data c € R sia
e +c
(2) = 4——F—— eC.
Jel2) 2342022 — 2 -
(Classificare le singolarita di f. e calcolare i residui.

Al variare del parametro ¢ calcolare I'integrale

L fu(z) dz

dove ~ ¢ la circonferenza di centro 'origine e raggio 3, percorsa in senso antiorario.

E4) Dire se il seguente problema ammette soluzione e, nel caso, calcolarla.

() +ul)=t| -7  te(-mm)



SOLUZIONI

E. 1) Essendo I'applicazione lineare, per avere la continuita di 7' e sufficiente mostrare la disugua-
glianza

1Tl < Clf e

per qualche C' > 0 e per tutte le f € L*(R).
Grazie alla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, per ogni f € L*(R) abbiamo

T

Poiché 1/(1+ |z[P) € L*(R) se e solo se p > 1/2 otteniamo che T ¢ continua per p > 1/2. Viceversa,
se p < 1/2 la funzione

1 fll 22y -
L3(R)

1
1+ |zt rlog ||

/()
appartiene a L*(R), ma T[f] € L*(R).
EZ) Nel senso delle distribuzioni si ha
f(®) = Xa—1+ Xy — X1 T Xpg
fx) = 6(x+2)—20(x+1)+20(x) —20(x — 1) —§(z — 2).
Dall’espressione della derivata seconda otteniamo
F7(N) = 2cos(2)) — 4 cos(A) 4 2

e quindi
A 1 . 2
fA) = —ﬁf”()\) = —ﬁ(cos@)\) —2cos(A) + 1)
Osserviamo che f ha una discontinuita eliminabile in A = 0 e vale lim,_,0 f (A) = 2. In particolare,
f € LYR)N L>*(R) e quindi f € LP(R) per ogni p € [1,4+00].
Infine, per la formula di inversione abbiamo

[ =R gL [ fyar = —as(0) = .

xr2

E3) Osserviamo che 2% + 2i2? — z = z(z +4)? e distinguiamo due casi:
a) ¢ # —1. In questo caso f. ha un polo semplice in z = 0, un polo doppio in z = —i e si ha

res(f.,0) = —c—1

z / z_ oz ) )
res(f.,—i) = lim (6 —{—c) = lim 2T T i e,

Z——1 z Z——1 22

b) ¢ = —1. In questo caso f_; ha una singolarita eliminabile in z = 0, un polo doppio in z = —i
e si ha

res(f_1,—1) = lim e S et +e "t —1.

z——i 22



Grazie al Teorema dei Residui, per ogni ¢ € R abbiamo

/fc(z) dz = 2mi(res(f.,0) + res(f., —i)) = 2mwi(ie " +e ' —1).
y

E4> Osserviamo che una soluzione u(t) del problema puo essere viste come restrizione all’intervallo
(—m, ) di una soluzione 4m-periodica v(t) dell’equazione

V() +o@) =t -7  te(-2m2m).

Chiamando f(t) 'estensione 4m-periodica della funzione |t| — 7, abbiamo lo sviluppo in serie di
Fourier

T n2mw

= i fn cos (gt) dove  f, = ! /%(t — ) cos (gt) dt = =D =1 .

Sviluppando anche la funzione v(t) in serie di Fourier

= % + ; <an cos <gt> + b,, sin <gt>)

otteniamo

2

04000 = G+ 3 (1277 (oneo (51) - basin (51)) = 3 fovon (51)

n—=
Le condizioni che devono essere soddisfatte dai coefficienti a,,, b, sono quindi b,, = 0 per ogni n e

Afn  16((=1)" —1)
4—n2 (4—n2)n3m

ag =0 a, = pern>1.

La soluzione del problema di partenza ¢ quindi

io (2 +1 32)(2k+ D)2z ° ((’” %) t) = [t — 7 — tsa(t)

dove abbiamo posto n = 2k + 1.
Si osservi che non esistono soluzioni 27-periodiche del problema, infatti, se cosi fosse, potremmo
sviluppare in serie di Fourier le funzioni u(t) e |t| — 7 e otteremmo, per ¢t € (—m, ),

u(t) = % + ; a, cos (nt)
- N 2((-1)r -1
u"(t) +u(t) = % + nz:l(l —n?)ay, cos (nt) = |t| — 7 = —g + nz: % cos(nt) .
Ne seguono le condizioni
21" —1
ag = —m (1—n2)an:M pern > 1,

n2m

che non hanno soluzione quando n = 1.



