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Esercizio 1. Al variare del parametro a € (0, +00), si studi la convergenza della serie
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Esercizio 2. Siano f,¢: [a,+o0) — R, a € R, due funzioni continue tali che
i [5(0) — g(0)] = 0.

Mostrare che allora f & uniformemente continua in [a, +00) se e solo se anche g lo &.



Esercizio 3. Poniamo
2m
I, = / ne® cos(nx)dz, neN.
0

a) Calcolare il valore di I5.
b) Mostrare che lim,_, o I, = 0.

Esercizio 4. Si consideri il sistema di successioni per ricorrenza
Apy1 = Qn + bn
bn+1 = 2a, + bn

con condizioni iniziali ag = by > 0.

a) Determinare la ricorrenza soddisfatta dalla successione ¢, = a, /b,.
b) Studiare il comportamento di ¢, per n — +00.



SOLUZIONI

Esercizio 1. Ricordando che

1
sin(z) = z + O(2%), 1+%:1ix:x—x2+0(x3), per z — 0,
otteniamo che
E n? | sin L EOO L
i — ~ —_
ne +1 e n20—2 )

che converge se e solo se a > 3/2.

Esercizio 2. Osserviamo che e sufficiente mostrare che f ¢ uniformemente continua, se
anche g lo e. Supponiamo quindi che g sia uniformemente continua.
Dato e > 0, esiste M = M(g) > a tale che | f(z)—g(z)| < ¢/3 per ogni > M. Inoltre,
per I'assoluta continuita di g, esiste 0 > 0 tale che |g(z) — g(y)| < e/3 se |z —y| <.
Per la continuita di f in [a, M + 6], esiste 0 < §' < ¢ tale che

f@) = fy)l<e selr—y[<d ewy€la,M+7].

Se invece |z —y| <0 ex > M+ oy > M + 0, si ha necessariamente x,y € [M, +00).
Quindi, per la disuguaglianza triangolare, anche in questo caso otteniamo che

£(2) — 1) < 1£@) — @)] + lo(e) — 9] + 1Fw) — gl)] < &+ 5+ 5 ==.

Esercizio 3.

a) Integrando per parti, otteniamo
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da cui segue che
4e2m—1 2
Iy = == (¥ —1).
25— 5 U
b) Integrando per parti come sopra, otteniamo

2T 6271— -1 1 2T
I, = e’ ncos(nz)dr = - e’ ncos(nzx)dz,
0 n n= Jo

da cui segue che




e quindi lim,, ., I, = 0.

Esercizio 4.
a) Dividendo le due equazioni del sistema si ottiene
n bn n 1 n 1
%: _2a—b:1_ 1:20+1’ (0.1)
Qp + O Gp + O 2+ = Cn +
Cn

Cn+1 =

con condizione iniziale co = ag/by = 1.
b) Notiamo che la funzione f(z) = (z+1)/(2z+1) & positiva, strettamente decrescente
e convessa su [0, +00), con f(0) =1 e lim, o f(x) =1/2.

Risolvendo I'equazione f(z) = (x + 1)/(2x + 1) = x, si ottengono i punti fissi
della ricorrenza, che sono x4+ = +1/+4/2. In particolare z, = 1/4/2 & I'unico punto
fisso in [0, +00).

Infine, dato che f'(z) = —1/(2x + 1)? e quindi f'(z) € (—1,0) per ogni = > 0,
otteniamo che f ¢ una contrazione su [1, +00) e quindi ¢, converge all'unico punto
fisso 24 = 1/v/2, per n — +o0.



