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Prova scritta del 25 giugno 2007 SOLUZIONI

PRIMA PARTE (per tutti)

(a.1) Si consideri la serie di funzioni

+00
f(t) = Zne_"t
n=0

1. Si trovi I'insieme delle ¢ per cui la serie ¢ convergente (cio¢ quello per cui f(t) e
definita). Indichiamo con I tale insieme

2. Si dica, motivandolo, per quali ¢ in [ la f (oltre a esistere) risulta derivabile.

3. Si trovi, motivandola, 1'espressione di f(t) per tutte le ¢ di I

Svolgimento. E chiaro che per ogni t > 0 la serie converge (e~ tende a zero MOLTO
rapidamente e cosi ne™™). Viceversa se t < 0 ne”™ — 400 e dunque la serie non puo
convergere. Quindi I =|0, 4-o0].

Se consideriamo la serie delle derivate termine a termine troviamo

+oo
g(t) == Z n?e"™,
n=0

Tale serie converge assolutamente su [e, +00[, per qualunque € > 0 dato che, se g,(t) :=

2, ,—nt
—+00 —+00
Z [l g lloo,fe,+o00] = 2:7126_”E < 400
n=0 n=0

n“e” ", si ha

e quindi g ¢ la derivata di f su ogni [¢, +00[. Dato che questo & vero per ogni € > 0 si ha
che g ¢ la derivata di f su I.

Se consideriamo

400
ht):=> e
n=0

si vede facilmente, ragionando come sopra, che f = h’ su I. D’altra parte

+oo 1

M= () =1

n=0

e quindi, per ogni ¢t > 0,

(a.2) Si calcoli I'integrale

+o0
/ cos(3x) .
oo 1642t

o0



Svolgimento. Calcoliamo

+o0 eSix +oo 631'2
dr = x)dx dove f(z) := —
/_OO 16 + 2 . /(@) ve f(2) = 15
La funzione f ¢ meromorfa ed ha quattro poli semplici nelle radici quarte di —16, che
sono i quattro numero complessi z; = \/5(1 +1), 25 = \/5(—1 +1), 23 == \/5(1 — 1),
24 := v/2(—1 — ). Calcoliamo i residui nei poli con parte immaginaria positiva

631'21 2 631'21 (1 + Z'>€—3+37L
R = = — 2—
es(f,21) 423 421 V2 64
e?)iZQ 22637:22 (_ 1 + ,L‘)e—3—3i
R = = — = 2
es(f, ) 423 4z} V2 64

Per i teoremi sui residui

- ) () dx = 2mi (Res(f, z1) + Res(f, 22)) = %
@2%@ (=1 +i)e3+3) = Var

((_1 + Z-)673+3i 4 (_1 o Z~>67373i) —

e *Re ((—1+14)e*) =

39 16
\/1__267T€_3§R6 (=1 +19)(cos(3) +isin(3))) = — \/156%_3(008(3) + sin(3)).

Allora

e ?(cos(3) + sin(3)).

+° cos(3w) +oo V21
/_OO 16+x4dcc—§Re . f(z)de = — 15

(b.1) Si scriva lo sviluppo in serie di Fourier della funzione f definita de

1—%752 set e [—g,%}
ft) =4 -1+ 5({t—m)? sete [
—1+%(t+7r)2 set¢€ [—7?,—%}

e prolungata a tutto R come funzione periodica di periodo 2.

Svolgimento. Si ha

—mt set€ =5, 5] —% sete[-1.7]
ft)y=85@t—m) setels, 7 , fft)=4% set € [Z,m)
= (t - set € [—m —Z]

Notiamo che f e f’ sono continue anche quando periodicizzate con periodo 27, in par-
ticolare hanno lo stesso valore in —7 e m Questa osservazione giustifica i passaggi nelle
integrazioni per parti che seguono.

+00 .
Calcoliamo i coefficienti di Fourier complessi, quelli per cui f(t) = > cze*?, dati dalla
k=—o00
formula

1 [ -
Ch =5 /7T f(t)e *tat.



E immediato notare che f ha integrale nullo, e quindi ¢y) = 0. Se k # 0

27TCk _ /7r f(t)eiikt dt = {f(?lézkt} T Zk /‘ f 7ka‘t dt — Zk / f fzkt dt =

! —ikt 1T
|:{ (Zt]i)e( } 3 // —zkt dt = ﬁ /7r f//(t)e—ik:t dt =

1 8 efzkt 2 efzkt 2 6izkt T 8i » . y B} o
“‘q ' L‘{—Hﬁ{—m] )Iwks([e MR ) =

k2 m? —ik .
. 2 2
_ fzg (akg L oikhm ik g kT pikm e‘ik§> _
m
S N 16i . ,
2k () = (=1)F = (=) + () + (=) = (=D)") = T 2k3 () = (=1)*) =
16i4+1

~ o 1D =

Dunque se k # 0 ¢ = — 73 (1 — (—=1)*). Volendo si pud notare che
7r

0 se k e pari 0 se k e pari
G =y 16 L= 16(-1)% o
—— se k e dispari BT se k ¢ dispari

Si puo anche passare alla forma reale f(t) = > a, cos(nt) + >_ b, sin(nt):

n=0 n=1
0 se k e pari
ap = 2Re(cy) = 32(—1)% ; by = —Sm(cr) = 0.
——————— se k e dispari
w3 k3
da cui
32 o= (—1)"t1 32 &
f(t):—ﬁzghll cos((2h + 1)t) 2—32 T cos ((2h 4+ 1))
h=0

(b.2) Si consideri il problema differenziale:
y" + 4y = sgn(t)e "
y € L*R)
Si determinino i possibili wy > 0 per cui esiste una soluzione e per tali wy si trovino tutte
le possibili soluzioni.
Svolgimento. Usiamo la trasformata di Fourier. Se b(t) := sgn(t)e " si ha

0

~ +oo ' ' o
b(CU) = / b(t>€7MUt dt = — / e(lflw)t dt + / e —-1-— Zu.) dt
_ oo 0

]*“ 1 1 1 1 —2iw

p1—iw)t 10 . p(—1—iw)t B
I —iw]| -1 —w

1w —1—dw dw—1 dw+1l w1

0



Se ne ricava

— 29w - A( ) 21
e w) =
@ +1) Y (@2 + 1)(w — 40)

(—w® + 4wi)j(w) =

2Z'€iwt

(W? 4+ 1)(w — 44)

Per trovare y poniamo F'(w) := . I ha tre poli semplici nei punti , 47 e

—17. Si ha:
[ 2iet 2ie" et
S = T ), T 2i(-3) '3
r 2Z'eiwt T 2i€—4t 6—4t
Res(F, 4i) = __ Y
S = e @ D), —16+1 - 1
[ 2iett | 2iet et
esth =) =l o=+ @+, (“2i)(=5) 5
e quindi
) ‘ ' e—t €—4t
i (Res(F,i) + Res(F, 4i)) = —3 = 21—5 set >0,
y(t) = ot
—iRes(F, —i) = ~% se t < 0.

SECONDA PARTE (solo per gli energetici)

(c.1) Si trovino le soluzione del problema differenziale:

y//+4y:6/
yeds

Svolgimento. Usiamo la trasformata di Fourier, ricordando che &' (W) = Wwi(w) = iw.
Allora

—iw
w?—1

1 0 {
_§(w—1+w+1) + c10(w — 2) + c20(w + 2)

(—w? +4)j(w) = iw & j(w) = + 10w —2) + cd(w + 2) =

Osserviamo che che

Flsmn(t)(w) = — = Flsm(t)e™")(w) = —— = F ngn(t)e”t) ) = ﬁ

e analogamente

—1

F <isgn(t>€2it) (w) = 2w +2)

1 L1 . . ) 1
y(t) = Z—lsgn(t)em—kZ—lsgn(t)efm—1—0162”—1-02672” = Esgn(t) cos(2t) 4 dy sin(2t) 4+ dy cos(2t)

(¢1, €2, dy, dy indicao delle costanti arbitrarie). O



(c.2) Si trovino le soluzione del problema differenziale:

y" +4y = H(t)te*
y(t)=0 per t < 0.

- 1
Svolgimento. Usiamo la trasformata di Laplace. Se by(t) := H(t)e*" si ha by(z) = Pt
Z p—
Ne segue che, se b(t) = tby(t), che & il temine noto dell’equazione, risulta
. d 1
b(z) = ——b
(2) dz 1(2) = (z —2)?
Trasformando 1’equazione
1

9(z) =

(z —2)2(22+4)

6zt

(2 —2)%(22 +4)
sommarli. I poli sono z =2 (doppio) e z = £2i (semplici). Si ha

Per ricavare y dobbiamo calcolare i residui di F(z) := in tutti i poli e

ot o2t o2t o2t
Res(F,2i) = = —— ~ = : ~ =
(2 —2)2242(2—2)(22+4) ] ,_,, (20 —2)22(2) (—8:)2(21) 32
—2it
Res(F, —2i) =Res(F,2i) =
d e tet (22 +4) — e*2z 8te? — 4e?t
Res(F,2) = | =& | = _ e — e
es(F2) {dz 22+4L ) [ (224 4)2 L:Q 64

In definitiva

62’it 672it te?t €2t COS(Qt) t€2t €2t
t) = Hi(t A e
y(t) <)(32'+ 32 18 16) ()( TR 16)

(c.3) Si trovi la soluzione del problema differenziale su R:

y'+4y =0
y(0) =1,5/(0) = —1.
Svolgimento. Supponiamo che y sia soluzione e poniamo v(t) := H(t)y(t). Allora
v =0y + Hy =0+ Hy perché y(0) =
V' =8+ oy + Hy' =08 — 06+ Hy" perché y'(0) = —1

Dunque v(t) = 0 per t < 0 e v risolve
Vi+do=0-0+H(Yy +4y) =6 —0
Cerchiamo v tramite la trasformata di Laplace:

z—1
2244

0(z) =



e quindi, per t > 0,

y(t) = Res ((Z;—I)Gtzz) + Res (("’"—1)‘” _21) _

22+4 22+ 4
(z—1)e* N (z—1)e” (i1 (=2 —1)e7 (24 i)eZit+(2 —i)e "
22 | .o 22 | 5 4i 4i 4 4i
1 » 1
53‘36 (2+1i)e*) = 3 ((2cos(2t) — sin(2t))

In definitiva, per ogni ¢ reale y(t) = = ((2 cos(2t) — sin(2t)) O

| —



