Continuita della funzione senx

Dobbiamo provare che, fissato xg € R, si ha

lim, _,, senx =senx,

ovvero
lim, ,, (senx —senx,) = 0
ovvero ancora
lim

X%XO‘senx—senxo‘ =0.

Se facciamo il cambiamento di variabile x —xo = h , possiamo riscrivere
limy,_,, ‘ sen(x, + h) —senx,, ‘ = 0.

Dimostreremo il risultato in due modi diversi: la prima dimostrazione fa uso delle formule
trigonometriche di prostaferesi, la seconda delle formule trigonometriche di somma. In entrambi i
casi utilizzeremo il teorema del confronto. Inoltre ci serviranno due maggiorazioni ed € proprio da
gueste che iniziamo.

Maggiorazione1l: VxeR ,

SGI’IX‘S‘X‘

Possiamo limitarci a considerare le x positive ( il valore assoluto non distinue tra x e —x ) e
riscrivere ‘Senx‘ < X ; inoltre possiamo supporre x < /2 ( se x = m/2 la maggiorazione &

sicuramente vera, perché il primo membro al massimo vale 1 ). Per 0 < x < 1t/2, possiamo riscrivere
senx £ X, la cui verifica € immediata non appena si consideri la figura successiva:

o
x

2 senx

(lalunghezza della corda & minore di quella dell’arco di circonferenza ).

Maggiorazione2: Vxe (-72,m2) ,1-cosx < ‘X‘



Possiamo limitarci a supporre 0 < x < 1t/2 e riscrivere 1 — cosx < x . Si consideri la figura successiva :

Nel triangolo PP’A il cateto P’A ( che misura 1 — cosx ) ha lunghezza
minore dell’ipotenusa PA e questa ha lunghezza minore di x ( confronto
tra corda e arco ).

Dimostrazione #1 della continuita della funzione seno.

X - Xq

senx — senx, ‘ = 2|sen

La conclusione segue dal teorema del confronto.

( L'uguaglianza & una formula di prostaferesi; abbiamo maggiorato il seno con la maggiorazione 1,
il cosenocon1l1).

Dimostrazione #2 della continuita della funzione seno.

‘ sen ( X, +h)—senx, ‘ = ‘ senx cosh + cosx, senh - senx, ‘ =
= (1- cosh)‘ senxo‘ + ‘ cosxOH sen h ‘
Possiamo supporre h >0 e, dato chetende a0, <m/2 .
L'espressione precedente puo essere maggiorata come indicato :
< ( ‘ senxo‘ + ‘ cosxo‘) h

( Abbiamo utilizzato entrambe le maggiorazioni studiate ) . La conclusione segue dal teorema del
confronto.



