Teorema delle contrazioni  ( Banach - Caccioppoli )

Sia ( X , d ) uno spazio metrico completo e sia T: X → X una contrazione, cioè:
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Allora T ammette uno e un solo punto fisso 
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 X , tale cioè che T ( 
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. 
Nel nostro corso utilizzeremo questo risultato nel capitolo relativo alle equazioni differenziali, per dimostrare il teorema di Cauchy di esistenza e unicità di una soluzione locale.

In quel contesto sceglieremo come X  lo spazio C0 [ a , b ] con la metrica della convergenza uniforme: d ( f , g )  =  || f – g ||  =  max | f ( x ) – g ( x ) |. Con tale metrica lo spazio è completo.

Nella pagina seguente è riportata la dimostrazione del teorema delle contrazioni, come appare nel testo “ Barutello ed altri: Analisi matematica, vol.2 – Apogeo 2008” alla pagina 346.
[image: image6.jpg]Dimostrazione. Suddividiamo la dimostrazione in tre passi.

Passo 1. Costrusione di una successione convergente in X. Scegliamo arbitraria-
mente un elemento % € X e consideriamone Fimmagine x, = T(x), limmagine
dellimmagine x; = T(x) e, iterando, costruiamo la successione di elementi di X

% =Tlr),  perogninz1l.

Dimostriamo ora che la successione x; & convergente, indipendentemente dalle
scelta di . Poiché X & completo, & sufficiente dimostrare che la successione ,
& di Cauchy; ovvero che per ogni ¢ > 0 esiste N tale che d(x,, X») < ¢ per ogni
> > N. Osserviamo che, poiché T & una contrazione,

%)

AT o) Tlr) S @ 51)
e iterando questa maggiorazione otteniamo.
A%, %) S QAo Xi2) S 7+ S 0" (X0, Xiwon):
Grazie alla disuguaglianza triangolare  abbiamo
s, %2) 5 0 (50,30 + 21, %) -+ nenet )]
sa[1+a+at s @ d,x)

1-am
T-a

-

-d(xo, 1)

A questo punto sfrutiamo il fatto che @ € (0,1) e quindi 1= "™ € (0,1) per
ottenere la maggiorazione

@ dx %) S T dlo, 1),

T—a

Concludiamo quindi che, fissato ¢ > 0, & sufficiente scegliere

—r

per ottenere d(x,, %) < ¢. La successione x, & dunque di Cauchy e, grazie alla
completezza di X, convergente. Poniamo

Passo 2. Esistenza di un punto fiso per T. Dimostriamo ora che il limite ¥ in-
dividuato nel passo precedente & un punto fisso per T. Per farlo & sufficiente
considerare la seguente catena di uguaglianze

£= lim x, = lim .

im T(s.)

. grasie ala continuit di T, conludiamo che £ = ( Jim ) =T(9.

Passo 3. Unicita del punto fisso. Supponiamo che T ammetta due punti fissi, fe £.
Allorasi avrebbe
d(5,%) = d(T(), T(®) < ad(s, 2)

da cui (1 - a)d(£,2) < 0. Poiché 0 < a < 1, ne segue che d(¥,3) < 0 e dunque
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