Appunti sugli integrali doppi e tripli

0. Alcuni richiami per funzioni di una variabile reale

0.1 Uniforme continuita

Una funzione f: A~ R € continua in A se e continua in ogni punto degiéme, cioé se

Oxo Ue>0 006>0:
OXOA |x-Xg| <8 = | f(x)-f(xq)| <e.

La costanted misura quanto vicini adoxdevono essere i valori di x perché i corrisponideatori f (x)
distino da f () meno dig; in termini di intorni, & € il raggio dell'intorno di centrog¥n cui far variare x in
modo che i valori f (x) cadano nell'intorno di cemf (x,) e raggice .

Fissata la funzione f, il ragg@dipende sia dache x.

La dipendenza daé facile da capire: quanto piu vicini ad §)(xogliamo che siano i valori f (x), tanto piu
vicini ad x0 dobbiamo scegliere i valori x.

Meno evidente e la dipendenza dal punto erifichiamola con un esempio, esaminando laifure f (x) =
2
x4 xOR.

Poiché la funzione é pari, possiamo limitarci alistrla per xz 0.

¢ )
0 x,-0 %o X, + 0
Dalla maggiorazione:
2 2| _
‘ X“ - X ‘—| X-Xo | | X+Xo| < 8(2xq +3)

segue che F X2 - X, ‘ < ¢ se scegliamé tale che risultid (2xy +0) = € , cioe

3=y Xg°+ € - X .



Dall’espressione trovata e evidente la dipenderizd da € e da % : per indicare questa dipendenza
scriverema =9 (g, Xg).

Se ci limitiamo a considerare un numero finito dnf di continuita x,..., X, prendendo il piu piccolo tra
0 (g, X1), ...,0(g, Xp) , riusciamo ad eliminare la dipendenzaadial punto.

Per un insieme infinito A siamo portati a prendere
5 (e) =inf,gx & (€, X)
purché risultid (€ ) >0.
Quando questo accade, diciamo che la funzione f & uniformemente continua in A :

Oe>0 L 6>0:
Ox, xg OA  |[x-Xo| <8 = [f(x)-f(X0)| <e.

Un esempio banale di funzione uniformemente coatiadato dalla funzione identica f (x) = x[DR: in
questo cas® (€) = .

Un esempio meno banale, & fornito dalla funzione f (x) =senx, X 0 R ; essendo:

X'XO QX+XO

2

sen x-sen x| = | 2 sen co < | x-Xo]

segue che anche in questo caso la definizioneifdirore continuita € verificata cod (€) = e.

Non tutte le funzioni continue in un insieme lo s@m modo uniforme.

Ad esempio, la funzioné(x) = x>, x O R non & uniformemente continua nel suo dominio;tinfa
funzione

5=1 X’ + € - X

e positiva e perx —» +o sihad - 0: dunquenf ., 0 (¢, x)=0.

Un altro modo per stabilire che questa funzione eooniformemente continua nel suo dominio € il
ragionamento per assurdo: se lo fosse, prgsarlzitrario e posto x =ox+ 0/ 2 nella definizione, dovrebbe

valere
(Xg+812)%2- x| <e Oxe0OR
0 0 0
cioe

| 8214+ 8xp| <& OxpOR.



Questo & assurdo, perché pgrx+ w risulta| 8°/4 + & Xg| - +o0.

Se invece restringiamo la funzione f (x) £ »ad un qualunque insieme limitato (ad esempio fipsare le
idee, all'intervallo [ 0, a ]), la definizione dniforme continuita e verificata. Infatti la funzien

€
0 =4 x02+£-x0:
2
Xo“t € + X

e decrescente rispetto ad xo e quindi

inf o, & (€,x)=V &+¢ -a.

Questo esempio mostra come "'uniforme continuita dipenda anche dall’insieme (infinito) in cui si consideri

la funzione.

Una condizione sufficiente a garantire I'uniforme continuita di una funzione & contenuto nel seguente
teorema:

- Teorema di Heine — Cantor

Le funzioni continue su un intervallo chiuso e limitato [ a, b ] sono uniformemente continue.

(La dimostrazione e fatta per assurdo e utilizza il teorema di Bolzano-Weierstrass sulla possibilita di estrarre

una successione convergente da una limitata).

La definizione di uniforme continuita e il teorema di Heine-Cantor si estendono in modo naturale alle

funzioni di n variabili reali.

Una funzione f: A LJR" = R si dice uniformemente continua in A se
Oe>0 Cd>0:

0 X, Xo OA | X-Xg| <8 = [f(X)-f(Xq)| <e.

- Teorema di Heine — Cantor per funzioni di n variabili

Le funzioni continue su un compatto di R" sono uniformemente continue.



0.2 L’integrale di Riemann per funzioni di una variabile

Data una funzione f: [a, b ] - R limitata, I'integrale & definito in modo che per funzioni di segno positivo
possa essere ragionevolmente assunto come misura dell’area del sottografico o trapezoide; la definizione
perd si deve poter estendere alle funzioni di segno qualunque, anche se in questo caso si perde

I'interpretazione geometrica.

Per arrivare a questa definizione, si procede a dividere l'intervallo in sottointervalli mediante bisezioni
successive; al passo n-esimo si determina una partizione in 2" sottointervalli di ampiezza (b—-a )/ 2"
Se Ly e l¢ indicano rispettivamente I'estremo superiore ed inferiore della funzione nel sottointervallo
k-esimo, costruiamo le seguenti somme (dette rispettivamente somma integrale superiore e inferiore al

passo n-esimo):
2" on
S =2 Ly (b-a)/2" $ = | (b-a)/2".
k=1 k=1

In caso di funzione positiva, le due somme rappresentano l'area di un plurirettangolo, in un caso

circoscritto al trapezoide (e dunque lo contiene), nell’altro inscritto (e dunque ne & contenuto).

Ovviamente ad ogni passo € s, < S, ; inoltre le due successioni sono monotone: s, & crescente, S,

decrescente. In quanto tali entrambe ammettono limite, necessariamente finito.

La funzione si dice integrabile se i limiti delle due successioni coincidono; in tal caso si definisce integrale

della funzione il valore comune ai due limiti.

- Teorema (integrabilita delle funzioni continue)

Le funzioni continue in [ a, b ] sono integrabili.

dimostrazione

Occorre provare che, fissato € > O, risulta S, — s, < € definitivamente. La dimostrazione fa uso della
uniforme continuita e del teorema di Weierstrass (per cui gli estremi superiori ed inferiori che compaiono

nelle somme integrali in realta sono massimi e minimi).



Indicata con O /(b-a)la costante di uniforme continuita associata ad & /(b —a), prendiamo una partizione

dell'intervallo in modo che risulti (b—a) /2" < & /(b-a); Questo é definitivamente vero. Di conseguenza:

2" 2"
S -5 =D (L o) (b-a)/2 => (f(s)-f(t) (b-a)/2" <
k=1 k=1

< 22 £ (b-a)/2" - ¢
ko b-a '

La dimostrazione si adatta abbastanza facilmente al caso di funzioni limitate che sono continue eccetto un
numero finito di punti. Quello che serve per adattare la dimostrazione € che l'insieme dei punti di

discontinuita abbia la seguente proprieta:

Insiemi E di misura nulla secondo Peano-Jordan

n n
Ue> 0,04 ,...., 1, intervalli aperti : U VOE, z misl, < ¢
k=1 k=1

(dove mis I indica la lunghezza dell’intervallo I, ).

Questa condizione sull’insieme dei punti di discontinuita & sufficiente a garantire I'integrabilita di una

funzione limitata e, ad esempio, e verificata dagli insiemi finiti.
Una condizione pill precisa — necessaria e sufficiente — coinvolge gli

Insiemi E di misura nulla secondo Lebesgue

(o) 00
Ue>0, Ul,, intervalliaperti (conn LI N : U LOE, z misl, < €.
n=1 n=1



1. Integrali doppi

1.1 Integrale su un rettangolo

Se f ( x, y ) e una funzione continua sul rettangolo R = [a,b]lX[c,d], lintegrale doppio

” f (x,y)dxdye un numero definito in modo tale che, nel caso di funzione a segno positivo, possa
R

essere ragionevolmente assunto come misura del volume della regione di spazio compresa tra il grafico e il
piano xy ( sottografico o cilindroide); la definizione deve pero potersi estendere al caso di funzioni di segno
qualunque, pur perdendo l'interpretazione geometrica.

Il procedimento che si segue & analogo a quello visto per funzioni di una variabile. Si divide entrambi gli
intervalli[a,b] e [c, d]innintervalli di uguale lunghezza: questi individuano una partizione del rettangolo
in n® rettangoli di uguale area; su questa partizione si costruisce la somma integrale superiore S, e quella
inferiore s,. Nel caso di funzioni di segno positivo queste somme rappresentano il volume di un insieme di
parallelepipedi, circoscritti o inscritti al cilindroide. Utilizzando la continuita uniforme della funzione, si
prova che le due successioni hanno lo stesso limite: questo valore definisce I'integrale doppio e — nel caso
di funzioni positive — il volume del cilindroide.

1.2 Formula di riduzione

Se f ( x, y ) € una funzione continua sul rettangolo R=[a,blX[c,d], I'integrale doppio pud essere

calcolato mediante due successivi integrali semplici ( cioe in una sola variabile ) :

b ( d b d
« [ fOoy)ydxdy = [| [ fOoy)dy|dx= [dx[ f(x,y)dy
R a\c a c



oppure, invertendo I'ordine di integrazione.

d( b d b
« ] fOay)ydxdy = | [ f(x,y)dx|dy = [dy[ f(x,y)dx .
R Cc a C a

Consideriamo il primo risultato (per I'altro valgono analoghe considerazioni.

Per averne una interpretazione geometrica, supponiamo che la funzione sia positiva. Fissiamo un valore
X[ a, b ]: questo determina un segmento verticale nel rettangolo R.u piano verticale che passa per
guesto segmento seziona il grafico della funzione nella curva di equazione z=f (X , y) el cilindroide in una

d —
regione piana di area data dall’integrale .[c f (X,y)dx. Ripetendo la costruzione per ogni xLI[a, b ], si

b
ottiene una funzione A ( x ) che raccoglie tutte queste aree: 'integrale I A (x)dXricostruisce il volume
a

del cilindroide.

Nel caso banale di una funzione costante f ( x, y ) = kil cilindroide & un parallelepipedo di base il rettangolo

e altezza k (nel casok>0). Lacurvaz=f (X ,y) e un segmento e il relativo sottografico un rettangolo di
base [ c, d] e altezza k, e dunque di area k (d — ¢ ). La funzione A ( x ) € dunque costante e il suo integrale

sull'intervallo[a, b]valek(d—c)(b—a), che & appunto il volume del parallelepipedo.

dimostrazione 1 : continuita della funzione A ( x )

Facciamo vedere che & | A(X)-A (X)‘<8 per ‘ X -X‘<5E. Questo prova che la funzione & continua;

anzi, dato che 55 non dipende da X , & uniformemente continua.



Innanzitutto si ha :

d J—
[ (F0xy)-f(x,y))dy| <

O —0a

| FOGy)-f(x,y)| dy.

Poiché f ( x, y ) € una funzione uniformemente continua nel rettangolo, si ha :

Oe>0,05,> 0f (x,y)-(x,y)|<& = | f(x,y)-f(x,y)|<e.

Ma

| ay)-0oy) | =1x-x
e dunque

Ix-x <8 = | f(x,y)-f(x,y)|<e
da cui

Ix-X | <8, = \ A(x)-A(‘x)\< g(d-c).

dimostrazione 2 : formula di riduzione

d
Consideriamo la funzione A (X):j f (x,y)dy: abbiamo visto che & continua nell'intervallo [a, b ] e
c
dunque integrabile. Dividiamo l'intervallo in n segmenti |, ... I, , che possiamo supporre della stessa
lunghezza.
b n
j A(x)dx = Y j A (x)dX.
a k=1 |

k

Applicando il teorema della media integrale in ogni sottointervallo:

n

= Zn: A(xk ) (b-a)/n = (b-a)/n > A(x«)

k=1 k=1



n d
= (b-a)/n Y [ f(x,y)dy .
k=1 c

Dividiamo l'intervallo [ ¢, d ] in n sottointervalli di uguale lunghezza : J; .... J,.

n

= (b-a)/n D | > [ f(xk.y)dy

k=1 h=1 J,

Applicando di nuovo il teorema della media integrale:

(b-a)/n zn;[ En; f (XK, Y ) (d-c)/nj

k=1\ h=1

(b-a)(d=c)/n® > f(Xk,Yyn)-
h,k

Indicando con S, e s, le somme integrali di f ( x, y ) associate alla partizione del rettangolo sopra effettuata,

b
il risultato precedente prova che §< j A(x)dx< S,.
a

b
Poiché S, , s, > ” f (x,y)dxdy, necessariamente ” f(x,y)dx dy= I A (x)dx.
R R a

1.3 Integrale su insiemi piu generali

Se A non & un rettangolo, ma un generico dominio ( dominio = chiusura di un aperto) limitato del piano,
un’idea naturale per definire I'integrale di una funzione f ( x, y ) su A & quella di considerare un rettangolo

R che contiene A, prolungare la funzione ponendola uguale a O fuori di A e integrare sul rettangolo la
funzione cosi ottenuta.

B (x,y)= f(x,y) se(x,y)UA
wYIE 0  se(x,y)IR-A

fintegrabile su A < f* integrabile su R



jj f(x,y)dxdy=” f (x,y)dxdy
A R

Si puo dimostrare che l'integrabilita e I'eventuale valore dell’integrale non dipendono dalla scelta del
rettangolo.

Perd, anche se f & continua in A, in generale f* risulta discontinua in R (tranne il caso in cui f & nulla sulla

frontiera di A). Pertanto, senza fare qualche ipotesi sul dominio A, non & ovvia nemmeno l'integrabilita
delle funzioni continue.

Procedendo in modo analogo a quanto avviene per le funzioni di una variabile, una condizione sufficiente a
garantire 'integrabilita & che la frontiera di A sia un insieme di misura nulla secondo Peano-Jordan.

Gli insiemi normali ( o semplici ) rispetto ad un asse verificano questa condizione.

Definizione

Un insieme D del piano si dice normale rispetto all’asse x o y-semplice se e del tipo:

{ (x,y):xO [a,b],a (x)<y<p(x)}

cona(x), B (x)funzioni continuein[a,b].

Un insieme D del piano si dice normale rispetto all’asse y o x-semplice se e del tipo:

{ (x,y):yO [c,d],y(y)sx<3(y)}

cony(y), 6 (y)funzionicontinuein[c,d].
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Un insieme puo essere normale rispetto ad entrambi gli assi. Ad esempio, il triangolo in figura

v (1.1)
(1.0
puo essere descritto nelle due forme :
(i) 0<x<1, 0<y<x (ii) 0<y<1, ys<x<1.

Altri insiemi non sono normali rispetto a nessuno dei due assi. Ad esempio la corona circolare in figura, che
perd si pud scomporre in un numero finito di insiemi normali che si intersecano a due solo su segmenti
(che hanno misura nulla). Nella figura successiva & mostrata una possibile scomposizione in domini normali
rispetto all’asse x. L'integrale puo essere calcolato come somma degli integrali su questi sottoinsiemi.

=

B
A
)

dh
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1.4 Gli insiemi normali hanno frontiera di misura nulla secondo Peano - Jordan

dimostrazione

Consideriamo un insieme normale rispetto all’asse x (per i domini dell’altro tipo le considerazioni sono
analoghe).

| due lati verticali hanno misura nulla: ciascuno dei due & contenuto nel rettangolo che ha altezza pari alla
lunghezza h del segmento e base £ /2h (e dunque areae/2<¢).

Consideriamo poi una delle due curve, ad esempio quella inferiore (ovviamente valgono le stesse
considerazioni per I'altra curva ). Poiché a ( x ) € continuain[a, b ], & anche uniformemente continua:

Oe>0, 08, >0:| x-x"|<d; = |a (x)-a (x")|<e.

Fissato >0, dividiamo [a,b] in n intervalli I, di ampiezza A, minore di 65' indichiamo con M, e my

rispettivamente il massimo e il minimo della funzione f nell’intervallo I, , consideriamo infine i rettangoli
Re = Ik X [ m, M ]. Otteniamo in questo modo un ricoprimento della curvay = a ( x ) con un numero finito

di rettangoli. Poiché area Ry = ( My—m, ) A, < € 65: la somma delle aree € minore din €& 65 e quindi minore

di € (b-a). Questo termina la dimostrazione.

Osservazione: se nella stima finale sulla somma delle aree dei rettangoli vogliamo ottenere esattamente €,

basta partire dalla costante di uniforma continuita O /(b-a) @ssociata ad € / (b —a ) invece che a quella

associata ad €.

1.5 La formula di riduzione per domini normali

e Sef(x,y)éunafunzione continua su un dominio normale rispetto all’asse y, vale la seguente
formula di riduzione (con le notazioni precedentemente introdotte):

b B(x)
jj f(x,y)dxdy=jdx j f(x,y) dy.
D a a (x)

e Sef(x,y)éunafunzione continua su un dominio normale rispetto all’asse x, vale la seguente
formula di riduzione (con le notazioni precedentemente introdotte):

3(y)
jj f(x,y)dxdy=fdy jy f(x,y) dx.
D c vy(y)
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Dimostrazione nel caso di dominio normale rispetto all’asse delle x

Dato il dominio D = { (x,y):xO [a,b],a (X)<y<PB (X)}normale rispetto all’asse x, racchiudiamolo

in un rettangolo R=[a,b]1X[c,d].Sia f* l]a funzione introdotta in 1.3 come prolungamento di f al
rettangolo con valore nullo. Dalla definizione di integrale su un dominio e dalla formula di riduzione
dell’integrale su un rettangolo, si ottiene successivamente:

b d
jj f(x,y)dxdy = jj f*(x,y)dxdy = jdxj f*(x,y)dy =
D R

a Cc
a(x) B(x)
jdx( jf (x,y)dy+ [ f*(xy)dy+ jf (x,y)dy )
a(x) B(x)
b B(x)
jd jf(x,y)dy.
a a(x)

L'ultimo passaggio € giustificato dal fatto che negliintervalli[c,a(x)]e[B(x), d]la funzione f* € nulla,
mentre nell’intervallo [a (x ), B (x) ] coincide con f.

Esempio 1

Integriamo la funzione f ( x, y ) nel triangolo indicato in figura

(1.1)

(1.0

Vedendo il dominio come normale rispetto all’asse y, si ha :
1 x 1 271X 1 1 1
nydxdyz.[dxj- xydyzjxy— dx=—.[x3dx:—.
2 2 8
D 0 0 0 y=0 0

Se invece il dominio come normale rispetto all’asse x, si ha :

11 1 o1t
jjxydxdyzjdyj Xy dx = jy{%} = —I y (1- y )dx =
D

0 y 0 X=y

Cbll—‘
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Esempio 2

Integriamo la funzione f (x,y ) = exp (y* ) nel dominio indicato nella figura:

Vedendo il dominio come normale rispetto all’asse x, dobbiamo calcolare :
1
j dx
0

Il procedimento non pud essere portato avanti, perché non possiamo scrivere in forma elementare le

1
[ exp(y’)dy.
Ix

primitive della funzione exp (y*), che ci servono invece per calcolare I'integrale in y.

Se invece interpretiamo il dominio come normale rispetto all’asse y, si ha :

1 y? 1 3.1k
Jexp()dy [ dx= [ Yexp(yydy = | ZPD) - (e1)/s
0 0 0 0

1.6 Proprieta elementari dell’integrale doppio per funzioni continue su un dominio normale

Valgono le stesse proprieta viste per I'integrale in una variabile:
e linearita

e positivita e monotonia rispetto alla funzione

*  monotonia rispetto al dominio per funzioni positive

e additivita rispetto al dominio

e teorema della media integrale .

* la nozione di integrale doppio permette non solo di misurare il volume di un sottografico, ma anche
I’area di una regione piana ( I'integrale della funzione costantemente uguale a 1).
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1.7 Cambiamento di variabili in un integrale doppio

Per funzioni di una variabile il metodo di integrazione per sostituzione si esprime nella forma:

b ¢*(b)
[foodx= [ 6 (1))0'(t)dt
a '@

dove ¢ e unafunzioneda[c,d]ad[a,b]invertibile, di classe C' insieme all’inversa.
In particolare ¢ & una funzione monotona,
Seécrescente, ® “(a)=c, ¢ *(d)=de ¢’ & positiva.

Se é decrescente , ¢ T(a)=d, ¢ T(d)=ce ¢’ & negativa. In questo caso i due estremi di integrazione
non sono messi nell’ordine corretto: li possiamo scambiare, cambiando pero di segno all’integrale. Questo
cambio di segno si puo effettuare dentro il segno di integrale, facendolo intervenire su ¢ .

Riassumendo i due risultati, possiamo scrivere:

b d
[fogdx =] 6 (1) ¢'(1) dt.

Negli integrali doppi il procedimento analogo consiste nell’effettuare una trasformazione di coordinate nel
piano:

¢:E->D
(x,y)=¢ (u,v) owero x= ¢ ,(u,v),y= ¢,(u,v)

invertibile e di classe C' insieme all’'inversa. Dire che la funzione a valori vettoriali ¢ & di classe C" significa

che tali sono le sue componenti ¢, ¢, . L'invertibilita basta che sia verificata a meno di un insieme di

misura nulla.

Con il cambiamento di variabile, il dominio di integrazione D diventa E, mentre la funzione da integrare
f(x,y)diventaf(® (u,v)).

Rimane da capire qual & per gli integrali doppi I’analogo della formula dx= ¢ ’(t) dt.

Questa si puo interpretare come il modo in cui I’elemento infinitesimo di lunghezza cambia per effetto della
trasformazione x= ¢ (t).

Lintervallo [ t, t + dt ] si trasforma nell’intervallo [ x, x + dx],conx= ¢ (t)ex+dx= ¢ (t+dt). Ameno
di infinitesimi di ordine superiore a dt (dunque trascurabili rispetto ad esso), ¢ (t + dt) si puo approssimare

con ¢ (t )+ ¢’ (t)dt.Questo porta al risultato richiesto: dx= ¢ ’(t) dt.
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Nel caso bidimensionale dobbiamo capire come si trasforma “I’elemento di area”.

Il “rettangolo infinitesimo” del piano u,v compreso tra u, u+du e v, v+dv viene trasformato nel piano x,y in
“dominio infinitesimo” che puo essere approssimato con il parallelogramma che ha i due lati adiacenti PQ e
PR. Essendo:

u+du
P=¢(u,v)
, Q=0 (u+du,v)
v de R=¢ (u,v+dv)

possiamo approssimare PQ con ¢, (u ,v )duePRcon ¢, (u ,v )dy; asuavolta I'area del dominio pud
essere approssimata con || PQx PR” e quindi con || %, || du dv . Poiché :
i j
by xdy, =det | o, Oy
¢1v ¢2v

= (¢1u ¢2v'¢2u ¢1v) k

o O IxX

e dunque

” ¢u ><(I)v ” = |¢1u ¢2v'¢2u ¢1v l.
Alla matrice
_ (¢1u ¢1vj _ (Xu ij
J¢ ¢2u ¢2v Yu Yv
si da il nome di matrice Jacobiana della funzione ¢ che determina il cambiamento di variabili.

Si & dunque trovato che e
dxdy = | detJ, | dudv

e la formula di cambiamento di variabili in un integrale doppio assume la forma:

[[ f(x.y)dxdy = [[ £@ (u,v)) detdy| dudv,
D E
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Un esempio di cambiamento di variabile particolarmente importante & il passaggio a coordinate polari:
x=rcosV , y=rsenV.

Poiché
X, Xg cosy -rserd
= = det), = r,
Yr VYg serf rcos)
si ha dunque dx dy = r dr dv0.

D’altra parte I’area del quadrilatero in figura si ottiene come differenza tra due settori circolari (I'area di un
settore di raggio R e apertura a & a R*/ 2); dunque:

dxdy=[(r+dr)*=r*1d0/2=rdrd?

se trascuriamo 'infinitesimo dr’ di ordine superiore rispetto a dr.

dA = rdrdv
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2. Integrali tripli

| risultati validi per gli integrali doppi si estendono a dimensione superiore, cioé a funzioni di piu variabili.
Qui ci occuperemo solo degli integrali tripli.

Per l'integrale di una funzione f ( x, y, z ) non possiamo ripetere l'interpretazione geometrica vista per
I'integrale doppio, dato che adesso il grafico della funzione & un sottoinsieme di R*.

Un modo di interpretare il nuovo integrale puo essere quello di pensare alla funzione come ad una densita
di massa distribuita in un solido che occupa una regione D dello spazio; in questa prospettiva I'integrale
misura la massa totale del solido.

In particolare, I'integrale ”ID f (X,y,z)dxdydzindica la massa di un solido con densitd costante

unitaria; ma poiché in questo caso & = M/V =1, l'integrale misura anche il volume del solido.

Per arrivare alla definizione dell’integrale triplo, i rettangoli[a, b ] X [ ¢, d ] del piano sono sostituiti dai
parallelepipedi [ a;, b; ] X [a,, b, ] X[ a3, bs] dello spazio; per il resto si procede come per gli integrali
doppi, arrivando a definire I'integrale di una funzione continua su un parallelepipedo. Per quanto riguarda
I’estensione ad un dominio D piu generale ma ancora limitato, si considera un parallelepipedo che contiene
D e si prolunga la funzione definendola uguale a 0 fuori di D. Anche in questo caso le discontinuita che si
creano sulla frontiera di D sono inessenziali se tale frontiera ha misura nulla (e la definizione di misura nulla
ripete quella data nel piano, se solo sostituiamo i rettangoli con i parallelepipedi). Si puo dimostrare che
guesto accade se il dominio € normale rispetto ad un asse.

Ad esempio, un dominio limitato normale rispetto all’asse z si rappresenta nella forma:

{ (xy.2)i(x,y0 A, g(x,yE 220;,(x,y)}

dove g; e g, sono due funzioni continue in A ed A & un dominio regolare del piano ( cioé un dominio su cui si
puo calcolare un integrale doppio ).

2.1 Formula di riduzione per fili

z=gylzi v

== g lx vl
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 sifissaun punto (X,Yy ) LJA e siconsidera il segmento verticale (filo) costituito dai punti (X, Y, t) con

gl(xry )SthZ(XIy )
e siintegra la funzione sul filo rispetto alla variabile z
e ripetendo il calcolo per tutti i punti di A, si trova una funzione F (x,vy)

e sicalcola l'integrale doppiodi F (x,y)inA.

In definitiva:
g (x.Y)
m f(x,y,z)dxdydz:” j f(x,y,z)dz | dxdy
D A\ g(Kxy)
che pill comunemente si scrive :
9 (x,y)
J'” f(x,y,z)dxdydz:” dxdy j f(x,y,z)dz.
D A g (x,y)

Esempio

Calcolare il volume della regione situata nel primo ottante e compresa trai cilindri di equazione x> +y’=1e
X +7°=1.

La funzione da integrare & costante uguale ad 1 e il dominio di integrazione e individuato dalle condizioni:

2

x2+y251 , X +22<1 , X,Y,220,

che possiamo riscrivere nella forma
2 2 2
0<z<sV 1-X°, x+y°<1, x,y>0

(la condizione 1 —x* 2 0 che da significato alla radice & superflua, in quanto contenuta nelle altre).

Cosi scritto, il dominio appare normale rispetto all’asse z; I'integrale da calcolare diventa:

“ dxdy lJ' dz= ”\/ 1-x2 dxdy.
A 0 A

Essendo il dominio A normale , ad esempio rispetto all’asse x , possiamo ulteriormente scrivere:
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NEnva
Jl'\/l-xz dx 1jx dy :} (1-x2)dx = 2/3.
0 0 0

2.2 Formula di riduzione per sezioni

e sifissa un valore Z che sia compreso tra h; e h,, rispettivamente la quota minima e massima dei punti
del dominio D

e siinterseca D con il piano orizzontale di quota Z, ottenendo la sezione Q (z)

* siintegra la funzione f (x, vy, z )in Q (E) (integrale doppio; si sa calcolare se Q (E)é un dominio

regolare)
e siripete il calcolo per tutti i valori di z, ottenendo una funzione G ( z)

e siintegraG(z)in[hy, hy].

In definitiva:
h,
f(x,y,z)dxdydz = f(x,y,z) dxdy | dz
D h, LA

che pill comunemente si scrive:

hZ
[[] f(x.y.2)dxdydz= [ dz [[ f(x,y.z) dxdy.
D h A

1
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Esempio 1 (quello visto nel paragrafo precedente, ma svolto con altro metodo)

Calcolare il volume della regione situata nel primo ottante e compresa trai cilindri di equazione x>+ yZ: le
XX +22=1.
La funzione da integrare & costante uguale ad 1 e il dominio di integrazione & individuato dalle condizioni:

2 2 2

X +yi<1, x¥*+7°<1, x,v,220,

che possiamo riscrivere nella forma

0<z<1, 0sx<v 1-z2, O0<sy<v 1-x°2.

La formula di riduzione diventa:

}dz lJ'Z dx 1jx dy:Jl' dz 1'[2 V 1-x2 dx
0 0 0 0 0

Il calcolo puo essere portato avanti, ma con difficolta maggiori di quelle viste con il metodo precedente.
Questo prova che da un punto di vista pratico la scelta tra un metodo o I'altro non ¢ indifferente.

Esempio 2
J'” \/m dxdydz
D

D: x2+y2+zzsl , X,y20,

z| <%
Possiamo scrivere D nella forma:
-1/2<2<% , X +yP<1-722,x,y20
e dunque si ottiene

1/2

j \/mg dx dy.

-1/2

C e il quarto di cerchio di centro I'origine e raggio \/1—22 ; I'integrale doppio misura I'area di C e dunque
valem (1-2°)/ 4.

Rimane da calcolare

1/2 1/2
E [ V]2 a? )dz:g [ v z@-Z )dz.
-1/2 0

Si procede con il cambiamento di variabile t = \E
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2.3 Cambiamento di variabili in un integrale triplo

Vale un risultato analogo a quello visto per gli integrali doppi:

[[[ f(x.y.z)ydxdydz= [[[ 6 (u,v,w))|detd,| dudvdw
D E

essendo

¢:E->D

(x,y,z)=0¢ (u,v) owero x= ¢;(u,v,w),y= 0¢,(u,v,w),z= ¢3(u,v,w)

invertibile e di classe C* insieme all’inversa.

J¢ indica la matrice jacobiana della trasformazione:

¢1u ¢1v ¢lw Xu Xy Xy
J(IJ = b2y P2y Pow|=| Yu Yv Yw
b3y 3y baw Zy Zy Zy

Esempio 1 : passaggio a coordinate cilindriche

w(r,V,z) = (rcosV, rsenV , z)

cosy - red O
J¢ =] cos? rcosd O det J¢ =r
0 0 1

Esempio 2 : passaggio a coordinate polari
@(r,p,U) =(rsenp cost, r seny cos) , r cosy )

senp cosd rcoghcosd -rsend send

Jy =| senpserd rcospserd rsen cosd det Jy = r’seng drdp dU .
cosd -rseng 0
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