Soluzioni
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La superficie si ottiene ruotando attorno all’asse z la curva del piano xz di equazioni parametriche x = 
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, z = t  ( con 0 ≤ t ≤ 1 ), che è un ramo di iperbole. Il risultato è dunque una porzione di iperboloide di rotazione compreso tra i piani z = 0 e z = 1.

Verifica del teorema di Stokes

Dobbiamo verificare che il flusso di rotF uscente dall’iperboloide e dalla base inferiore è uguale alla circuitazione del campo sulla circonferenza di base superiore orientata in senso orario.

Superficie laterale

rotF = ( 0 , 0 , 1 )
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Poiché il vettore è orientato verso l’interno, cambiamo di segno al flusso.

Flussolat = - 
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Base inferiore

f ( r , q) = ( r cosq , r senq , 0 )    con 0 ≤ r ≤ 1 , 0 ≤ q ≤ 2π

[image: image5.wmf] 

)

r 

 

,

 

0

 

,

 

0

 

(

  

  

 

X

 

r

=

F

F

J


Anche in questo caso il vettore è orientato verso l’interno e dunque cambiamo di segno al flusso.

Flussobase = - 
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Circuitazione lungo il bordo

Il bordo è la circonferenza che delimita la base superiore e deve essere orientata in senso orario.

La parametrizzazione consueta 
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con 0 ≤ q ≤ 2π non ha l’orientamento richiesto.
Circuitazione: - 
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Per trovare il flusso del campo uscente dal dominio con il teorema della divergenza, dobbiamo calcolare l’integrale di divF = 2 x + 1/2  nel dominio descritto da x2 + y2 ≤ z2 + 1 , 0 ≤ z ≤ 1:
Flusso =  
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=  2 π / 3.

2.

gradf ( 0 , 0 , 0 ) = ( 1 , 0 , -4 )

gradg = ( 1 , -1 , -2 )

J ( 0 , 0 , 0 )  =  
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Il minore formato dalle prime due colonne ha determinante diverso da 0; per il teorema delle funzioni implicite è localmente possibile esplicitare le variabile x,y in funzione di z.

Il vettore gradf (0,0,0) X gradg (0,0,0) = ( -4 , -2, -1 ) fornisce la direzione della retta tangente nell’origine, che da dunque equazioni parametriche x = -4t , y = -2t , z = -t (o anche, ovviamente, x = 4t, y = 2t,  z = t). Il piano normale è quello di equazione 4 x + 2 y + z = 0.
3.

Il polinomio caratteristico ammette 1 come unica radice; una base dello spazio delle soluzioni dell’equazione omogenea è dunque data dalle funzioni ex , x ex .

Per trovare una soluzione particolare dell’equazione completa, ricorriamo al metodo di variazione delle costanti arbitrarie. La soluzione c1 ( x ) ex + c2 ( x ) x ex deve essere tale che :


c1’ ( x ) =  
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  =  - x / ( x + 2 )


c’2 ( x ) = 
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Integrando ( per x > -2 ) , si ottiene


c1 ( x ) = -x + 2 log ( x + 2 )  ;  c2 ( x ) = log ( x + 2 ).

Le soluzioni dell’equazione differenziale sono dunque data da :


y ( x ) = ex ( c1 + c2 x  - x + ( x + 2 ) log ( x + 2 )

ovvero, sostituito c2 – 1 con c2 :


y ( x ) = ex ( c1 + c2 x + ( x + 2 ) log ( x + 2 ).

4.
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Tenendo conto delle simmetrie, si calcola l’integrale nella parte del dominio situata nel primo quadrante e si moltiplica per 4 il risultato.

I = 4 
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 EMBED Equation.3  [image: image18.wmf] 
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5.

gradf = ( 2 α x + 4 y + 8 ( 2 x + y )3 , 4 x + 2 ( α – 3 ) y + 4 ( 2 x + y )3 )

H = 
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Gradf ( 0 , 0 ) è nullo per ogni valore di α.

H ( 0 , 0 ) = 
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Se 
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, cioè se α > 4 l’origine è un punto di minimo

se 
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, cioè se α < -1 l’origine è un punto di massimo

se 
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cioè se -1 < α < 4 l’origine è un punto di sella.

Studiamo a parte i due casi dubbi.

Se α = -1 la funzione diventa 2 – ( x - 2 y )2 + ( 2 x + y )4 ed ha un punto di sella nell’origine (basta osservare il comportamento sulle due rette x - 2 y = 0 e 2 x + y = 0 ).

Se α = 4 la funzione diventa 2 + ( 2 x + y )2 + ( 2 x + y )4 ed ha un punto di minimo nell’origine.
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