Note sul teorema del Dini

S. SPAGNOLO

1 Punti fissi

Data un’applicazione v : C'— C, ogni punto z € C' per cui risulti ¥ (z)
si chiama punto fisso della .

I
w

Teorema 1 (delle contrazioni) Sia C' un sottoinsieme chiuso di R™ e
Y C — C una contrazione stretta, cioe esista una costante L < 1 per cui

|Y(x) —(2')] < Lz — 2| Va, o' e C. (1)
Allora la v ha uno ed un solo punto fisso z € C.

Dim. Partendo da un arbitrario punto zy € C', costruiamo per ricorrenza la
successione {z} delle approssimanti sucessive, ponendo

Tyl = @Z)(ZL‘]C), k= 0,1,2,... .

Questa successione e di Cauchy. Infatti xp — xx = ¥(zx) — Y (2—1), quindi,
grazie alla (1),

|Tps1 — k| < Llag — ap] < LPlagoy — apes| < o0 < LFJay — xo).

Ora Y po, LF < 400 per L <1, quindi, per m > n > v(e), si ha

m—1 m—1
T = 2nl <D kg —ak] <Y Lo —ao| < €
k=n k=n

e , dato che 'insieme C' & chiuso, per il criterio di Cauchy esiste z € C' per cui
{zx} — =z per k — oo.

Ma l'applicazione ¢ & continua (anzi Lipschitziana) per Iipotesi (1), quindi

{(zr)} — ¥(2) e dall’eguaglianza ¥ (xy) = xp41, segue ¥(z) = z.
Per provare che il punto fisso é unico si noti che, se ¥(z) = z e ¥(2') = 2/,

[z = 2| = [¥(2) —¥()] < L]z = 2| <[z =7,

equindi z=2". 0O



Il Teorema 1 ammette una generalizzazione assai naturale nell’ambiente
degli spazi metrici:

Teorema 2 Se (C,d) é uno spazio metrico completo e 1y : C — C' verifica
QW) (@) < Ld(@e) (L<1), Vo eC,

la 1 ha uno ed un solo punto fisso in C.
Caso particolare: 1 opera su uno spazio di Banach X, e

[(z) =) < Lz =2 (L<1), Va2'eX.

Dim. La dimostrazione ¢ del tutto analoga a quella del Teor. 1, si tratta solo
di sostituire, nei vari passaggi, |z — 2/| con d (z,2). O

Osservazione 1 Se 1) é una contrazione non stretta, cioé verifica la (1) con
L =1, non é detto che abbia punti fissi. Si pensi alle traslazioni su R™ :

Th: © — T — g, (x, g € R"),

;<|z|<1}cR*=C

o alle rotazioni su una corona circolare C'={z € C:
Ry : z+— ze' (z€C, 0y eR).

Si noti che nel primo caso l'insieme C' é convesso ma non compatto, mentre

nel secondo caso é compatto ma non convesso.

2 Teorema di Lagrange per funzioni vettoriali

Per ogni funzione scalare differenziabile ¢ : 2 — R, con Q aperto di R", vale
la seguente versione del Teorema del valor medio:

Proposizione 1 Siano x = (z1,...,x,) e o' = (2,...,2)) due punti di di

Q tali che il segmento olx,z’] che li congiunge é contenuto in . Allora é
possibile trovare un terzo punto z € o[z, '] in modo che valga 'equaglianza

plz) —p(a') = (Vo (z), 2 —2') =) o1, (2) (2 — 23). (2)



Dim. Basta applicare il teorema di Lagrange per funzioni di una variabile a
O(t) = p(td’ + (1 —t)z), 0<t<1.
Infatti ®(¢) ¢ una funzine derivabile e

Q'(t) = (Vo(ta' + (1 — t)x) 2" — ). O

Purtroppo la (2) non si estende al caso di una funzione vettoriale
f:Q—=R",
se infatti poniamo
r = (x1,...,2,) € R, f(z) = (fY(2),..., f"(z)) € R,

applicando la Prop. 1 alle singole componenti scalari di f troviamo n diversi
punti z(1y, ..., 2m) del segmento o[z, y] per i quali valgono le eguaglianze

fi@)=f@) = (V' () w—al) = ) afz: (2)) (zj—25), 1<i<n. (3)

Osservazione 2 5i noti che 2, ..., 2, non indicano le componenti di un
vettore di R™, ma sono dei vettori di R"™, come x e z’.



Le eguaglianze (3) possono scritte nella forma compatta

F@) = f(@') = Df(zays -y 2my) (x—2'), (4)
dove o o
8_x1 (Z(l)) T 8_xn (Z(l))
5f (Z(l), ey Z(k)) = . (5)
of* ofF
8_501 (zm)) - oz, (2(m))
¢ una matrice simile alla matrice Jacobiana
oft oft
8_551 () - 8_:% (z)
Df(z) = : : ,
ofr ofm
o, () - . (z)

in cui perd le derivate della componente f!, cioé quelle che compaiono nella
prima riga, sono calcolate nel punto z(y), le derivate di f? sono calcolate in z(),

etc. Dunque D f, che possiamo chiamare la matrice pseudo-Jacobiana della f,
non dipende da un singolo vettore di R come D f , ma da una n-pla di vettori.
Possiamo poi definire lo pseudo-Jacobiano di f, cioé

Si noti che

jf X xQ - R,
eche Qx - - xQ ¢un aperto di (R*)"=R".

Lemma 1 Se f € C1(Q; R"), i coefficienti della matrice Ef(z(l), C Z) €
il suo determinante J¢(zqy, ..., 2Zm)) sono funzioni continue su 2 X --- x €.

Dim. Per ipotesi, le derivate prime della f sono funzini continue su €2,
quindi gli elementi della prima riga di (5) sono funzioni continue rispetto al
loro (unico) argomento z)y € €2, quelli della seconda riga sono funzioni con-
tinue rispetto a 22y € €1, etc. Per quel che riguarda j}, ricordiamo che il
determinante di una matrice n x n si ottiene sommando fra loro n! termini,
ciascuno dei quali ¢ il prodotto di n elementi della matrice; quindi det(D f)
risulta (globalmente) continua rispetto a (z(1),...,zm)). O
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Esercizio. Siano €y, ---,€), apertidi R e ¢ : Q) x--- x €, — R una
funzione della forma

021, 2n) = p1(21) - 02(22) - - onl2n) 2 €Y.
Provare che se le ¢; : {2; — R sono continue, anche ¢ ¢ continua. O
Nel seguito considereremo la palla chiusa di centro zy e raggio p
B,(zg) = {z e R" : |xg — z| < p}.

Corollario 1 Sia f : Q — R" di classe C!, sia zq € .
i) Se Df(xo) € la matrice nulla, cioé

oft
8xj

(o) =0, Vij=1,...,n,

st pud trovare qualche p > 0 per cui

~ 1
IDf(zqys szl < 500 Y2y, s 2m) € Byp(xo).
2
Di conseguenza, per la (4), si ha
/ ]' / /
\f($)—f(x)!§§\x—x|a Va,2' € By(xo).

ii) Se la matrice D f(xq) € invertibile, cioé Jr(xg) # 0, esiste p > 0 tale che

Jf(Z(l), ceey Z(n)) # 0, VZ(l), .-y Z(n) € Bp(:co).

Dim. La prima parte del Lemma 1 assicura che, per ogni € > 0, si pud
trovare p > 0 in modo che i coeflicienti della matrice D f(z(),. .., %)), siano
tutti minori di € in valore assoluto, per |z < p, ..., |2m)| < p. Ma allora si
ha anche ||15f(z(1), ..+, Z(n))|| < Ce con qualche costante C' (dipendente da n)
e quindi, scegliendo £ < 1/2C, si ottiene la (i).

La (ii) segue dalla seconda parte del Lemma 1, tenendo conto del fatto che

Jp(xo, ... w0) = Jy(wm) # 0. O



3 Invertibilita locale

Data un’applicazione f : Q — R" Q aperto di R", sia xy € Q e yo = f(xo).
Definizione. Diremo che f & localmente invertibile in xy se esistono due
intorni V' e W, di xg e y, rispettivamente, tali che f : V' — W é bigettiva, cioé
i) fly e iniettiva,
i) f(V)=W.
[Non ¢ detto che come V, W si possano prendere due intorrni sferici].

Teorema 3 (del Dini) Ogni applicazione f : Q — R™ di classe C* che
verifichi Jr(xg) # 0 é localmente invertibile in x.

Dim. i) Per provare I'iniettivitd in un intorno di xq, ricorreremo alla (4). Per
il Corollario 1 possiamo trovare una palla V' di centro x, tale che

det [Ef (2(1),...,Z(n))] # 0, Vzay, s 2m) €V,

ma allora la (4) assicura che f & iniettiva in V. Infatti, se f(z)— f(2') = 0 con
z,2" € V, essendo la matrice Df (21, ..., %)) invertibile per ogni z;) € V,
dovrd essere necessariamente x — x’ = 0.

ii) Per provare la surgettivita, conviene fare una riduzione preliminare che
non lede alla generalita della dimostrazione, supporre cioé che sia

20 =0, v =0, Df(xg) =1 (I = matrice identica n x n)  (6)

Per ridursi a questa situazione, basta modificare la f(z) componendola in
partenza con una traslazione sulle variabili x, poi , in arrivo, con una traslazione
sulle y, e infine moltiplicare per la matrice costante S = [D f(zo)]~!. Si tratta
in altre parole di sostituire la f(z) con 'applicazione

fi@) = Sy~ fleo—2)),  S=I[Df(z0)] "
E’ chiaro che f#(0) = S (yo — f(x0)) = 0. Inoltre si ha
Df¥0)| = S(Df(xo —))|z=o = S Df(x0) = 1,
dal momento che se S ¢ una matrice costante e quindi
D(Sf(x)) = SDf(x)

Dunque I'applicazione f*(z) verifica la (6). Essa ¢ inoltre di classe C! in quanto
composizione della f con varie applicazioni lineari (che sono ovviamente di
classe C'1).

Infine, se proveremo che f*:Vy — W, & una bigezione fra due intorni di 0, ne
dedurremo subito che f : V — W e bigettiva fra gli intorni, di zy e di yo,

V:IO—%, W:yo—T(Wo)



Per il resto della dimostrazione, saremo dunque autorizzati a supporre che
la f verifichi le condizioni (6). Il nostro scopo é trovare due palle B, e B; di
R™, con centro l'origine, in modo che 1’equazione

f(x):ya con yEB(Sa

ammetta una soluzione x € B,. Ci6 pud essere espresso equivalentemente
dicendo che I'applicazione

Yyix — y+(x— f(z)), con y€E By, (7)

ha un punto fisso in B,. Infatti, ¢,(z) =z eqivale a y — f(x) = 0.

Il fatto importante é che, per ogni valore del parametro y, 1’ applicazione
x — 1, (z) ha per matrice Jacobiana in x = 0 la matrice nulla. Infatti, dato
che D(y + ¢(x)) = Dy(x) e Dz = I, si ha , per la (6),

Dy (0) = D [y+(z—f(2)]la=0 = D (2= [f(2))ls=0 = I=Df(0) = I-I = 0.

(8)
Per il Corollario 1, (i), esiste allora p > 0 per cui I'applicazione v, quale che
sia y, é una contrazione sulla palla chiusa B, = B,(0), e precisamente

1
[Py (2) — 1, (a")] < 5 |z — '], Va,o' € B,.
Per poter applicare il Teorema del punto fisso, dobbiamo peré accertarci che
1, operi sulla palla chiusa B,. A questo scopo dovremo scegliere y € Bs con ¢
opportunamente piccolo. Ora notiamo che, per y = 0, ’applicazione

vo(z) = = — f(x)
trasforma l'origine in sé. Di conseguenza, la (8) implica che [¢o(z)| < |x]/2,
quindi vy opera su B, anzi si ha 1y(B,) C B,/ .
Ma allora, grazie alla (7), avremo
x
@)l < Iyl + o) < o+ 21
e quindi, scegliendo ¢ = p/2,

0, (z)] < g+§ —p, YyEB,, YreB,.

In conclusione, abbiamo trovato p > 0 tale che

VyEBg,

Yy, : B, — B, ¢é una contrazione stretta Vy € B,;.

Possiamo a questo punto applicare il Teorema del punto fisso, e concludere
che, per ogni y € B, s, si pud trovare in B, un punto fisso x per 1, cioé¢ una
soluzione dell’equazione f(x) = y. In altre parole abbiamo provato che

f(Bp) 2 By
Per avere f(V) = W, basta prendere W = B,5, V= f"Y(W)NB,. O



Lemma 2 i) Per ogni matrice n X n invertibile, si ha la stima

3 A”n—l
4 < o, 1A 9
a7 < ¢ I ©

dove C,, € una costante dipendente da n.

ii) Se A(x) é una matrice dipendente con continuita da una variabile x € €0,
Q C R, nel cioé i coefficiente di A(x) sono funzioni continue su Q, e A(x) é
invertibile per ogni x, la matrice inversa A~ (x) ¢ a sua volta continua su €.

Dim. i) Ricordiamo che se A® ¢ la matrice dei co-fattori di A, si ha

_1 B ACO
~ det(A)

. (10)

Dato che le varie norme matriciali sono confrontabili fra loro, con costanti
dipendenti solo da n, si pué provare la (9) con qualunque norma di A e di A~*.
Qui noi scegliamo

IT) = sup {|To] : v e RY, o] =1},
quindi, se T = [t;j]; j=1,..n , AVIEMO

max [t < [T < G max [t;]. (11)
,] ]

Ora, gli elementi della matrice A°° sono, a meno del segno, i minori di ordine
n— 1 della matrice trasposta A*, quindi, per la prima parte della (11) con T' =
A, essi sono in valore assoluto minori o uguali a ||A|""!. Allora, applicando
la seconda parte della (11) con T'= A, troviamo la stima

1Al < Cull A",

che, inserita nella (10), fornisce la tesi.

ii) Se i coefficienti a;;(z) della matrice A(x) sono funzioni continue su €2,
anche i minori di A(z) risultano tali, in quanto somme di prodotti di a;;(z) .
In particolare, la matrice dei cofattori A°°(x) é conitnua in z. D’altra parte,
det(A(z)) é una funzione continua che per ipotesi non si annulla mai in 2. Ma
allora, dalla (10), si ricava la continuitd di z+— A~'(z). O

Teorema 4 (del diffeomorfismo locale) Sia f : Q — R", Q aperto di
R”, un’applicazione di classe C', iniettiva e surgettiva fra due intorni V,W
di xo e di yo = f(xo), e tale che Jy(zo) # 0. Allora Uapplicazione inversa
g= "1 W — V € differenziabile in yo, e si ha

Dg(yo) = (Df(xo)) " (12)

Inoltre, g(y) risulta di classe C* in un intorno di yp.
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Dim. Dato che la funzione Jf((z (1)s - -5 Zm)) € continua in € x ... x €, ed
¢ diversa da zero per (z() , 2(n)) = (%o, - ., %o), possiamo trovare qualche
p > 0 in modo tale che

’jf(Z(l), R Z(n))| > co >0, V1), -5 Zm) € Bp(l’o),.

Di conseguenza, per questi z(;), la matrice D F(zay, -5 2m)) € invertibile.
Inoltre, dato che gli elementi di Df sono continui rispetto a (zay, ..., 2m)),

la norma || D f ((2a), ---» Zm))|| si mantiene limitata, quindi per il Lemma 2
avremo, per qualche costante M,

IIDf ()5 s 2] I < M, V2 € By(xo).
Dall’eguaglianza (4), possiamo allora concludere che
[f() = f(@)] = M~ e =2, Va,2" € By(xo),
0, equivalentemente,
l9(y) =gl < Mly—y|,  Vy, y € f(By(xo)). (13)

Per provare che g(y) ¢ differenziabile in yq e vale la (12), proviamo che

|9(yo + k) — g(yo) — [Df(x0)] " &l
|k|a0 |k|

= 0. (14)

Dato che f & biunivoca, e g = f~!, possiamo scrivere. per |k| piccolo,
yot+k = fleo+h), dove h=hk)=gly+k)—g), (15)
da cui, ponendo per brevitd D f(xy) = A, [Df(xy)]"! = B, segue
9(yo + k) = g(yo) — [Df(x0)] "k = h— Bk = B(Ah — k).
D’altra parte abbiamo, sempre per la (15),
Ah —k = —[f(zo + h) — yo — Ah],
quindi la (14) diventa

B+ ) o — AR [h]

[k| 0 |h| K|

Ora, dalle (15) e (13), segue che |h| = |h(k)| — 0 per |k| — 0, anzi |h| < M|k|
per |k| piccolo. Inoltre, essendo f(z) differenziabile in x(, abbiamo

|B(f(zo + h) — yo — Ah)] | |f (o + h) — yo — Ahl|
Id \h|

= 0. (16)

< |B ~ 0, per [B =0,

il che prova la (16).



Di fatto, sostituendo yy con un generico punto y = f(z) € W tale che
J¢(x) # 0, abbiamo provato che g¢(y) ¢ differenziabile in un intorno di y,. e

Dy (y) = [Df (g(y)] " (17)

Il fatto poi che 'applicazione g sia di classe C!, é un’immediata conseguenza
di (17). Infatti la funzione matriciale y — Df (g(y)) é continua in quanto
composizione della funzione matriciale x — D f(z), che é continua per ipotesi,
con la funzione vettoriale x = g(y), che é continua per la (13). Quindi, grazie
al Lemma 2, (ii), anche y — Dg (y) risulterd continua. O

Esempio 1 (coordinate polari)

L’applicazione f : R? — R? cosi definita:
[ (p,0) — (pcost, psinb) (18)
é di classe C' (anzi, di classe C*) e si ha

cosf) —psinf
sinf  p cosf

Dunque, possiamo applicare il Teor del Dini in un qualunque punto del piano
R2 , tranne la retta {p = 0}. Per ogni R > 0, f induce un diffeomorfismo fra
il rettangolo aperto {(p,0) : 0 < p < R, 0 < 0 < 27} e il cerchio "privato di
un raggio” {(z,y) : 2?2 +y* < R} \ {(z,y) : 0 <z < R, y = 0}

Esempio 2 (esponenziale complessa)
L’applicazione f : R? — R? definita da:

f o (z,y) — (€° cosy, e siny) (19)
é di classe C* (anzi, 6 C™), e

e’ cosy —e” siny
e siny  e* cosy

Df(z,y) = ( ) , Jp(xy) = e*

Stavolta possiamo applicare il Teor del Dini in un qualunque punto del piano,
dunque f é localmente invertibile dappertutto. Tuttavia, essa non é glob-
almente iniettiva, in quanto é 2m-periodica in y, cioé f(x, y + 27) = f(x, y).
Peraltro, f non é neanche globalmente surgettiva, si vede infatti facilmente che

f(R?) = R?\ {0}. Rispetto alla variabile complessa z = x +iy, la f: C — C
non ¢é altro che la funzione esponenziale: f(z) = e* = e*(cosy + isiny).
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