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Capitolo 1

Richiami sull’integrazione

1.1 Definizioni ed esempi

1.1.1 Misura di Riemann

Nella retta reale R vi sono quattro tipi di intervalli limitati, cioé
[a,b], Ja, b, [a,b], Ja,b], con a<b,

di cui i primi due sono (rispettivamente) gli intervalli chiusi e quelli aperti. Nel piano reale R? i plurirettangoli
sono l'unione di un numero finito di rettangoli chiusi coi lati paralleli agli assi.

Passando allo spazio di dimensione n, gli intervalli di R™ sono gli insiemi del tipo I = [a1,b1] %X [an, by]
e i plurintervalli D sono 'unione di un numero finito di intervalli, cioé D = I; U---U Iy . La misura
elementare di D & definita in modo ovvio e viene indicata con |D].

Un ins. limitato S C R™ si dice misurabile secondo Riemann (o R-misurabile) se per ogni € > 0 esistono due

plurintervalli D, D’ tali che
DCScCD, |D'| — |D| < e.

In altre parole, se definiamo la misura interna e la misura esterna (secondo Riemann) di un insieme limitato
S C R™ come l'estremo superiore delle misure dei plurintervalli contenuti in S e, rispettivamente, ’estremo
inferiore delle misure dei plurintervalli contenenti S, I'insieme S risulta R-misurabile se la sua misura interna
coincide con quella esterna. Resta in tal modo definita la misura di S (secondo Riemann).

Data una successione {Sj} di insiemi R-misurabili, non & detto che I'unione S = (J, S risulti a sua volta
R-misurabile, come mostra il semplice esempio dall’insieme dei numeri razionali dell’intervallo reale [0, 1]

S = Qﬂ[o,l] = {917%’ q37.”}'

Infatti gli insiemi unipuntuali Sy = {gx} sono ovviamente R-misurabili con misura nulla, mentre la loro
unione S ha misura interna 0, poiché non contiene alcun intervallo aperto, e misura esterna 1 poiché, per la
densita dei razionali, ogni plurintervallo aperto che contiene S contiene necessariamente tutto [0, 1].

Modificando un po’ I'esempio precedente, possiamo costruire una successione {Dy} di plurintervalli aperti
di R la cui unione = J, Dy € un insieme aperto non R-misurabile:

Esempio 1. [razionali gonfiati] Se {q;} € l’ins. dei numeri razionali dell’intervallo [0,1] e § > 0, l’ins.
Q@) = |JIn(©0), dove IL(5) ={xeR:|z—q|<s2*},
k=1

¢é un aperto che non é R-misurabile non appena si scelga § < 1/2.



Dim. Per ogni N, i plurintervalli aperti Dy (§) = I1(6) U---U In(d) verificano
|Dn ()] < [LO)| +-- + [In(6)] < Z 26-27%F =24, U Dy () = Q(6).
k=1 N=1

Calcoliamo ora la misura interna e quella esterna (secondo Riemann) di €(d). Se D ¢ un plurintervallo chiuso
contenuto nell’aperto €2(d), per una nota proprieta degli insiemi compattilﬂ D ¢é contenuto in qualcuno degli
aperti Dy (d) che invadono Q(d) e quindi |D| < 2§; ma allora (§) ha misura interna < 26. D’altra parte, se
D’ & un plurintervallo contenente £2(d), per la densita dei razionali in [0, 1] si ha necessariamente D’ D [0, 1],
quindi ©(d) ha misura esterna > 1. In conclusione, se 26 < 1 l'insieme (d) non puo essere R-misurabile.
O

Notiamo che, se I'unione di una successione di ins. misurabili fosse sempre misurabile, potremmo concludere
che ogni aperto € misurabile. Vale infatti la

Proposizione 1. Per ogni aperto Q C R™ si puo trovare una successione {I} di intervalli aperti tale che

(oo} oo
0= U Iy = U Tr .
k=1 k=1
Dato che Q = Uiozl Dy con Dy =1LU---U Ikﬂ possiamo anche dire che Q & l'unione di una successione

crescente di plurintervalli.

Dim. Ogni aperto € unione di una successione di aperti limitati, quindi non e restrittivo supporre in
partenza che € sia limitato. In tal caso vediamo che, per ogni 6 > 0 l'insieme

K(;:{xefﬂ dist(a:,C)Z(S} dove C=R"\Q,

e chiuso e limitato cioe compatto.lﬂ Dal ricoprimento {I5/5(z) : € Ks} di K5, dove I5/5(z) ¢ I'intervallo
aperto di centro x e raggio /2, possiamo allora estrarre un sottoricoprimento finito {15/2(x1), cee [5/2(zN)} :

Ks C Isja(x1) U U Ispa(zn) C Q

e, scegliendo successivamente 6 =1, § =1/2,---, 6 =1/k,--- conseguiamo la tesi. O

1.1.2 Misura di Lebesgue

La misura di Lebesgue ¢ un’estensione della misura di Riemann in cui I'unione numerabile di ins. misurabili
& sempre misurabile. Per Lebesgue, gli aperti 2 e i compatti K di R™ sono tutti misurabili con misure che
sono, rispettivamente, la misura interna e quella esterna secondo Riemann :

m(Q) := gté% |D|, m(K):= 5131&{|D\ (D plurintervalli di R™).

Si pone poi m(D) = 0.

L T compatti K C R™ sono gli ins. chiusi e limitati. Se K & contenuto nell’unione di una famiglia infinita (anche non
numerabile) di aperti {Qq} & sempre possibile trovare un numero finito Qq;,...,Qa, di tali aperti la cui unione contiene K.

2 Nel caso unidimensionale, ogni aperto limitato Q@ C R & I'unione di una successione di intervalli aperti a due a due
disgiunti: le componenti connesse di €.

3 Si vede facilmente che, per ogni S C R”, la funzione z + dist(x,S) = inf {\m —y|:y € S} & continua su R™, quindi i K
sono insiemi chiusi di R™.



Definizione 1. [ misura di Lebesgue |

Un ins. limitato S C R™ & misurabile secondo Lebesgue EI se, per ogni € > 0, esistono un aperto €2 ed un
compatto K di R™ con

KcScQ  m)-mK)<e;
in tal caso la misura di S si definisce ponendo []

m(S) = ;Lél)sm(K) = égfsm(Q)

Un arbitrario S C R™ & misurabile se, per ogni 7 > 0, le intersezioni S N B,«H sono misurabili. Si definisce

m(S):=supm(SNB,) = lim m(SNB,).

r>0 T—+00

1.1.3 Insieme di Cantor

Se nella definizione precedente prendiamo K = ), vediamo che
m(S) =0 <= Ve>0 esiste un aperto 2 2 S con misura m(Q) <e.

Di conseguenza, ogni sottoinsieme di un ins. misurabile di misura nulla & misurabile (e ha misura nulla).

Osservazione 1. Ogni ins. chiuso S di misura nulla secondo Lebesgue ¢ R-misurabile. Infatti, supponendo
per semplicita che S sia limitato e quindi compatto, per ogni € > 0 possiamo trovare un aperto O S di
misura < &, e (col solito argomento di compattezza) possiamo ricoprire S con un numero finito di intervalli
I(x1),...,I(xN) contenuti in 2. Ma allora il plurintervallo D = I(z1)U...UI(xy) contiene S ed & contenuto
in Q, cosicche |D| < e; di conseguenza S ha misura esterna nulla secondo Riemann e quindi ¢ R-misurabile.

E’ naturale studiare le relazioni fra i seguenti tipi di magrezza per un dato ins. misurabile S C R™:

(a) S é numerabile (cioé ha cardinalita Ro),
(b) S ha misura nulla,
(¢) S non ha punti interni (cioé non contiene alcuna palla).

Anzitutto, com’e facile verificare, valgono le implicazioni
(a) = (b)) = (o).

Le implicazioni inverse sono entrambe false. Infatti I'ins. Q(d) dell’ Esempio 1 & un aperto di misura < 24,
quindi, per 6 < 1/2, il suo complementare [0,1] \ €5 ¢ un chiuso privo di punti interni di misura > 0,
dunuque (c¢) # (b). Il seguente esempio mostra che (b) # (a):

Esempio 2. [Cantor] FEsiste un insieme chiuso e misurabile C C [0,1] tale che:
m(C) =0, card (C) = ¢

dove ¢ = 280 ¢ la cardinalita del continuom

4 D’ora in poi parlando di insiemi misurabili intenderemo misurabili secondo Lebesgue.
5 Quando vorremo evidenziare il fatto che S & un sottinsieme di R™ useremo la notazione pill precisa 1, (S).
6 B, indica la palla chiusa di R™ di centro nell’origine e raggio .

7 di conseguenza la famiglia dei sottoinsiemi di C' ha cardinalitd 2€; dato che ciscuno di tali sottoins. & misurabile, possiamo
allora concludere che la famiglia degli ins. misurabili di R ha cardinalita 2°. La famiglia degli aperti ha invece cardinalita c.



Dim. Consideriamo la successione decrescente di plurintervalli chiusi:

Co = [0,1]
G = [0,3] U [51
G = [0.5] U [5:5] v [5:6] v [5:1];

dove Cj41 si ottiene dividendo ciascuno degli intervalli di cui si compone C), in tre intervalli uguali e
cancellando l'intervallo di mezzo. Dunque C), ¢ formato da 2" intervalli disgiunti di lunghezza 37" e quindi

ha misura |Cy,| = (2/3)™ e l'insieme di Cantor & cosi definito:
C=1[)Cn.
n=0

E’ chiaro che C' & Riemann-misurabile con misura nulla. Piu delicato ¢ il calcolo della cardinalita di C. Per
questo scopo conviene rappresentare i numeri x € [0,1] in base 3 (anzicheé 10), scrivendo

T = ; % , Ty € {O, 1,2}, i # 0 per infiniti valori di k.

In tale rappresentazione i punti x dell’ins. C' sono quelli che si possono scrivere usando solo le cifre 0 oppure
2, cioé tali che xj # 1 per ogni k. Si puo allora definire un’applicazione v : C' — [0, 1] ponendo

=z > K /2
w : Z 37]“ — Z 2k :
k=1 k=1

Usando la rappresentazione binaria per descrivere i punti di [0, 1] vediamo subito che ¢ & una bigezione. O

Definizione 2. [quasi-ovunque |

Sia S C R™. Nella teoria di Lebesgue, una proposizione P(z) dipendente da una variabile z € S si dice
quasi-ovungue (q.0.) vera se vale per ogni z tranne al pilt un insieme di misura nulla. Un ruolo importante
¢ svolto dalla seguente relazione di equivalenza fra funzioni definite su S':

f~9g < f(x)=g() qo. suls. (1.1)

1.1.4 o-additivita della misura

Definizione 3. [o-algebra]

Una famiglia F di sottins. di R" si dice o- algebra se & stabile per unioni numerabili e complementazione :

Sp,8 € F — UsSkeF, R\SeF
k=1

La classe degli ins. misurabili di R" e la misura di Lebesgue su R™ saranno cosi denotate :
M = M(R"), m: M — [0, +].

Il seguente Teorema raccoglie le proprieta strutturali della misura di Lebesgue.ﬂ

8 Nella teoria riemanniana la classe degli insiemi misurabili & stabile solo per unioni e intersezioni finite, e la relativa misura
& solo finitamente additiva.
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Teorema 1. [o-additivita]

M ¢ una o —algebra ed m é o-additiva, cioé se gli {Sk} sono a due a due disgiunti vale l'equaglianza

(oo} oo
k=1 k=1
Dim. Siveda ad esempio E. Giusti, Analisi Matematica 2, Bollati-Boringhieri 1989. O

Corollario. Per ogni {Sx} C M, si ha
ﬂ S € M, m( U Sk> < Z m(Sk).
k=1 k=1 k=1

Se poi {Si} & una successione crescente, e {Tr} una successione decrescente con m(Ty) < oo, si ha

m(kL_Jl Sk> = leII;om(Sk) = Sl;p m(Sk) , m(Dl Tk> = lem m(Ty) = ir;};fm(Tk)'

oo

1.1.5 Insieme di Vitali

Come si ¢ visto, la famiglia M(R™) degli insiemi misurabili ¢ una o-algebra, cio¢ & stabile per unioni
numerabili e passaggio a complementare. Si tratta di una classe molto ampia, tant’e vero che ha la stessa
cardinalita (2°¢) della famiglia P(R™) di tutti i sottins. di R™. Tuttavia M(R"™) non coincide con P(R™).

Esempio 3. [Vitali] Esiste qualche ins. V. C R che non é misurabile (secondo Lebesgue).

Dim. Sull’intervallo reale I = [0, 1] definiamo la relazione di equivalenza
r~y <— y—x€Q,

e fissiamo una sezione V C I, cioé un sottoinsieme che interseca ogni classe di equivalenza in uno ed un solo
punto. L’esistenza di una sezione ¢ assicurata dall’Assioma della Scelta, cioe dal Postulato di Zermelo. Ora
supponiamo per assurdo che V sia misurabile con misura m(V) = 4. Dalla definizione di misura, si vede
subito che la misura di Lebesgue € invariante per traslazioni, cioé per ogni vettore h € R™ risulta

SeMR") = mSeM@R"), m(mS) = m(9),
dove

™S = {z+h|zeS}

Ma allora, per ogni ¢ € Q, gli ins. 7,V sono misurabili e hanno tutti la stessa misura ¢ > 0. Si ha poi:

i) VNV =0, Vq#d,
ii) 01 ¢ |J 7V cloz2l]
qEQﬂ[O,l]

La (i) si dimostra in questo modo: se z = v+ ¢ =0+ ¢, allora v —v' € Q ciod v ~ v'; ma in una sezione
non possono trovarsi due diversi elementi equivalenti, quindi dev’essere v = v’ da cui anche g = ¢'.

Per provare la (ii) notiamo che, essendo V' una sezione, dato un qualunque z € [0, 1], nella classe di equi-
valenza di = deve trovarsi qualche v € V, quindi = ~ v. Ma allora ¢ = x —v € Q cioe z € 7,V, da cui la
prima inclusione in (ii). La seconda inclusione & ovvia.

Per concludere, sia QN [0,1] = {qx |k € N}. Dalla (i), per le proprieta della misura di Lebesgue, si ricava:

> > > + §>0,
m(kL_JOquV) = kz::om(quV) = kz::oé = {OOO ZZ 5—o.

Poiche entrambe le conclusioni sono in contraddizione con la (ii), 'insieme V' non puo essere misurabile. [

11



1.1.6 Funzioni misurabili

In questa sezione ci collochiamo nello spazio R", scrivendo M = M(R"). Cominciamo con I'introdurre la
classe delle funzioni per le quali ha senso definire 'integrale.

Definizione 4. [funzioni misurabili]

Dato un insieme S € M, una funzione f : S — R si dice misurabile quando i suoi insiemi di sotto-livello
sono tutti misurabili, cioe

{zesS: flx)<A} eM, VIeR (1.2)
La nozione di funzione misurabile si estende alle funzioni non finite f : S — [—o0,+00], richiedendo che
anche i due insiemi f~'({—o0c}) e f~1({+o00}) siano misurabili.
Proposizione 2. La (1.2) é equivalente a ciascuna delle due condizioni sequenti:

fHA) e M, V aperto A C R, (1.3)

f7HC) e M, V chiuso C C R. (1.4)
Dim.  Notiamo anzitutto che (1.3) e (1.4) sono fra loro equivalenti; infatti se C' ed A sono fra loro
complementari, anche f~1(C) ed f~!(A) lo sono, e la classe M & stabile per complementazione. Proviamo
ora che (1.2)) implica (1.3)) ('implicazione inversa & banale). Se consideriamo le semirette sinistre

A)\ :]_OO7>\[7 E:}_M7A]7

la (1.2)) afferma che ffl(AA) € M per ogni \; ma allora anche f~* (TA) € M per ogni A, infatti

DL

Ay = ﬂA,\+1/k = (A = FH(Angi)-
k=1

k

1

Conseguentemente, per ogni intervallo aperto I = |a, B[ = Ag \ Ao, Vins. f71(I) = f71(Ap) \ f1(4,) ¢
misurabile. A questo punto, per ottenere la (1.3)) basta ricordare che ogni aperto A C R & 'unione di una
successione {I;,} di intervalli aperti, cosiccché f~*(A) =, f~'(Ix) € M. O

Le funzioni misurabili formano una classe molto ampia: per costruire una funzione non misurabile occorre
considerare la funzione caratteristica dell’insieme di Vitali, e quindi ricorrere al Lemma di Zorn.ﬂ

Proposizione 3. Se {fi(z)} € una successione di funzioni reali misurabili su qualche S € M, le funzioni

inf fp(xz), sup fe(z), liminf fi(z), limsup fi(x)
keN keN k—o0 k— o0

sono misurabili. In particolare il limite puntuale di funzioni misurabili, se esiste, é una funzione misurabile.

Somme e prodotti di funzioni misurabili sono misurabili, inoltre la composizione ¥ o f di una funzione
continua 1 : R — R con una funzione misurabile f:S — R ¢ misumbile.m

9 Nel seguito incontreremo solo funzioni ed insiemi misurabili, e quindi parleremo di “funzioni” e ”insiemi“ sottintendendo
l'aggettivo "misurabile”.

10 Questa conclusione puo essere falsa se si scambia I'ordine nella composizione: posto I = [0, 1], si possono costruire un
omeomorfismo v : I — I ed una funzione misurabile f : I — I in modo tale che f o1 non sia misurabile. In particolare la
composizione di due funzioni misurabili puo risultare non misurabile.
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Dim. Posto G = inf f, dalla definizione di estremo inferiore segue che, per ogni dato x € S,
G(z) <A <<= fi(x) <X per qualche k,
cosicche, per ogni A € R, vale I'eguaglianza
(oo}
{xES \G(x)<A} - U{xES |fk(x)<)\}.
k=1

Ricordando la (1.2]), possiamo allora concludere che, se tutte le fj sono misurabili, anche G lo ¢. In modo
analogo si procede per ’estremo superiore. Per quanto riguarda la misurabilita del massimo e minimo limite,
basta ricordare che

tyint i(e) = sup {inf fi@)}.  limsup fi(e) = ;gg{glz fi(@) .

Per provare che la somma f + g di due funzioni misurabili € misurabile, osserviamo anzitutto che, per ogni
coppia f, ¢ di funzioni misurabili, I’insieme

T(f,¢) = {v €5 | f(2) < plw)}

& misurabile. Infatti, per ogni z € S, vale ’equivalenza
flz) <p(x) <= f(zr) <qg<e(x) per qualche numero razionale g,
cosicché, se {qx} € l'insieme dei numeri razionali, risulta
T(f,¢) = J {f‘1< [ — 00, gk [) n w‘l(]qk, +00 [)}

k=1

Ma allora, dato che la funzione ¢(x) =\ — g(x) & (ovviamente) misurabile, possiamo concludere che
{ees ] f(@) +g(x) <A} = T(f,A—g)} € M.

La misurabilita della funzione composta o f, con v continua, segue dalla Prop. 2] : se A C R ¢ un aperto,
anche 1)~1(A) & aperto in quanto v & una funzione continua e quindi

(o f) H(A) = (¥ (A)) € M.

Infine, per provare la misurabilita del prodotto notiamo che, per quanto appena provato sulle composizioni
di funzioni, il quadrato di una funzione misurabile & misurabile: per concludere basta allora notare che

2fg = (f+9)°—(f*+9°). O

Dalle Def. [1| e [4] segue che la funz. caratteristica xs(x)di un dato insieme S (cioé la funzione che vale uno
su S e zero altrove) ¢ misurabile se e solo se S € M.

Definizione 5. [funzioni semplici ]

Si chiama funzione semplice (secondo Lebesgue) ogni funzione del tipo
o) = M xs, () + ...+ Anv xsy (@), Aj € R, S; ins. misurabili e limitati |E|

Ovviamente questa rappresentazione non € unica; in particolare possiamo sempre trovare una rappresenta-
zione in cui gli {S;} siano disgiunti a due a due: in tal caso definiamo I'integrale di ¢(z) ponendo

N
/gpda: = Z Ajm(S;).
s =

11 Nella teoria riemanniana, le funzioni semplici quelle in cui gli ins. caratteristici S sono degli intervalli di R™.
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Teorema 2. [approssimazione con funzioni semplici] Se S é un ins. misurabile e limitato di R™ ed
f 5 — R una funzione misurabile e limitata, per ogni € > 0 esistono due funzioni semplici @, 1, tali che

p(r) < flz) < Y(a), (1.5)
/wdaj —/cpdx < e (1.6)
S S
Dim. Sia a < f(x) < f: per ogni € scegliamo dei numeri reali Ag,...,Ay in modo che risulti
5
=\ A e < AN AN = A — A < ——
a=X <A << Ayo1 <Ay =0, )

e definiamo gli ins. S1 = f7'([Ao, M1]) e S; = f7 (] Aj—1, A;]), 2 < j < N. Tali insiemi sono misurabili e
formano una partizione di S. Per avere la (1.5 e la (|1.6)), bastera allora prendere le funzioni semplici

N N
p(z) =Y Noxs, (@), v@) = Axs,(@). O
j=1 j=1

1.1.7 Integrale delle funzioni misurabili

Data una funzione misurabile f :S — [—o00,+00], S € M, definiamo (per r € R) le troncate superiori, la
parte positiva e la parte negativa di f(x):

@) = min{f@),r}, @)= max {f(@). 0},  f7(2)= —min{f(a), 0}.
Le funzioni f* e f~ sono > 0, cioé hanno valori in [0, +oc], e risulta f = f* — f~.

Definizione 6. [integrale]

e Se S ¢ limitato ed f ¢ limitata su S, poniamo (al variare di ¢, fra tutte le funzioni semplici su 5)

fdx = sup/ pdr = inf/wdx.
/S o<fJs v2fJs

e Se f:S — [0,400], poniamo

/fdac: lim / Mz = sup/ i dz .
S r—too g r>0.J B,

e Nel caso generale, se una almeno fra le due funzioni (non negative) f~, fT ha integrale finito, poniamo

/Sfdxz/Serda:—/Sf’dx. (1.7)

In tal caso f(x) ¢ inferiormente o superiormente semi-integrabile (e il suo integrale pud essere =+ 00).

Se le funzioni f~ ed fT hanno integrale finito, la f si dice integrabile (o sommabile) su S, il che, essendo
|fl = f* + f~, equivale a dire che f & assolutamente integrabile, ciod

/ |f(2)|dz < 4o0.
s

Se f~ ed fT hanno integrale infinito, non si pud dare un senso alla (1.7)) e l'integrale di f & indeterminato.

Notazione
Nel seguito indicheremo con £1(.9) la classe delle funzioni integrabili su S.
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Osservazione 2. Se f:S — [0,+0oc] & misurabile, I'insieme T = f~!(+00) & misurabile e

se m(T)>0

+00
/Sfdx: fdx se m(T)=0.
S\T

Dunque, ogni f : S — [—00, +0o0] che abbia integrale finito & quasi-ovungue finita.

Esercizio. Provare che per ogni funzione inferiormente semi-integrabile si ha

/f(x)dm: lim fIr(z) da. (1.8)
S r——400 S

Grazie alle definizioni date, possiamo estendere per continuita a tutte le funzioni integrabili alcune formule
che sono immediate nel caso delle funzioni semplici:

f@) >0 — /Sfdxzo,

/SUdeer/Smde:n:/Sfder/de:p,

/S(fl-f'f2)d$:/sf1dx+/sf2dx,

/f(x+h)da:: f(x)dz, VheR", doveS—h:{x—h|x€S}.
S S—h

Proposizione 4. Per ogni funzione misurabile f:S — R si ha:

f(z) >0, /Sf(x)d:r =0 = f(x) =0 gqo. suS.

Dim. Supponendo per assurdo che f(z) > 0 su qualche T' C S di misura positiva, consideriamo la eguente
decomposizione di T':

T = [j Tk, con T = {x eT: f(z) > 1/k}
k=1

Per la o—sub-additivita della misura, gli insiemi 7T} non possono avere tutti misura nulla, altrimenti anche
la loro unione T' avrebbe misura nulla. D’altra parte se, per qualche k, fosse m(Ty) = ¢ > 0 avremmo

/fdxz fdm2§>0,
S Tk k

in contraddizione con l'ipotesi che f ha integrale nullo su S. O

A questo punto, siamo in grado di provare I'inverso del Teor.[2]:

Proposizione 5. Sia S un ins. misurabile e limitato di R™. Una funzione f : S — R tale che, per ogni

e > 0, esistono due funzioni semplici ¢, 1 verificanti (1.5)) e (1.6), é necessariamente misurabile.
Dim. Prendendo € =1, %, cee %, -++, arriviamo a costruire due successioni di funzioni semplici {@g(x)} e

{Yx(z)}, la prima crescente e la seconda decrescente, tali che

k—o0

or(@) < f(@) < Yr(a),  lim {/ka dm—/kadx} _ 0.
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Allora le funzioni ¢ = sup; ¢i € QZ = infy ¢, sono misurabili (Prop ed integrabili (Def. @), e si ha
B < f@) < 0. [Far= [ ar = [ Jan

Ora {E — @ ¢ una funzione non negativa con integrale nullo su S quindi (Prop. ¢ q.o. nulla. Pertanto le tre
funzioni ¥, f, @, sono equivalenti nel senso della (|1.1)) e anche f(x) risulta misurabile come le altre due. [

Osservazione 3. Dalla dimostrazione della Prop. [f] segue che ogni funzione misurabile e limitata su un
insieme limitato di R™ ¢ il limite quasi-ovunque di una successione crescente {¢y} di funzioni semplici.

Osservazione 4. 1l Teor.[2 e la Prop.[f] mostrano che, per funzioni limitate su un ins. limitato, le nozioni
di funzione misurabile e di funzione integrabile coincidono.

1.2 Principali proprieta dell’integrale

1.2.1 Assoluta continuita
Richiamiamo un semplice fatto che utilizzeremo nel seguito:

Esercizio. Date delle successioni {ar}, {Br;},{v;} (k,j € N) di numeri reali, si ha:

{|ak| < Brj + 7, lim B =0 Vi, lim~y; = 0} —  lim aj = 0. (1.9)
k—o00 j—o0 k—o0

Teorema 3. [assoluta continuita dell’integrale] Per ogni f € L1(S) si ha

lim /|f|dac =0. (1.10)
T

m(T)—0
TCS

Dim. Se f(z) & limitata la (1.10) & ovvia. Nel caso generale, rimpiazzando f con |f]|, possiamo supporre
f >0, e quindi, per ogni successione di ins. {Tp} C S con {m(Ty)} — 0, otteniamo

fdr = [ fMldz +/ (f = f") de < rm(Ty) + / (f=1")de = By +7  Vr>0.
Ty Ty S

Ty
Ora, per ogni fissato 7, {Br,} — 0 per k — oo, mentre per l'integrabilita della f (cf. la (L.8)) risulta
{7} = 0 per r — +oo. Ricordando la (1.9)), otteniamo la (1.10). O

Corollario. Se {S;} C M una successione crescente, S = Uy Sk, f una funz. misurabile >0 su S, allora

lim Skf(:c)dz/sf(x)dx.

k— o0

1.2.2 Convergenza dominata

Teorema 4. [Lebesgue] Sia {fi} una successione di funzioni misurabili su S € M(R™) tale che

lem fe(x) = f(xr) qo.su S, (1.11)
|fe(z)] < G(x) per qualche G € L£L*(S); (1.12)

allora
klingo kadx: /Sfdx. (1.13)
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Dim. Possiamo subito ridurci al caso in cui {fx(z)} — f(z) in ogni punto z € S: basta modificare le f(z)
ponendole zero sull’insieme (di musura nulla) dei punti z in cui non si ha convergenza. Il punto centrale
della dimostrazione consiste nel tradurre la (1.11]) in termini degli insiemi di sottolivello:

Si(e) = {ze s [f@) - i@l <l Sie) = NS >0).
j=k

Notiamo che gli insiemi {5} (¢)} formano una successione crescente. L’ipotesi (L.11)) equivale a dire che
S=Usie) = N Sie)? Vve>o, (1.14)
k=1 k=1 j>k

infatti, fissato e, dire che {fx(x)} — f(z) in qualche punto = € S, vuol dire che esiste qualche k = k(e) per
cui |f(z) — fj(z)| <e per j >k, cioe z € S,'c(s)lﬂ
Proseguiamo la dimostrazione supponendo dapprima m(S) < co. In tal caso la (1.14]) implica che

lim m(S\S,;(E)) =0,

k— oo

per ogni € > 0, e quindi, per lassoluta continuita della G(z) (vedi (L.10))),

lim G(z)dz = 0. (1.15)
k—+o00 S\Sllc(s)

Dato che |f(z) — fr(x)] < 2G(z), troviamo

/\f—fk\dw - / 1 — fu| da +/ 1 — fulde < 2/ Gde + em(S) = Bre + 7.
S S\S; () S (e) S\S; ()

e allora, essendo {8} — 0 per k — oo mentre {7.} — 0 per € — 0, la tesi (1.13]) ¢ assicurata dalla (1.9).

Sia ora m(S) = +oo: per ogni palla B,. abbiamo

[li-flae< [ lr-plasz[  Gdo= g+
S SNB,. S\ B,

e quindi la (L.13) si consegue notando che, per ogni r, {Bk,} — 0 per k — oo (infatti S N B, ha misura
finita), mentre {v,.} — 0 per r — oo dato che G(z) ha integrale finito su S. O

1.2.3 Teorema di Beppo Levi

Un’interessante variante del Teorema di LebesgueE eil

Teorema 5. [Beppo Levi] Se 0 < f; < fo < --- ¢& una successione crescente di funzioni misurabili a
valori in [0,+00] definite su un ins. S, e f(x) =supy fr(x), si ha:

lim / frdx = / fdx. (1.16)
Lo stesso vale se —G < f1 < fo < -+, oppure --- < fo < f1 < G, per qualche funzione integrabile G(z) > 0.

12 Lins. 8" = U;"Zl ﬂj> . Sj si chiama massimo limite dell successione {S}; analoga ¢ la definizione del minimo limite.

13 11 caso particolare della convergenza uniforme {fi} — f si presenta quando Si.(e) = S per k> k(e).

14 T Teoremi di Lebesgue e B. Levi sono di fatto equivalenti nel senso che ciascuno dei due & facilmente deducibile dall’altro.
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Dim. Posto

o = /S fel@)de,  aw = [5 f(z) de,

vediamo che {ay} & una successione crescente, con 0 < oy < oo < +00. Se la successione {ay} € illimitata,
la (1.16]) & ovvia poiché entrambi i termini sono infiniti, supporremo allora che ap < M < oo. Se proveremo
che ay, < M, potremo applicare il Teorema di Lebesgue per ottenere la (1.16]).

Per provare che ay, < M, definiamo, per ogni r > 0, le funzioni troncate (sia nel codominio che nel dominio)
1 @) = max {fu(@), ryxp, (@), fP@) = max {f(2), r}xp.(&)  (r>0).

Si ha allora
0< @ < M), dim @) = /M), vees,

e quindi, grazie al Teor. di Lebesgue,

lim /f,gﬂdx = /fW dz . (1.17)
S S

D’altra parte per ipotesi sappiamo che

cosicche dalla ([1.17) si ricava che
/ e < M.
s

Passando al limite per r — +o0o troviamo che ay, < M, cioé la nostra tesi.

Tcasiin cui fr > —G, fr <G, siriducono al caso precedente considerando le funzioni fr + G, G — fi. O

L’esempio seguente mostra la necessita di una maggiorante integrabile per passare al limite sotto integrale:

Esempio 4. Per k — oo le funzioni

1

fe(z) = - xr, (), dove I = [ L 1},

2k " k

convergono puntualmente verso la funzione nulla, mentre il loro integrale su [0,1] é log?2.

1.2.4 Integrali iterati

Di solito 'integrale di funzione f(z) di una sola variabile reale si calcola cercando la primitiva F(z) di f(z).
Per calcolare 'integrale doppio di una funzione f(x,y) si integra prima tale funzione rispetto ad una delle
variabili e poi si integra la funzione risultante rispetto all’altra variabile. Piu in generale vale il

Teorema 6. (Fubini-Tonelli) Dati due insiemi, S € M(R"), T € M(R¥Y), ed una funzione misurabile
flx,y) >0 su S xT, siha:

e per quasi-ogni x € S, la funzione y — f(x,y) ¢ misurabile su T,

e la funzione F:z / f(z,y)dy & q.o. definita e misurabile su S,
T

. /SXTf(x,y)dzdy - /S{/Tf(z,y)dy}da:. (1.18)

Stesse conclusioni per f € LY(S x T) (anche se di segno variabile); in tal caso F(z) risulta q.o. finita su S.
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La dim. si basa su due Lemmi. Il primo di questi & il Teorema stesso con f(x) funzione caratteristica :

Lemma 1. Dato un ins. misurabile A C R™ = RM¥ consideriamo le sezioni verticali
AgC:{yeRk:(x,y)eA}, z € R
St ha allora:
a) A; € M(R¥) per quasi-ogni x € R",
b) la funzione v — my(A,) ¢é misurabile su R",
c) mp(A) = /h mg(Ag) dx .
R

Dim. L’idea & di approssimare, dall’interno e dall’esterno, l’insieme A con due successioni monotone di
insiemi di tipo speciale per i quali le conclusioni del Lemma si conseguono facilmente.

Se A ¢ un plurintervallo di R", (a), (b) e (c) sono immediate. In questo caso anche le sezioni A, sono dei
plurintervalli di R¥. Se poi A = Q & un aperto di R", le sezioni €, sono degli aperti di R* e quindi la (a)
¢ ovvia. Per ogni successione crescente di plurintervalli {D;} invadenti €2 (vedi la Prop. [I)) si ha allora

Ln;omn(Dj) = m,(Q) (1.19)

J

e inoltre le sezioni {D; ,} formano un successione crescente di plurintervalli di R¥ che invadono (2, cosicche

lim my (Dj@) = mi(Qy), Vo e R

J—00
Da cio seguono due conclusioni: anzitutto, dato che il limite di funzioni misurabili € misurabile, la funzione

x — my () ¢ misurabile, il che prova la (b) con A = ; inoltre, applicando il Teor. di Beppo-Levi, si ha

lim mp (Dj,w) dr = my () do . (1.20)

j—o0 JRrh RAh

Quindi, partendo dalla semplice formula (che poi € la (¢) con A = D)
mn(DJ) = / mk(Dj’I) dx, VjeN,
RAR

e passando al limite per j — oo, grazie alle (1.19]) - (1.20) otteniamo la (c) con A = Q.
In modo del tutto analogo si tratta il caso in cui A = K & un compatto di R™.

Consideriamo infine il caso in cui A ¢ un arbitrario insieme misurabile di R™. Ricordando la definizione di
insieme misurabile (Def. , possiamo costruire due insiemi, A’, A”, del tipo seguente :

A=JK;, A= (o® (1.21)
j=1 j=1
dove i {K} sono dei compatti di R™ e gli {Q;} degli aperti, in modo tale che risulti

ACACA,  mu(d) = ma(A) = ma(4"). (1.22)

Gli insiemi A" ed A” hanno la particolarita che le loro sezioni A/, ed A! sono a loro volta unioni numerabili
di chiusi ed intersezioni numerabili di aperti di R¥, e quindi sono ins. misurabili di R*. Ragionando come
sopra, vediamo poi che per A’ e A” valgono anche (b) e (c), cosicche, tenuto conto della (1.22)), troviamo:

[omande = [ mi(an) = ma(a).

15 QGli insiemi che si ottengono come unione numerabile di chiusi si dicono di tipo F,, mentre quelli che si ottengono come
intersezione numerabile di aperti si dicono di tipo G§. Tutti questi ins. appartengono alla piu vasta classe B(R™) dei boreliani,
che ¢ definita come la pit piccola o-algebra (famiglia di ins. stabile per unione e intersezione numerabile e per passaggio a
complementare) contenente tutti gli aperti. Esistono degli ins. misurabili che non sono boreliani.
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Dunque la funzione misurabile e non-negativa
O(x) = my, (A;’ \ A;)

ha integrale nullo su A, e quindi ¢ q.o. nulla (Prop. . Cio implica la (a): infatti pr gli @ € A in cui
O(x) = 0, A, differisce dall’insieme (misurabile) A’ per un ins. di misura nulla e quindi ¢ a sua volta
misurabile in RF.

Le proprieta (b) e (c¢) per I'insieme A seguono dalle analoghe proprieta per I'insieme A’: infatti la funzione
x +— mg(A4;) & q.o. uguale alla funzione = — mg(A,) e my(A) = m,(4"). O

Lemma 2. Sia {fx(z,y)} una successione crescente di funzioni non-negative su A x B tali che
lim fi(z,y) = f(z,y) g.o. su Ax B. (1.23)
k—o0

Allora, se ciascuna delle fi(x,y) verifica le conclusioni del Teor. @ le stesse conclusoni valgono per f(z,y).

Dim. Dalla (|1.23) si ricava che, per quasi-ogni = € A,

{fu(z,)} — f(z,") q.o.su B.

Infatti, se S & 'insieme dei punti (x,y) € Ax B in cui {fr(z,y)} non converge ad f(z,y), si ha m,,(S) =0,
quindi, per la (c) del Lemma 1, mg(S,) = 0 per quasi-ogni « € A. Per ottenere la tesi del Lemma basta
allora ricorrere al Teor. di Beppo Levi. O

Dim. del Teorema@. Se f(z,y) > 0, possiamo approssimare puntualmente la f con le sue troncate
flrl (z,y) (r = 4+00), le quali formano una successione crescente di funzioni limitate nulle fuori di un com-
patto. Ora ogni funzione di questo tipo e il limite quasi-ovunque di una successione crescente di funzioni
semplici (Prop.[5)) e il Lemma 1 garantisce la tesi nel caso in cui f(z,y) & una funzione semplice. Una ripetuta
applicazione del Lemma 2 ci permette di concludere la dimostrazione.

Se f(z,y) ha segno variabile ma ¢ sommabile su S x T, applichiamo la alle funzioni f* e f~ e

sommiamo. O
Corollario. Se f(x,y) € LY(S xT), la funzione

T o— /Rk fz,y)dy

¢ quasi-ovungque finita e sta in L*(S).

Per la validita dell’eguaglianza ([1.18)) I'ipotesi che f sia integrabile o non-negativa su S x T' & necessaria,
nel senso che esistono funzioni f(x,y) misurabili per cui gli integrali al membro destro della ((1.18)) hanno
senso e sono finiti, mentre I'integrale al membro sinistro non & definito:

Esempio 5. L’insieme

X
D= {@yer: <y <o)

e formato da quattro coni con vertice nell’origine, C1, Cy, C3 e Cy, contenuti rispettivamente nel I, II, IIT
e IV quadrante del piano. La funzione f(x,y) che vale 1 su C1UC5 e —1 su Cy U Cy verifica

/f(%y)dy =0, VzeR, e quindi anche / {/f(x,y)dy}dx =0,
R R R
mentre il suo integrale doppio su R? ¢& indeterminato poiché f(x,y) ed f~(z,y) hanno integrale infinito.
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1.3 Cambiamento di variabili
Teorema 7. Un diffeomorfismo C' (cioé un’applicazione biunivoca di classe C* con inversa C') W : Q —

fra due aperti di R™ trasforma ogni ins. misurabile S C Q in un ins. misurabile S’ = ¥(S) C ', ed ogni
funzione misurabile f : S’ — R in una funzione misurabile fo ¥ : S — R. Si ha poi:

/ fly)dy = /f(\ll(x)) | Ju(2)| de, dove Jy(z) = det DU(z).
s/ s
In particolare :

m(s) = /S\Jw)ydx.

Dim. Si veda ad esempio E. Giusti, Analisi Matematica 2, Bollati-Boringhieri 1989.

1.4 Integrale delle funzioni complesse

Abbiamo fin qui considerato solo funzioni reali (o a valori nella retta reale esetsa [—oo, +00]) ma la teoria di
Lebesgue si estende in modo naturale al caso delle funzioni a valori complessi: una funzione f : S5 — C si
dird misurabile, o integrabile, se tali risultano entrambe le funzioni reali Rf(z) e S f(x). Si porra allora:

/Sf(x)dar = /S&Ef(z)dxﬂ/sgf(x)dx.

Tutti i risultati fin qui ottenuti si estendono al caso complesso, con 'ovvia eccezione di quelli relativi alle
funzioni semi-integrabili e al massimo/minimo limite.

1.5 Misure astratte. Delta di Dirac.

Data una o-algebra Y di insiemi di R”, ad esempio l'algebra dei boreliani, si chiama misura su X ogni
funzione d’insieme p : ¥ — [0, +0o0] che sia o-additiva, cioé verifichi la proprieta (ii) del Teor.1. L’esempio
tipico si ottiene fissando una funzione f > 0 appartenente allo spazio L (R™), cioé integrabile su ogni
compatto di R™, e considerando sulla classe M(R™) degli ins. misurabili la funzione d’insieme

u(S) = /Sf(x)dx. (1.24)

A partire da una qualunque misura si puo sviluppare una teoria dell’integrazione analoga a quella di Lebesgue,
definendo le funzioni p-misurabili ¢(x) e gli integrali (rispetto a ). Per questi ultimi si usa la notazione

(b, 0) = / pdpu.
Una misura p sulla o-algebra M(R™) si dice assolutamente continua (rispetto alla misura di Lebesgue) se

lim  pu(S) = o.m (1.25)

m(S)—0

Il Teorema |3| stabilisce che ogni misura del tipo (1.24]) & assolutamente continuam

16 Si pud dimostrare che la (1.25) equivale a dire che u(S) = 0 per ogni S di misura nulla secondo Lebesgue.

17 Vale anche il viceversa: le sole misure assolutamente continue sono quelle del tipo (T.25).
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Un esempio tipico di misura non assolutamente continua ¢ T™™la misura di Dirac, o Delta di Dirac, che si
definisce sulla o—algebra di tutti i sottoinsiemi S C R™ ponendo

1
5(S) = , se 0€S,
0, se 0¢S.

Ogni funzione ¢(x) su R™ risulta J-integrabile, con integrale

(6,0) = ¢(0).

Talvolta la Delta di Dirac §(z) viene trattata alla stregua di una funzione: si tratta perd di una funzione sui
generis, infatti d(z) = 0 sull’aperto {x # 0}, ma 0 # 0 avendo integrale 1 su R™.

Possiamo definire anche la Delta di Dirac concentrata in un arbitrario punto xo € R™: si tratta della misura,
indicata con 0., = §(z — xp), che vale 1 sugli insiemi contenenti o e 0 su tutti gli altri.

1.6 Riepilogo

e Plurintervalli.
La misura elementare di un intervallo I = [a1,b1] X -+ X [an,b,] CR™ & |I| = (by —a1)--- (b, —ay). Per
ogni plurintervallo D = I; U--- U I, con parti interne degli intervalli I, a due a due disgiunte, si pone

m(D) = |Li| +--- [In|.

e Aperti e chiusi.

Ogni aperto di  C R™ & I'unione di una successione di intervalli. La sua misura, m(§2), & estremo superiore
delle misure dei plurintervalli D C £, mentre la misura di un compatto K e lestremo inferiore delle misure
dei plurintervalli D’ D K.

o Insiemi limitati misurabili.
Un insieme limitato S C R™ & misurabile se, per ogni € > 0, esistono un aperto 2 ed un chiuso K tali che:

KCSCQ  mQ)-mK) <e,

e la misura di S &:

m(S) = érglfsm(g) = ;Zpsm(K)

e Insiemi misurabili.

Un arbitrario insieme S C R™ & misurabile se tale & la sua intersezione con ogni palla chiusa B, di centro
Porigine e raggio r. La misura di S é:

m(S) = lim m(SNB,) = sup m(SNB,).

r—>+00 >0

La classe degli insiemi misurabili di R™ viene indicata con M = M(R").

e Proprieta della classe M
M & una o-algebra, cioe € stabile per complementazione ed unione numerabile:

VS, SpeM: R\ S € M, U Sk e M.

k=1

Conseguentemente, M e stabile anche per intersezione numerabile.
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e Proprieta della misura
La misura m : M — [0, +00] & una funzione d’insieme numerabilmente additiva, nel senso che

o0

V{S} Cc M: m (U Sk> = m(Sk) segli Sk sono a due a due disgiunti.
k=1 k=

1
Nel caso generale si ha solo la sub-additivita: m (|JSx) < . m(Sk).

e Insieme di Vitali.
Usando I’Asssioma della Scelta si puo costruire un insieme V' C R™ che non & misurabile.

e Insiemi di misura nulla.
Se S & un ins. con misura m(S) =0, ogni T'C S ¢ misurabile e ha misura m(7T) = 0.

¢ Quasi-ovunque
Una proposizione P(z) dipendente dai punti « € S si dice quasi-ovungue (q.0.) vera su S se & vera per ogni
z tranne al pit un’insieme di misura nulla.

e Insieme di Cantor.

L’insieme di Cantor C' C R ¢ un chiuso di misura nulla che ha la cardinalita del continuo.

e Funzioni misurabili

Se S € M, una funzione f : S — [—00, +00] & misurabile se i suoi insiemi di sotto-livello sono misurabili:
VA € [~o00, +0od] : {xGS : f(x)<)\} eM.

e Proprieta delle funzioni misurabili

Se { fr.} & una successione di funzioni misurabili su S, tali risultano le funzioni supy{ fi}, infx{fx}, iminfy fx,
lim supy, fx. In particolare il limite puntuale di funzioni misurabili (se esiste) ¢ una funzione misurabile.
Se f, g: S — R sono misurabili, anche f +g ed f-g lo sono.

e Funzioni semplici
Le funzioni semplici sono le combinazioni lineari finite di funzioni caratteristiche di ins. misurabili e limitati :

o) = Axs, @)+ +Avxsy(@), A ER

Supponendo che gli S; siano a due a due disgiunti, si pone
/ pdr = Aym(S1)+ -+ Anvm(Sn).
s

e Integrale di una funzione limitata su un ins. limitato

Se S & un ins. misurabile e limitato di R” ed f :.S — R una funzione misurabile e limitata, per ogni € > 0
possiamo trovare due funzioni semplici ¢, ¥ tali che

o) < f(z) < o), /Swdx —/Sm <e.

L’integrale di f e definito da

fdx = sup/gada: = inf /gpdax.
/s e<fJs v2fJs
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e Integrale di una funzione non-negativa

Se f: S — [0,400] ¢ una funzione misurabile non-negativa su un insieme S C R", si pone

/fdx = lim f[T] dr = sup {/ f[r] d:r}
S T4 SNB,. >0 SNB,

dove fIl(z) = min{f(z), r} &la troncata superiore della f(z) al livello r.

e Funzioni integrabili e semi-integrabili

Se f:S — [—00, +00] consideriamo la decomposizione in parte positiva e parte negativa:

f(x) = fH(x) — f (2), dove f* =max {f, 0}, f~ = —min{/, O}E

Se gli integrali su S delle funzioni f* ed f~ sono entrambi finiti, la f & integrabile su S con integrale

/Sfdx:/SfJ“dx—k/Sf_dm = /S|f|dx.

Se uno solo dei due integrali ¢ finito, la f & semi-integrabile (superiormente o inferiormente). Se entrambi
gli integrali sono infiniti, 'integrale della f resta indeterminato.

e Lo spazio £!(S)
£1(S) indica la classe delle funzioni integrabili (dette anche sommabili) su S.

e Linearita dell’integrale
Per ogni f, g € L1(S), ed ogni )\, u € R, risulta

MNf+pgeL£Y9), /S()\f—&-ug)dx:/\/sfd:c—ku/sgd:c.
f<g = /Sfdatﬁ/sgdx.

e Additivita rispetto ai domini d’integrazione
Se fe LY (SUT), siha:
/fdx+/fda:= fdz + fdx.
s T suT snT

e Assoluta continuita
Se f e L(S), per ogni successione {T}} di sottoinsiemi (misurabili) di S si ha:

lim m(T) =0 = lim |f|dz = 0.
k— o0

k—o0 Ty

e Convergenza dominata
Per ogni successione {f} C £1(9) tale che |fi(z)] < G(x) per qualche G € £1(S), si ha

klgr;@fk(x) = f(z) VereS = klin;o/sfkdm: /Sfda:.

e Beppo Levi

Se G(z) < fi(z) <+ < fi(x) < fra1(2) - per qualche G € £1(S), allora:
klir{:o/ frdr = / fdz, dove f(z)= Sl;p fe(x).

18 Si noti che |f| = ft + f~.
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e Fubini- Tonelli
Dati due insiemi S € M(R"), T € M(R¥), ed una funzione misurabile f(z,y) >0 su S x T, si ha:

per quasi-ogni x € S, la funzione y — f(z,y) ¢ misurabile su T,

la funzione F': z — / f(z,y)dy & misurabile su S,
T

/SXTf(%y)dxdy - /S{/Tf(m,mdy}dx.

Le stesse conclusioni valgono per ogni f(z,y) (anche se di segno variabile) che sia integrabile su S x T', in
tal caso la funzione F(z) & q.o. finita ed integrabile su S.

e Misure astratte
Si chiama misura su R™ ogni funzione d’insieme o-additiva p : ¥ — [0, +0o0], dove X & una o-algebra di
sottinsiemi di R".

e Delta di Dirac
La Delta di Dirac ¢ la misura, definita sulla o-algebra di tutti gli insiemi S C R™), tale che

0(S) =1 se 0€S5, 5(S) =0 se 0¢5.
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Capitolo 2

Spazi LP. Prodotto di convoluzione

2.1 Spazi di Banach

Dato uno spazio vettoriale X sul corpo C[[] si chiama seminormasu X un funzionale v : X — R sub-additivo
e positivamente omogeneo :

v(e) >0, vty <vi@)+vly), va) = [AMv(@). (2.1)

Nel caso in cui l'unico vettore z € X con v(x) = 0 sia quello nullo, si dice che v ¢ una norma e si usa la
notazione

v(z) = |zl
Lo spazio X dotato della norma || - || si chiama spazio normato. In ogni caso I'insieme N dei vettori z € X
con v(x) =0 & un sottospazio vettoriale di X e lo spazio quoziente X/N & uno spazio normatoﬂ.

In ogni spazio normato X & definita la distanza §(z,y) = ||z — y|| quindi possiamo parlare di successioni
convergenti e di successioni di CauchyEl

Un prodotto scalare (x,y) su X & una forma hermitiana definita positiva, cioé un’applicazione su X x X a
valori in C, lineare nel primo argomento e anti-lineare nel secondo e tale che

(,9) = (y,2),  (z,2)>0 Va#0.
Definiamo ||z||?> = (x,2). Un’importante proprieta dei prodotti scalari & la disequaglianza di Schwarz:
(@, )| < =l Iyl (2.2)

Per provare la (2.2)) notiamo che, fissati z,y € X, risulta ||z||* t? 4+ 2R(z, y) t + ||y||> = ||z + ty|* > 0 per ogni
t €R, e quindi A/4 = R(x,y)? — ||z| ||y < 0. Applicando quest’ultima a diseguaglianza con Az al posto
di x, e facendo variare A fra tutti i numeri complessi di modulo 1, si ottiene la (2.2)).

Una facile conseguenza della dis. di Schwarz & che ||z|| = 1/(x,x) & un funzionale sub-additivo e quindi una
norma. Infatti:

2
lz +yl* = llll* + 2R(z,y) + lyI* < 2l* + 2l2llyll + [ylI* = (=]l + y])"

1 11 contenuto di questo capitolo si estende con ovvie modifiche al caso degli spazi di Banach sul corpo reale, e quindi delle
funzioni a valori reali.

2 X/N & formato delle classi di eqivalenza rispetto alla relazione z ~y <= v(z —y) =0. Se = ~ y si ha v(z) = v(y),
quindi per ogni classe di equivalenza £ = [z] si puo definire senza ambiguita la norma quoziente ||&|| = v(z).

3 Una successione {x,} & convergente verso un vettore z € X se limn— o0 ||# — zn|| = 0, ed & di Cauchy se per ogni £ > 0
|on — Zmll < € per nm > N(e).
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Definizione 7. [spazi di Banach e Hilbert] Uno spazio normato X si dice spazio di Banach se &
completo, cioé ogni sua successione di Cauchy e convergente. Se poi la norma di X deriva da un prodotto
scalare si dice che X ¢ uno spazio di Hilbert.

Utilizzeremo nel seguito questa caratterizzazione degli spazi di Banach:

Proposizione 6. [completezza] Uno spazio normato X ¢é completo se (e solo se) le serie in X che
convergono in norma sono convergenti, cioé quando per ogni {yk} C X wale Uimplicazione

zzn: ka — 0. (2.3)

n—oo

o0
ZHka <oo = dzeX: lim
k=1

Dim. Il fatto che la (2.3 valga per ogni spazio di Banach ¢ di facile verifica; ci limiteremo a provare che la
(2.3)) assicura la completezza di X.

Da ogni successione di Cauchy {z,}, scegliendo ny tale che ||z, — x| < 1/2 per ogni h,k > nq, poi
ng > ny tale che ||xp — x| < 1/4 per ogni h,k > ng, e cosl via, possiamo estrarre una sottosucc. {zp,}
tale che ||z, , — @n,|| < 277 . Allora la successione {yy} = {2n,,, — @n,} verifica la premessa della
e quindi la serie degli y; converge verso qualche z € X, il che & come dire che {z,,} — z + x,, : abbiamo
dunque trovato una sottosuccessione di {z,} che converge verso qualche y € X. Per concludere che U'intera
successione {z,} tende ad y, usiamo ancora 'ipotesi che {x,} & di Cauchy: dato € > 0, sia N = N(e) tale
che ||zy, — zp|| < € per n,m > N e ||z, —y| < e per k> N; fissato un qualche n; > N si avra allora
lzn — yll < |En — Znyll + |0, — yl| < 2e per ogni n > N, e dunque {z,} — y. O

2.2 Spazi L?

Dato S € M(R"), ricordiamo che £!(S) ¢ lo spazio vettoriale delle funzioni (complesse) integrabili su S.

Definizione 8. [spazi L?] Sullo spazio £!(5) ¢ definita in modo naturale la seminorma

Vf»—)/sff(x)|da:

Poiche v(f) =0 se e solo se f(z) = 0 q.o. su S, per ottenere uno spazio normato introduciamo su £!(9)
la relazione di equivalenza f ~ g se f(x) = g(z) q.0. (vedila (1.1))) e consideriamo lo spazio quoziente

LY(S) = L£X(S)/ ~

Gli elementi di L(S) sono classi di funzioni integrabili ma saranno correntemente trattati come funzioni
f,9,... € LYS), con la clausola che f = g non appena risulti f(z) = g(x) q.o. La norma di L!(S) &

sy = [ 1l

Pil in generale, per ogni numero reale p > 1 si definisce LP(S), lo spazio delle (classi di) funzioni misurabili

tali che |f|P € L'(S), ponendo
» 1/p
1 ipcsy = { [ 1P az} ™ 24

Si definisce poi lo spazio L*°(S), formato dalle (classi di) funzioni misurabili essenzialmente limitate su S,
cio¢ limitate su qualche sottinsieme Sy C S con m(S \ Sp) = 0, con la norma

HfHLoo(S) = min{M: |f(z)| <M qo. su S}. (2.5)

Come vedremo fra poco, in questo modo si ottiene uno spazio di Banach. Nel caso p = 2 si trova lo spazio
di Hilbert L?(S) col prodotto scalare

(f-9)r2s) = /Sf(x)Mda:.

28



Per dire che i funzionali (2.4)) e (2.5]) sono delle norme dobbiamo verificare che sono sub-additivi (I’omogeneita
& ovvia). Cio & immediato nei casi p = 1,00 mentre nel caso p = 2 & una facile conseguenza della dis. di
Schwarz. Negli altri casi la sub-additivita & conseguenza di un’importante diseguaglianza :

Proposizione 7. [dis. di Hélder | Supponiamo che p, q € [1,400] verifichino la relazione 1/p+1/qg=1;
per ogni f € LP(S), g € L1(S), si ha allora: E|

[ 1alde < 17 ) ol 26)

Dim. La (2.6) ¢ ovvia nei casi p = 1,00. Negli altri casi essa consegue dalla
Diseguaglianza di Young;:

11 Y
S4S =1, ab>0 = ab< 4. (2.7)
P q P q

Dim. Ponendo a? =z, b9 =y, 1/p=«, 1/q = 3, possiamo riscrivere la (2.7)) nella forma
a,>0, a+=1, z,y>0 = 2% < ax+By.

Quest’ultima diseguaglianza, se si escludono i casi ovvi in cui x = 0 oppure y = 0, e si nota che logz € una
funzione strettamente crescente, equivale alla diseguaglianza

alogz + B logy < log(az + By),

la quale & diretta conseguenza del fatto che loga & una funzione concava sulla semiretta {z > 0}. O

Proviamo ora la (2.6)), scrivendo per brevita LP, L? al posto di LP(S), L4(S). Se una delle due funzioni f, g
¢ identicamente nulla la (2.6 ¢ banale, dunque possiamo normalizzare le funzioni f, g, dividendole per le
loro rispettive norme, e ridurci al caso in cui || f]|z» = ||g|lr« = 1. In tal caso dalla (2.7) si ricava:

flrstae= [ il Gurtar = {0} G} = 5 5 =

Usando la diseguaglianza di Holder, siamo ora in grado di provare la subadditivita della norma L? :
Proposizione 8. [dis. di Minkowski]| Per ogni coppia di funzioni f, g € LP(S), 1 < p < oo, risulta

149l os) < £l ioesy + 9l ooy (2.8)

Dim. Escludiamo i casi banali p =1, co. Se ¢ ¢ I'esponente coniugato di p, risulta (p — 1)g = p e quindi
dalla dis. di Holder otteniamo:

{ir+all} = [Ir+alls+al " an < [|rllr+of "o+ [ Jolls+o" " as

A R N e e N e TR TR o
1+l } {1+l ™ = {1l ol } {1 0l

IN

4 In tal caso si dice che (p, q) & una coppia di esponenti coniugati. In particolare (1,00) e (2,2) sono coppie coniugate.
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Per ocncludere che LP ¢ uno spazio di Banach resta solo da provare che esso ¢ uno spazio completo.
Teorema 8. (completezza di LP) Per ogni p € [1,+00] lo spazio LP(S) é completo, quindi é un Banach.

Dim. Consideriamo solo il caso p = 1 (gli altri casi si provano in modo analogo). Facciamo ricorso alla
Prop. @, verificando che per ogni {¢r} C L'(S) vale I'implicazione (2.3, e a questo scopo poniamo

fa(@) = D en(@),  dale) = Y [en(@)
k=1

k=1

) = ) [en(@)].
k=1

Le {¢(x)} formano una successione non decrescente di funzioni > 0; se la serie delle norme |pg|/p1 &
convergente si ha poi

n
/¢,,de = > ekl € M < 0.
s k=1

Ma allora, per il Teor. di Beppo Levi, il limite v (z) delle 1 (x) risulta q.o. finito ed integrabile su S'; in altre
parole, per quasi-ogni = € S, la serie numerica Y ¢ (x) converge assolutamente verso qualche f(x) € C il
che equivale a dire che le funzioni {f,(x)} sono q.o. convergenti verso la funzione (misurabile) f(z).

Per concludere basta osservare che |f,(z)| < v,(z) < ¥(z) con ¢ € L'(S), quindi anche ‘f(x)| < ¢(x),
ed applicare il Teor. di Lebesgue alla successione di funzioni {f,(z) — f(z)}. O

2.3 Convoluzione. Supporto di una funzione.

Notazioni

L? = LP(R"™), /f(m) dx = f(z)da.
Rn
Definizione 9. [convoluzione| La convoluzione di due funzioni f, g : R® — C ¢ la funzione

(fxg)(x) = - flx—y)g(y)dy. (2.9)

Se vogliamo che l'integrale in sia convergente per ogni (o almeno per quasi-ogni) € R"™, dobbiamo
fare delle ipotesi sulle due funzioni f, g. Pensando al prodotto scalare su L2, la cosa piil naturale & prendere
f,g in L?: in tal caso infatti anche la funzione y ~ f(z —y) sta in L? per ogni x € R™ e quindi, grazie alla
dis. di Schwarz, definisce una funzione f x g € L.

Meno evidente & il fatto che il prodotto di convoluzione si possa effettuare anche su L':

Proposizione 9. Se f, g € L' lintegrale in [2.9) converge per quasi ogni x € R™, e definisce una funzione
fxg€ L'. Siha poi:
1f gl < [l llgllzr (2.10)

Dim. Consideriamo la funzione h(z,y) = f(z — y)g(y): applicando alla funzione non-negativa |h(x,y)| il
Teor. di Fubini-Tonelli, e ricordando che l'integrale su R™ & invariante per traslazioni, troviamo

L etz = [ L] fr@=wllowldsfay = [ lai{ [ | =nlds}ay
= /Rn |f($)\dff/Rn l9()|dy.

Dunque la funzione h(x,y) = f(x—y) g(y) & integrabile su R?", quindi, applicando di nuovo Fubini-Tonelli,
questa volta alla funzione h(zx,y), troviamo che la funzione (f * g)(x) ¢ definita per quasi-ogni = € R*. O
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Osservazione 5. [algebra di convoluzione] Il prodotto di convoluzione & un’operazione bilineare,
associativa e commutativa su L' cioé

(M) *xg = AMf*9), (i+fe)xg=fixg+ faxg, (fxg)*xh = fx(g*h), frg=gxf,

quindi, tenuto conto della (2.10)) (L', *) & un’algebra di Banach commutativa. Si tratta di un’algebra priva
di elemento neutro

Se p > 1 la convoluzione non puo essere definita all’interno di LP tuttavia, usando la dis. di Holder, si puo
facilmente vedere che ha senso effettuare la convoluzione fra una f € LP ed una g € L', ottenendo f g € LP.
Pit in generale vale la

Proposizione 10. [convoluzione negli L] Per ogni p, q con 1/p+1/q > 1, si ha
ferr gert = fegel, fegli < Il lolse dove - = (t41)-1.
In particolare:
LPx L' C LP, L?%L* C L™, se 1/p+1/q =1 allora LP* LY C L™.
Dim. La dimostrazione e lasciata come esercizio. O

Definizione 10. [supporto di una funzione] Data una funzione f € L{ (), con Q aperto di R", il
supporto di f & il complementare in © del pit grande aperto w C  sul quale f(x) & g.o. nulla, in altre
parole, ¢ 'insieme, necessaramente chiuso in €2, di tutti i punti « € € tali che f(x) non & g.o. nulla in alcun
intorno di .0

Notazioni

Se S ¢ un sottoinsieme di un aperto €2 C R™, scriveremo S CC ) per indicare che S ¢ relativamente
compatto in Q, cioe S C K C Q per qualche compatto K, o equivalentemente S ¢ limitato e dist (S, 2¢) > 0.

Notazioni

o L}(Q) ¢ lo spazio delle funzioni f € L'(Q) a supporto compatto, cio¢ delle funzioni che sono q.o. nulle
al di fuori di qualche compatto Ky CC Q.

o CK(Q) e CF(Q) sono gli spazi delle funzioni di classe C¥ e C° aventi supporto compatto in .
Come al solito, nel caso € = R" scriveremo semplicemente L}, C¥, C* invece di L}(R™), etc.

La convoluzione fra due funzioni f,g € L{,. non ¢ in generale definita, a meno che uno dei due fattori non
abbia supporto compatto:

Proposizione 11.
1 1 1
LO * Lloc C Lloc

Ly*xLy C Ly, con supp (f *g) < supp (f) + supp (9) -]

Dim. La dimostrazione ¢ lasciata come esercizio. O

5 Si pud dimostrare che, se esistesse qualche funzione g € L verificante f#*g = f per ogni f € L', risulterebbe g(x) = 0
Yz # 0, assurdo. In un certo senso l’elemento neutro & la Delta di Dirac, che perd non & un elemento di L.

6 Tl supporto di f non coincide sempre con 'insieme dei punti su cui f(z) # 0; ad esempio per f(z) = x, supp(f) = R.
7 Dati A, B C R", si definisce I'insieme A+ B ={a+b|a€ A, be B}.
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La principale proprieta del prodotto di convoluzione, che ne giustifica il largo uso nello studio delle equazioni
differenziali, & che la regolarita di uno solo dei due fattori f,g si trasmette al prodotto f*g:

1
loc

Teorema 9. [derivate del prodotto di convoluzione] Se f € C* e g€ L}, oppure f €C e ge L
siha fxgeCFe(per|al<k)

9%(fxg) = (0%f) *g.
Stesse conclusioni se f € C* con 0°f € L' per ogni |a| <k, e g € L.

In particolare, se entrambe le funzioni f,g sono regolari e una delle due é a supporto compatto, risulta:
O (frg) = (0%f)xg = [*(9%).

Dim. Sia u= fx*g con g(x) funzione sommabile e a supporto compatto. Cominciamo con ’osservare che
u(z) & una funzione continua non appena f(z) & continua; infatti per ogni successione {x;} — x risulta

{f@r—v)} k, flz—1v) unif. su ogni palla B, = {|y| <r},

e quindi, supponendo che g(y) = 0 per |y| > R,

lim u(xy) = lim flxr —y)gly)dy = : flz—y)g(y)dy = u(z).

k—o0 k—o0 Br

Proviamo ora che, se f € C!, anche u € C'. Consideriamo il rapporto incrementale

u(x +te;) —u(x flx+te;—y)— flz—y
( Z) ():/( : t) ( )g(y)dy
dove {e1,ea,...,e,} € la base hilbertiana di R™: per ogni fissato x € R™ abbiamo

{f(x+tej—y)—f(w—y)} t—q  Of

. — a—x](x —v) unif. su ogni palla B,

e dunque u(z) ¢ una funzione C' con derivate d;u = 9;f x g, ji=1,...,n.

1

Iterando il procedimento arriviamo alla tesi. Il caso in cui f € C¥ e g € L,

si tratta in modo analogo. [
Proviamo ora un importante risultato che sara usato nel seguito: la densita in ogni LP(2), se p < oo, delle
funzioni continue a supporto compatto.

Teorema 10. [densita di Cy in L] Sia Q aperto di R™. Per ogni u(x) € LP(Q) con 1 <p < oo é
possibile costruire una successione {uy(x)} di funzioni continue a supporto compatto su 2 in modo tale che

lim ||u —
k—o0

k| o) = 0- (2.11)

Dim. Dalla definizione di funzione integrabile segue che w(x) & approssimabile in LP(Q2) con funzioni
semplici, cioe funzioni del tipo Cyxs, (z)+...+Chxs, (). Bastera allora provare che ogni funzione semplice,
e in ultima analisi ogni funzione caratteristica di un dato ins. misurabile S CC {2, & approssimabile in LP ()
con funzioni continue a supporto compatto in 2 :

Lemma [regolarizzazione di una funz. caratteristica] Per ogni ins. misurabile S CC Q si pud
costruire una successione {pr(x)} C Co() che approssima la funzione caratteristica di S nei modi sequenti:

i) Jm [xs = @l ooy =0 Vp < oo,
ii) klim / |f (XS — gok)|dm =0 Vfe Llloc(Q).
—00 JO
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Dim. Per la definizione di insieme misurabile possiamo trovare, per ogni € > 0, un compatto K. ed un
aperto w, di R™ in modo tale che

K. C S Cuw,, m(ws\Ke)§5
Sia C. = R™\ w.. Poiche K. e C. sono due chiusi disgiunti, la funzione

dc. (z)

#<®) = 5 @) + o0 (@)

, dove dg(z) = dist (x,5) = inf {|z —y|: y € S}

é continua (in quanto quoziente di due funzioni continue di cui quella a denominatore non si annulla mai) e
verifica

1 su K,
0 < pe(z) <1, we(r) = {O su C,E
€

Di conseguenza la funzione |- (x) — xs(z)| & compresa fra 0 e 1 su w, \ K¢, e nulla altrove, cosicché risulta
/ lpe — xs|" dz = / lpe — xs["dr < m(w-\K.) < ¢
Rn we\Ke
da cui la (i). Per provare la (ii), usiamo la diseguaglianza

/Q|f($)(XS(95)—<Pe(!E))‘diU S/ |f(x)|dz = a.

E\KE

e notiamo che {a.} — 0 per I’assoluta continuita dell'integrale (Teor. [3), dato che m(w.\ K.) <.

Questo completa la dimostrazione del Lemma e quindi del Teorema[I0] O

Osservazione 6. Il Teor.[I0] non vale nel caso p = oo, infatti il limite uniforme di funzioni continue &
necessariamente una funzione continua.

8 Se S & chiuso questo inf & un minimo. Per ogni S, la funzione §g(z) & continua su R™, anzi lipschitziana, i.e.
|05 (x) = 85(v)| < =yl

Se S ed S’ sono due chiusi disgiunti, si ha poi §g(x) + dg/(x) > 0 per ogni x € R™: infatti dg(z) =0 se esolose = € S.
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Capitolo 3

Preliminari sulle EDP

Notazioni
Dati r > 0, zo € R™, definiamo le palle chiuse :

B (o) = {z €R": |z — x| <1}, B, = B,(0).

Per ogni multi-indice o = (a1, ...,a,) € N ed ogni vettore complesso ¢ = ((1,...,(,) € C", poniamo
|a|:a1++anv a':a]'an', Ca: lal...é"r?‘n’
0

0% =0 o---000" dove 0; = 0,; = (j=1,...,n).

Bx]

Se u = u(x) ¢ una funzione reale o complessa di n variabili reali, scriveremo anche
_ _ 1 k, __ o
Uz, = Oju, Vu = (Ou,--- ,8nu) Viu = (0%u)|a|=k -

Infine, per ogni coppia di vettori ¢, w € C™, poniamo

G+ 4 Gl

Crw =Gt + G, [CP=¢C

Dato un aperto 2 C R” ed una funzione continua F: Q x CV — C, dove N = N(n,m) & il numero dei
multi-indici « di lunghezza |a| < m, le equazioni differenziali su Q di ordine m hanno la forma

F(z,u(z), Vu(z),...,V"u(z)) = 0, z €.

dove lincognita u: @ — C ¢ (almeno nella teoria classica) una funzione di classe C™ . Ci limiteremo qui al
caso delle equazioni lineari, cioe

P(z,0u = Y an(z)0%u(z) = f(z) (3.1)

laf<m

dove le funzioni a, () sono i coefficientied f(x) la sorgente assegnata. Per lo pitl i coefficienti saranno reali.

In particolare le equazioni lineari del primo e del secondo ordine hanno la forma seguente :

Za] ) dju+b(x)u = f(x),

Za,] 83u—|—Zb )Oju+c(z)u = f(x).

! Di norma Vu(zx) va inteso come un vettore verticale, cioé una matrice n x 1.
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Le principali equazioni in 2 variabili sono

Uy +uy =0 (trasporto)
Ugz+ Uyy = 0 (Laplace)

Ut — Ups 0 (d’Alembert)
Up — Ugy 0 (calore)

U — GUgy = 0 (Schrédinger)

e queste sono le rispettive versioni multi-dimensionali :

Uy, + -+ Uz, =0
AU = Ugypy + - F Uz, g, =0

utt—Au =0
u — Au =0
ug —iAu = 0.

Un posto a parte occupa I'equazione a coefficienti complessi
Uy + iUy = 0. (Cauchy-Riemann)

In genere non é possibile "trovare” esplicitamente tutte le soluzioni di un’equazione alle derivate parziali
per cui, dopo avere assegnato certe condizioni aggiuntive (usualmente ispirate dal problema fisico, come le
condizioni al contorno o le condizioni di Cauchy), ci si accontenta di stabilire ’eventuale esistenza ed unicita
delle soluzioni, e di descriverne le principali proprieta.

Le equazione omogenee a coefficienti costanti
P)u= > andfu=0, aq€C, (3.2)
|| <m
ammettono, fra le altre, una classe di soluzioni particolarmente semplici. Infatti la funzione esponenziale
6T = hmttnn, (eC”, zeR", (3.3)

verifica
P(dy) et = P(¢) e, (3.4)
dove

P(C) = Z ae C*,

la|<m

pertanto u = e¢® risolve la (3.2) se (e solo se) ¢ verifica 1’equazione algebrica

P) = Y aa¢™ =0. (3.5)

lal<m

La (3.5) viene detta equazione caratteristica della (3.2)).

Un ruolo importante giocano le soluzioni esponenziali limitate, cioe del tipo €*¢® con £ € R™, e si chiama
stmbolo della (3.2)) il polinomio ottenuto eseguendo la sostituzione formale 90 — (¢, cioé

p(&) = e T P(9,) e’ = P(if).
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Anche per un’equazione a coefficienti variabili come la (3.1]) possiamo definire il simboloﬂ

P(z,0) = Y aa(x)¢*, (3.6)

la|<m

ma, se una radice ¢ = ¢(z) di P(z,¢) = 0 dipende da z, la corrispondente funzione esponenziale e¢(*)®
non ¢ una soluzione dell’eq. 3.1.E|

2 si tratta ora di un polimonio in ¢ € C™ con coefficienti dipendenti dal parametro = € R™.

3 1l simbolo di un operatore differenziale non & invariante per cambiamenti di variabili (nel fibrato cotangente R? x Rg)7
mentre tale risulta il simbolo principale

Pun(@,€) = Y aa(@)(” (3.7)

la]=m
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Capitolo 4

Equazioni del I ordine

4.1 Equazioni del trasporto in 2 variabili
La pitt semplice EDP sul piano reale (x,y) ¢ I'equazione
uy, = 0.

Essa impone che la funzione incognita u = u(z,y) sia indipendente da y e quindi le soluzioni sono tutte e
sole le funzioni del tipo u(z,y) = U(x), al variare della funzione U : R — R. Piu in generale ’equazione

auz +buy, =0 (4.1)

con a,b numeri reali non entrambi nulli, & fra le poche equazioni di cui si conoscono esplicitamente tutte le
soluzioni u = u(z,y). Eseguendo una riscalatura, possiamo infatti ridurci all’equazione

Uy +uy =0 (4.2)

e (notando che (9, — 0y)/2 ¢ la derivazione lungo la bisettrice {y = z}) eseguire il cambio di Variabililﬂ

§ =x—y dacui 4% = 0+8)/2
n =x+y y =n—¢)/2

Posto u(z,y) = v(&,n), troviamo allora:

Ov Ou Ox 8u8y_1(8u 3u)_0

oy oxon oyon 2

oz + y
Dunque v = U(£) ¢ una funzione della sola ¢ e quindi le soluzioni di (4.2) sono le funzioni del tipo
u(z,y) = Uz —y),

al variare della funzione U : R — R. La funzione U(¢) & detta profilo della soluzione. Da notare che tali
funzioni si mantengono costanti lungo le rette caratteristiche {x —y = C'}, per ogni costante C € R.

Nel caso della ([4.1)), u(z,y) = U(bx — ay) e le rette caratteristiche sono {bz — ay = C}. Per individuare
univocamente la soluzione possiamo imporre una condizione iniziale assegnando la w(z,y) su una retta non
caratteristica, tipicamente l'asse x (se b # O)H In tal caso, assegnata una funzione ¢(x), si richiede che

u(z,0) = ¢(x).

1 si tratta di una rotazione di w/4, a meno di una costante moltiplicativa.

2 dunque l’equazione ([4.1)) & vista come un’equazione di evoluzione in cui la y ha il ruolo della variabile temporale.
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Con tale condizione aggiuntiva troviamo la formula risolutiva:

u(z,y) = (b(x - % y) . (4.3)

Osservazione 7. Se vogliamo dare un senso classico all’equazione dobbiamo cercare soluzioni u(z,y)
di classe C! e quindi assegnare un dato iniziale ug(z) € C*(R). D’altra parte la formula ha senso anche
se ¢(x) € una funzione poco regolare; in tal caso anche la soluzione u(z,y) sara poco regolare e per dare un
senso all’equazione dovremo interpretare le derivate 0, 0, come derivate deboli (vedi Cap. 10).

4.2 Curve caratteristiche
Data una funzione reale a(z,t), consideriamo ’equazione
ug +a(z,t)uy = 0, (4.4)

con la condizione iniziale
u(z,0) = §(z). (4.5)
Le curve caratteristiche della (4.4]) sono tutte le possibili curve del piano (z,t) del tipo

x = x(t)
lungo le quali ogni soluzione u(x,t) si mantiene costante. Da u(z(t),t) = C troviamo allora:

0 = B0} = FOu0, 0 + ), 1),

da cui, tenendo conto della (4.4), u,(x(t),t) - {2/(t) — a(z(t),t)} = 0. L’equazione delle caratteristiche &
dunque la seguente eq. differenziale ordinaria non lineare (in generale)

2 (t) = a(z(t), t). (4.6)

Supponiamo che la funzione a(z,t) sia regolare, ad esempio di classe C!. Per trovare la soluzione u(z,t)
di ([4.4)-(LE) procediamo in questo modo: fissato il punto X = (z,#) € R? in cui vogliamo calcolare la
soluzione, risolviamo l’equazione col dato iniziale z(t) = Z determinando la (necessariamente unica)
curva caratteristica passante per X. Se tale curva interseca ’asse delle x in qualche (necessariamente unico)
punto X' = (£,0) con & = f(f,f),ﬂ si ha u(X’) = u(X), quindi scrivendo (z,t) al posto di (,t) troviamo

u(z,t) = u(é(z,t),0) = ¢(&(,1)).

Se la (4.6) ha qualche soluzione non globale, pud esservi qualche curva caratteristica che non tocca asse
delle z, in altre parole puo succedere che la regione spazzata dalle curve caratteristiche che partono dall’asse
delle x sia un sottoinsieme proprio D C R?: in tal caso la soluzione u(x,t) resta definita solo in D.

3 Questo caso si verifica in particolare quando la funzione a(z,t) ha una crescita sub-lineare per |z| — oo, cosicche le
soluzioni dell’equazione delle caratteristiche sono globali. Per determinare ¢ = £(z,t), indicando con z = ¢(t;C) la famiglia
delle curve caratteristiche al variare della costante C', dobbiamo cercare di eliminare C dal sistema

z=¢(t;0),
§=¢(0;C).
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Esempi
1. uy + xux = 0.

L’eq. delle caratteristiche &
a'(t) = a(t), (4.7)

le cui soluzioni sono le curve
x = Ce, CeR.

Tutte queste curve attraversano ’asse x, in accordo col fatto che le soluzioni della (4.7]) sono globali; pre-
cisamente la curva x = Ce’ incontra tale asse nel punto di ascissa £ = C. D’altra parte la caratteristica
passante per il punto (Z, ) si ottiene per C = Z e™*, dunque la soluzione col dato iniziale ug(z) ¢ la funzione

u(z,t) = up(ze™™).

2. w +x%u, = 0.

L’eq. delle caratteristiche &
' (t) = 22(t).

Una soluzione & la funzione costante x(s) =0. Per 2 # 0 si ha invece (1/z) = —a'/2? = —1, cio®

+t=C. (4.8)

8=

Per C' = 0 la curva caratteristica & costituita dai due archi dell’iperbole equilatera I' = {xt +1= O}. Se
togliamo I' dal piano R? otteniamo tre aperti connessi:

D:{(m,t):xt+1>0}, le{(x,t):a:t+1<0,x>0}, ng{(x,t):a:t+1<0,x<0}.

Ora ¢ facile verificare che le caratteristiche che attraversano ’asse delle = coprono la regione D, mentre le
altre caratteristiche restano confinate in £2; oppure in 25 e quindi non toccano ’asse delle .

Per trovare la soluzione col dato iniziale u(x,0) = ¢(z), fissato (zZ,t) € D, confrontiamo le espressioni

per ottenere { =1/C = (1/z + t_)fl =Z (1 +2t)"!. La soluzione cercata sara dunque

u(z,t) :d)(l—fxt)’ xt>—1.

Si noti che u(0,t) = ¢(0), in accordo col fatto che 'asse delle ¢ & una delle curve caratteristiche.

4.3 Equazioni non omogenee
Nel caso di un’equazione con sorgente diversa da zero, cioe

ur + a(x,t)uy, = f(z,t), (4.9)
non possiamo sperare di trovare delle curve lungo le quali la soluzione resta costante. Consideriamo allora

le curve caratteristiche dell’equazione omogenea associata alla (4.9)), cioe¢ le curve = x(t) che verificano
2'(t) = a(z(t),t), e vediamo come si comportano le soluzioni della (4.9) lungo ciascuna di queste curve.
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Se indichiamo con w(t) = u(x(t),t) la restrizione della funzione u lungo la caratteristica = z(t), abbiamo:
w'(t) = ' () ug (x(t), 1) + w(2(t),t) = ug(2(t),0){2'(t) —a(z(t),t)} + f(z(t),t) = f(z(t),1)
da cui, integrando fra 0 e t,

w(t) = w(0) + /0 f(z(s),s)ds.

Dunque la formula risolutiva per la soluzione con dato iniziale ¢(z) &

u(z,t) = qS(E(x,t)) + /0 f(m(s),s) ds,

dove z = z(t) & la curva caratteristica dell’eq. omogenea associata alla (4.9)) passante per il punto (z,t), e

£(Z,t) & l'ascissa del punto d’intersezione di tale curva con l'asse delle z.

Ad esempio, per l'equazione u; + au, = f(x,t), con a costante reale, risulta z(t) = Z + a(t — ) e quindi

t
u(z,t) = ¢z —at) + / flz—alt—s),s)ds. (4.10)
0
Con un ragionamento simile si tratta il caso dell’equazione completa
ur + a(z,t)uy + bz, t)u = f(z,t).

Anche questa volta le caratteristiche sono relative alla parte principale dell’equazione, e la soluzione ristretta
ad una caratteristica, cio¢ la funzione y(t) = u(xz(t),t), verifica 'equazione differenziale ordinaria

Y1) + b(x(t) t)y(t) = f(x(t),1).

4.4 Trasporto in n + 1 variabili

Le equazioni del trasporto su R"*! = R” x R; hanno la forma

n

ug +alz,t)-Vu = ug + Zaj(x,t) Uz, =0 (4.11)
j=1
dove a = (ay,...,an) € R", v = (x1,...,2,) € R™. Le caratteristiche sono le curve z = z(t) in R? x R,

su cui le soluzioni restano costanti, cioe u(ac(t), t) = (C. Derivando si trova il sistemna di n eq. ordinarie

z(t) = a(z(t),t).

Per trovare la soluzione della (4.11)) sotto la condizione u(x,0) = ¢(z), si procede come nel caso n =1:
se D C R™™! ¢ la regione coperta dalle curve caratteristiche che toccano I'iperpiano iniziale M = {t = 0},
la soluzione in un punto (z,t) € D & data da

u(z,t) = ¢(§(x, 1))

dove (&(z,t),0) ¢ il punto d’intersezione di M con la caratteristica passante per (z,t).

Nel caso dei coeflicienti costanti, u; + a - Vu = 0, le caratteristiche sono le rette di R?” x R; del tipo
r=c+ ta,
al variare del vettore ¢ € R™, e la soluzione del problema di Cauchy &

u(z,t) = o(z —ta).
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4.5 Equazione di Cauchy - Riemann

L’equazione a coefficienti complessi
Uy +iuy =0 (4.12)

¢ solo formalmente simile all’equazione del trasporto. Chiaramente la (4.12) non puo avere soluzioni reali,
tranne quelle costanti. Se cerchiamo la soluzione u(z,y) € C che vale ug(x) sulla retta {y = 0}, dove
ug : R — C & una funzione assegnata, procedendo in modo formale, troviamo

u(r,y) = ¢(x +iy).

Purtroppo questa espressione non ha senso poiche il dato iniziale ¢(x) & definito solo sull’asse reale. Per darvi
un senso dovremmo riuscire ad estendere la funzione ¢(z) al piano complesso C,, dove z =z +iy ~ (z,y),
imponendo che 'estensione sia una funzione olomorfa E| in qualche intorno D C C dell’asse reale {y = 0}.
Del resto, dalla teoria delle funzioni olomorfe sappiamo che le u(x,y) verificanti la in un dominio
D C R? sono proprio le funzioni olomorfe rispetto alla variabile complessa z = = + iy.

Se vogliamo restare nell’ambito delle funzioni reali, possiamo scrivere u = v+iw, con v, w € R, e trasformare
Pequazione complessa (4.12) nel sistema reale

{UI: Yoo (4.13)

Wy = —’Uy

Le funzioni olomorfe su tutto il piano complesso ammettono uno sviluppo in serie di potenze con centro in
un (arbitrario) punto zg € C e raggio di convergenza infinito. Esse sono dette funzioni intere. Tali sono ad
esempio le funzioni:

. z b . .
P(2), €*, sinz, cosz, eF®) e . dove P(z) ¢ un polinomio.
bl b b 9 bl b b

Osservazione 8. Accanto alla (4.12)) possiamo considerare ’equazione
Uy — iUy = 0, (4.14)

le cui soluzioni sono dette funzioni anti-olomorfe. 1l loro prototipo & wu(z) = Z. Si noti che u(z) & anti-
olomorfa se e solo se u(Z) ¢ olomorfa, o anche se e solo se Su(z) + i Ru(z) & olomorfa.

4 Se D & un dominio di C, una funzione u : D — C & olomorfa se per ogni z € D esiste la derivata complessa

u'(2) = lim 7u(z+§) —u(z)

e C.
¢—0 ¢
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Capitolo 5

Equazioni del II ordine in due variabili

Le equazioni del second’ordine in due variabili indipendenti possono essere raggruppate in tre classi notevoli:
le eq. iperboliche, le paraboliche e le ellittiche. 1 prototipi di queste classi sono rispettivamente ’equazione
della corda vibrante (d’Alembert), I'equazione del calore (Fourier) e 'equazione di Laplace.

5.1 Equazione della corda vibrante
Storicamente la prima equazione alle derivate parziali & forse 'eq. di d’Alembert della corda vibrante (1760)
Utt — Uge = 0 (51)

che descrive le oscillazioni trasversali di una corda elastica tesa. La funzione incognita u(x,t) rappresenta
lo spostamento dalla configurazione iniziale, all’istante ¢, del punto della corda di coordinata xE] Possiamo
considerare il caso della corda di lunghezza infinita senza estremi, oppure quello della corda fissata ad uno
o entrambi gli estremi. Ci occuperemo qui del primo caso.

Per trovare qualche soluzione elementare della (5.1) possiamo ricorrere al metodo delle variabili separate,
cercando soluzioni reali della forma wu(z,y) = A(x) B(t). Dalla (5.1) otteniamo, per ogni A € R,

A'(z) = MA(z), B"(t) = AB(1),
da cui, posto A\ = 4 p?, ricaviamo le seguenti famiglie di soluzioni, al variare di u € R,
el ekt ehT e M cos(ux)cos(ut),  cos(ux)sin(ut),  sin(px)cos(ut),  sin(uw)sin(ut).

Ovviamente non tutte le soluzioni dell’equazione sono combinazioni lineari di funzioni di questo tipo. Per
trovare tutte le soluzioni conviene effettuare il cambio di variabili

r—t=2¢ . O0c = 0y — O
, da cui )
r+t =7 Oy = O0r + 0

tramite il quale la (5.1]) diventa
85 (anu) = 0.

Ma allora J,u = v(n) per qualche funzione v e quindi, integrando in n, w(&,n) = U(§) 4+ V(n) cioe

u(z,t) = Uz —t)+V(z+1t). (5.2)

I La (5.1) descrive anche la propagazione delle onde sonore in un mezzo unidimensionale.
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Dato che le soluzioni dipendono da una coppia di funzioni (U, V'), per individuarle univocamente dovremo
assegnare due condizioni iniziali su una curva trasversale alle due famiglie di rette caratteristiche {x+y = C}
e {x —y = C}. del resto, questo & in accordo col fatto che 'equazione considerata & del secondo ordine.

Il Problema di Cauchy consiste nel cercare le soluzioni u(z,t) della (5.1)) che verificano le condizioni iniziali

u(z,0) = up(z), ug(x,0) = uy(x). (5.3)

.....

Le funzioni {U, V'} nella (5.2)) si ricavano facilmente a partire dalla coppia dei dati iniziali. Si ha infatti:

uop(x) = U(z) + V(z) uy = U +V’ U =1 (uy—w)
{ul(x) V@) -Ux) {u1 —vi_y {V’ = L (uh+uy)

da cui, integrando,

1

UG) = 5 {uw) —/Oz w@dy} + G Vi) = ;{uo(as)—FAxul(y) dy} + Cs.

Ritornando alla (5.2)), e notando che C; + C2 =0 in quanto U + V = wyg, otteniamo allora

e.t) = Suote 0= [ wmark + pluote o+ [ )

e cioe la classica Formula di d’Alembert:

T+t
u(z,t) = %{uo(x—t)—kuo(x—kt)} + %/4 ui(y) dy . (5.4)

In altre parole la soluzione nel punto (z,t) ¢ uguale alla media aritmetica dei valori del primo dato iniziale
agli estremi dell'intervallo I;(z) = [z — ¢, © + t] sommata alla media integrale su I(z) del secondo dato
iniziale, moltiplicata per t.

Per ’equazione di tipo piu generale
Ugt — Uy = 0 (¢>0) (5.5)

la soluzione ¢ invece
xz+ct

u(a,t) = %{uo(x—ct)—i—uo(x—i—ct)} + 7/95 ui(y) dy . (5.6)

2¢ et

5.1.1 Velocita finita di propagazione

Dalla formula (5.6)) segue che, se i dati iniziali del Problema ([5.5)—(5.3]) sono nulli su un qualche intervallo
Ir(z0) = [xo — R, z0 + R], allora la soluzione u(z,t) resta nulla sul dominio

= (V, 1/c) = {(w,t):O <t < Rje, |t—mo| < R—ct},

cioé sul cono (pieno) di base Ir(zg) e vertice V = (zg, R/c), quindi di pendenza 1/¢. Nel caso particolare
in cui w3 = 0 si giunge alla stessa conclusione non appena ug(z) & nulla agli estremi dell’ intervallo Tg(xg).
Di conseguenza, se i dati iniziali hanno supporto contenuto in un intervallo I.(z¢) di raggio e, il supporto
della soluzione sara contenuto in un e-intorno del cono (rivolto verso ’alto) I'"(Vp, 1/¢), di pendenza 1/c e
vertice V' = (z9,0), e in un e-intorno delle due semirette che delimitano tale cono nel caso in cui u; = 0.
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Come vedremo pit avanti, & possibile interpretare I’eq (5.1)) nel senso delle distribuzioni. In questo ambito
piu generale ha senso assegnare le condizioni iniziali

ug(x) = o0(x — o), ui(z) =0,

dove d(x — xg) & la Delta di Dirac nel punto zg. Dalla formula di d’Alembert segue allora che la soluzione
al tempo ¢ > 0 ¢ la semisomma di due delte di Dirac concentrate negli estremi dell’intervallo I;(zg), cioé

u(z,t) = %{5(1:—(3:0—025)) + 5(3:—(x0—|—ct))}.

Dunque u(z, t) & una misura concentrata sul bordo del cono I'"(V, 1/¢). Nel caso in cui wu; # 0, il supporto
della soluzione si distribuisce all’interno del cono; ad esempio se ug =0 e u3 = §(x—xo), u(x,t) ¢ la funzione
caratteristica del cono I'"(Vp, 1/c).

11 significato fisico e il seguente: se la corda elastica viene perturbata all’istante iniziale in un dato punto
Tg, la perturbazione si propaga a destra e a sinistra di xy con velocita ¢, in particolare in un dato punto
Z # xo la corda resta imperturbata sino all’istante T = |z — z¢|/c. Se poi alla corda non si imprime alcuna

.....

5.1.2 Coefficienti variabili

Se nell’eq. (5.5)) introduciamo un coefficiente variabile ¢ = ¢(x,t), per descrivere la propagazione ondosa in
un mezzo unidimensionale non omogeneo e di densita variabile col tempo, la formula di d’Alembert dev’essere
modificata. Ora pero non esiste una formula esplicita della soluzione, neppure nei seguenti casi particolari.

g — () Ugy = 0, c(x) >0,

Ugg — () Upy = 0, c(x) > 0.

Nel primo caso possiamo cercare soluzioni particolari del tipo w(z,t) = v(z)w(t), ottenendo
w(t)v(z) = c(x)v"(z) w(t),

e quindi, separando le variabili, siamo ricondotti a risolvere due equazioni ordinarie :
W(t) = Aw(t), (@) = —— (), AER.

Nel secondo caso, dato che i coefficienti non dipendono da x, possiamo ricavare qualche informazione sulle
soluzioni effettuando la trasformata di Fourier in x, cioé definendo

w(&, t) = /OO ey (x, t) da

— 00

per ogni valore del paramero reale £ otterremo allora ’equazione differenziale ordinaria nella variabile ¢

w”(&,1) + E c(t)w(§, 1) = 0.
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5.2 Equazione unidimensionale del calore
L’equazione di Fourier in una dimensione spaziale,
Ut — Ugy = 0, t>0, (5.7)
descrive la diffusione del calore in un corpo unidimensionale a partire dalla distribuzione iniziale
u(z,0) = ug(x). (5.8)

A differenza dell’equazione di D’Alembert, che & invariante per la trasformazione ¢ — —t, la variabile ¢ &
ora sempre positiva. Chiameremo soluzione fondamentale della (5.7]) una funzione che risolva il Problema
di Cauchy con dato iniziale la Delta di Dirac, cioe:

Ut — Upy = O, t>0, (5.9)
u(z,0) = §(x). (5.10)
dove la condizione iniziale va intesa in un senso da precisarsi. Come vedremo, la soluzione u(zx,t) risulta

essere una funzione regolare sul semipiano aperto {t > 0} che diventa singolare per ¢ tendente a 0.

A partire da una soluzione fondamentale, attraverso una procedura di convoluzione, potremo trovare la
soluzione del Problema di Cauchy (5.7)(5.8) con un arbitrario dato iniziale ug(z). Cerchiamo dunque una
soluzione fondamentale dell’operatore del calore H = 9; — d2. A questo scopo osserviamo che I'equazione
di Fourier & invariante per omotetie di fattore A nella variabile x e di fattore A? nella ¢, cosicché se u(w,t) &
una soluzione di Hu = 0 nel semipiano ¢ > 0, ogni funzione del tipo

u(z,t) = u(Az, \t)
& una soluzione. Cio suggerisce di cercare soluzioni a variabili separate, cioé del tipo
u(@t) = YOUY) con y = 2%y,

Calcoliamo le derivate della u:
w = P(t) - U(x2 /t) —p(t) - U’ (a:Q/t) 22/t
ue = () U’ (xQ/t) 21/t
Ugw = D(t) - U” (xQ/t)4m2/t2 + () U (xQ/t)2/t.
Tornando all’equazione (5.7)), troviamo
v(t)

t
WOUW) = =2 {UWy+4U" )y +20' () )
Per semplificare questa espressione scegliamo la U in modo che U’(y) +4U"(y) = 0, cioé U(y) = e ¥/%.

Otteniamo allora 'equazione di Clairot v’ (t) = —(t)/2t, le cui soluzioni sono 9 (t) = C/+/t, con C € R.

In conclusione abbiamo trovato, per I’equazione del calore, le soluzioni

u(z,t) = < e /At

Vit

Si tratta di funzioni analitiche su ¢ > 0, che diventano singolari per ¢t — 07 nel punto z = 0. Si ha poi

lim w(z,t) =0, Vo #0,

t—0+
—+oo
u

Foo 2 Foo 2
/ (x,t)de = C’/ e~ /4 il/xg = C\/i/ e /2ds = CV4n, Vt>0. (5.11)
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Vogliamo ora determinare la costante C' in modo da soddisfare la condizione iniziale u(x,0) = é(x). Poiché
la Delta di Dirac ¢ una misura, ¢ naturale interpretare tale condizione come

{u(z,t)} — &6(x) per t— 0" nel senso delle misure. (5.12)

In particolare dovra aversi

+oo +oo
lim u(z,t)de = / o(z)de = 1,

t—0t J_ o
dunque la giusta costante nella (5.11)) ¢ C' = 1/v/4m, e la soluzione del Problema ((5.9)—(5.10) &
1 -
w(z,t) = — e /4, (5.13)

Vart

5.3 Equazione di Laplace sul piano

5.3.1 Funzioni armoniche e funzioni olomorfe

Le funzioni armoniche in un aperto © C R? sono le funz. reali u(z,y) che risolvono I'equazione di Laplace
Au = Ugy + Uyy = 0. (5.14)

Diversamente dall’equazione delle onde non possiamo esplicitare tutte le soluzioni della (5.14]), possiamo
tuttavia trovare varie soluzioni particolarmente semplici, quali

e*? cos(py), e sin(uy), e cos(ux), e"¥sin(ux) (neR),
x, y, 2¥ =y 2wy, 2° —3zy?, 32’y -y’
Si noti che ognuna di queste funzioni e la parte reale o immaginaria di qualche funz. olomorfa, precisamente :

e eTE L 220 28

Vale in realta un risultato di tipo generale:

Proposizione 12. Le funzioni armoniche u(x,y) su un aperto convesso € C R? sono tutte e sole le parti
reali (o immaginarie) di una qualche funzione olomorfa f(z). E|

Dim. La funzione f(z) = u(z,y)+iv(z,y) & olomorfa se e solo se le funzioni reali u,v verificano il sistema
di Cauchy - Riemann (4.13)). Di conseguenza

AU = Upg + Uyy = Uyg — Ugy = 0, AV = Ugy +Vyy = —Uyg +Vgy = 0.

Viceversa, se u(z,y) ¢ una funz. armonica possiamo trovare un’altra funz. armonica v(z,y), detta la
coniugata della u, in modo che siano soddisfatte le equazioni di Cauchy-Riemann e quindi la funzione
f = w4+ iv risulti olomorfa. Per trovare v ricorriamo alla teoria delle forme diﬁerenzialiﬁcercando una
primitiva v(z,y) della forma differenziale o = —uy(z,y)dz + ugy(z,y) dy. Ora si verifica subito che a ¢ una
forma chiusa, quindi 'esistenza di tale primitiva e assicurata dal fatto che 2 & un insieme convesso. O

2 Se {ur} e p sono misure su una o-algebra ¥ di R™, si dice che {ug} — p (k — o0) se {ux(S)} — u(S), vS € =.
Nel caso in cui pg > 0e pup(R™) < oo, questo equivale a dire che, per ogni funzione ¢(z) continua e limitata su R",

lim () duy, = / () dp.
k—oo Jrn R™
3 Data una funzione olomorfa f = u + iv, la parte immaginaria di f & la parte reale della funzione olomorfa —if.

4 Una foma differenziale o = A(z,y)dz + B(z,y)dy su Q & esatta se esiste una funz. f(z,y) tale che df = fydz+ fydy = a
(nel qual caso si dice che f & una primitiva di «), mentre « ¢ una forma chiusa se doo = —Ay + By = 0. Le forme esatte sono
sempre chiuse e quando €2 & convesso vale anche il viceversa
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5.3.2 Armoniche radiali

Dato che 'operatore di Laplace sul piano ¢ invariante per rotazioni & naturale cercare funzioni armoniche di
tipo radiale, cioé dipendenti solo dal raggio r = r(z,y) = /22 + y2. Cerchiamo dunque soluzioni del tipo

u(z,y) = U(r), dove U:[0,400[ = R.

Poniamoci sull’aperto R? \ {0}. Poiche (ry,r,) = (x/r, y/r), per ogni funzione radiale u con U € C? si ha

L Y
uw:U’(r);, Uy:U/(T);,

2 2 2 2

o x~ ! l_i —_ 77 v 4 l_yi

e = U0 5+ UO{- -5} w, =00 S+ {S-5]
e quindi
1
Au = U"(r) + . U'(r) (5.15)

Per avere Au =0 dovra aversi U” +U’/r =0, da cui U’'(r) = C/r, e quindi
U(r) = Clogr + C'.

Ne risulta in particolare che le sole funzioni armoniche radiali su tutto il piano sono le costanti.ﬂ
Con un calcolo un po’ piu laborioso, troviamo ’espressione del Laplaciano in coordinate polari. Scrivendo

u(z,y) = u(rcosf, rsinf) = U(r,0),

otteniamo
U, = ugycosf + uy,sind, Up = uy(—rsinf) + u,rcosb,
Upp = Ugy cOs? 60 + 2Ugy cos Osing + uy, sin? 0,
2 ;2 2 : 2 2 ;
Upg = Uger"8Iin" 0 — 2ugy 7 cos@sind + uy, r°cos” 0 — (uxrcosﬂ+uyrsm9),
e quindi

-2 —1
Upp + 1777 Upg = Ugy + uyy — 1 " U,

In conclusione:

1 1
Au =U,., + - U, + - Uy - (5.16)
T T

5.3.3 Soluzione fondamentale in R?

Abbiamo visto che le funzioni del tipo u(x,y) = C logr sono, a meno di costanti additive, le sole armoniche
radiali su R?\ {0}. Vale inoltre questa importante proprieta: scegliendo C' = 2, risulta

A(% 1ogr) = d(x,y). (5.17)

Osservazione 9. Le soluzioni in R™ dell’equazione Au = § si dicono soluzioni fondamentali. Come
vedremo piu avanti, a partire dalle soluzioni fondamentali con un procedimento di convoluzione, si possono
trovare le soluzioni dell’equazione di Poisson Au = f(z) per un’arbitraria sorgente f(x).

5 La funzione logr & armonica sul dominio Q2 = R?\ {0}. Essa ¢ la parte reale della funz. logz = log|z| + iArg(z) che &
olomorfa sul piano complesso privato della semiretta {z : Sz = 0, ®z < 0} ma non & olomorfa su tutto 2. Dunque non esistono
funzioni olomorfe su 2 con parte reale uguale a logr. Cio non contrasta colla Prop. @ dato che Q non & convesso.
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L’eguaglianza (5.17)) va intesa in senso debole (o senso delle distribuzioni) ciog, detto CS°(R?) lo spazio delle
funzioni di classe C™ a supporto compatto su R2,

// A(5 logr) - pley)drdy = {5, ¢) = ¢(0,0), Vo eCP(R). (5.18)
R2 T

Ma anche quest’ultima formula necessita di qualche spiegazione, infatti log 7 non e un funzione regolare su
R?, per cui A(log r) non ¢ definita come funzione: per dare un senso alla dobbiamo ricorrere alle
derivate distribuzionali (che saranno trattate approfonditamente pilt avanti) e cioé "scaricare” il laplaciano
dalla distribuzione logr sulla funzione test ¢(x,y). Precisamente dimostreremo il seguente fatto:

Teorema 11. [soluz. fondamentale del Laplaciano| Per ogni funzione ¢ € C5°(R?) si ha

1
/ o logr - Ap(x,y)dxdy = ¢(0,0). (5.19)

R2 4T

Dim.lﬂ Osserviamo anzitutto che la (5.19) ha senso: infatti logr(z,y) & integrabile su ogni palla Br C R?
di centro l'origine e quindi sta in Li _(R?), e I'integrale nella (5.19) si svolge sul supporto di ¢ che & un

loc

compatto di R2. Notiamo poi che per ogni f € L'(Bg) risulta
fdx = lim fdzx
Br =0 Jo(e,R)

dove C(e, R) = Bpg\ B: ¢ la corona circolare di raggi € ed R. Dunque, la (5.19) equivale a dire che

1
lim // —logr - Ap(z,y) dedy = ¢(0,0), (5.20)
C(e,R) 27

e—0
per R abbastanza grande da avere Bg D supp(p). Per provare la (5.20)) ricorriamo al seguente

Lemma. Per ogni coppia di funzioni, u(x,y) = U(r,0), p(x,y) = ®(r,0), di classe C? su R?\ {0}, risulta
r=R

//C(E,R) (uAp —pAu)dzdy = [/0%7‘ (U®, —@U,)(r,0)do . (5.21)

r=¢£

Dim. Consideriamo la funzione
ulbp —pAu = f(z,y) = F(r,0).
Dall’espressione (5.16]) del laplaciano in coordinate polari ricaviamo :

F(r,0) = (U®,, —@Uy,) + r ' (U®, —@U,) + 772 (U Pgyg — © Ugo)
0

= a(U@—@UT) +r (U@, —@U,) + 12 (UPgy — 0 Upy)
- *12 _ 722 _
=t fr e, —eu) ) +r S {r (U —oU) |

= Fl(raa) + FQ(Tae)a

da cui, notando che fo% Fy(r,0)d0 = r=2[r (U ®p — @ Ug)]zzéﬁ =0 per ogni r, segue

r=R

27 rR 27 rR 2m
// f(x,y)dmdy:/ / rF(r,G)drd@z/ / rFy(r,0)drdd = {/ r(U@T—éUr)dQ] O
C(e,R) 0 Je 0 Je 0 r=e

6 Pit avanti calcoleremo le soluzioni fondamentali del laplaciano in dimensione arbitraria, per ora presentiamo una
dimostrazione elementare della (5.19) basata sulle coordinate polari in R2.
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Dim. della (5.20): Fissata una funzione test ¢ € C§°(IR?), applichiamo I'identita (5.21)) alla funzione
u(z,y) = U(r,0) = (2m) 'logr,

sulla corona con C(g, R), dove R ¢& cosi grande che Bgr D supp(f). Poiche¢ Au = 0 su C(e, R), si ha
r(U®, —®U,) =0 per r = R, mentre U, = 1/27r. La (5.21) diventa allora

//C(sRuAtpdmdy——/27r {logs ®,(g,0) — ®(e,0) - }d@.

Per ¢ — 0, troviamo:

{/ uA<pdxdy} — // uAp dxdy,
C(e,R) R?

{eE0)} - 00,
{(I%(s,@)} —  (0,0) cosf + ¢,(0,0) sind,

e quindi, poiché eloge — 0, otteniamo la ((5.20). Questo completa la dimostrazione del Teorema O]
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Capitolo 6

Richiami di Analisi geometrica

6.1 Curve nello spazio

Un arco di curva regolare nello spazio a tre dimensioni ¢ un insieme v C R? costituito dai punti di coordinate

(6.1)

N R
I
S 6
N
~

dove (
¢ = (@17@27@3) : [aab] — RS

¢ un’applicazione di classe C' sull’intervallo aperto Ja,b|, continua su [a,b] e tale che
[S()]° = A0+ b () +¢4(t)* > 0, Vitelab]

1l versore ¢(t) /|¢(t)| & il vettore tangente alla curva nel punto ¢(t), il suo verso definisce il verso di
percorrenza della curva. L’elemento di lunghezza della curva ~ e

ds = |9(t)] dt,

quindi la lunghezza totale di ~y e integrale curvilineo di una funzione g : v — R sono rispettivamnete :

b= [Cowla [ gds = [ glow) o).

Quest’ultimo integrale ¢ invariante per cambiamenti di parametro, cioé non cambia se si sostituisce ¢(t) con
B(s) = ¢(6(s)), a < s < S, dove 0 : [a,B] — [a,b] & una funzione bigettiva con 6'(s) > 0. Si puo dare
una nozione pit generale di curva richiedendo che per ogni punto di ~ esista un intorno V' C R? ed una
¢ : [a,b] — R3 con ¢(t) # 0 per cui la rappresentazione valga limitatamente ai punti (x,y,z) € V.

Osservazione 10. (forma cartesiana) Ricorrendo al Teorema del Dini si prova che ogni curva v C R3
puo essere posta localmente[ﬂ in forma cartesiana, cioe descritta come ’ins. degli zeri di due funzioni reali

f2 (LU, Y, Z) =0
che in ogni punto della curva,verifichino la condizione di rango massimo
axfl ayfl azfl)
= 2. 6.3
rango <8$f2 ofs 0.t (6.3)

1 cioe in un opportuno intorno di ogni suo punto.
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La (6.3) equivale a dire che i due vettori Vfi(z,y,2) e Vfa(x,y,2) sono linearmente indipendenti, il che
significa che le due superfici 31 = {f; = 0} e 33 = {fo = 0} sono trasversali, cioé hanno piani tangenti

diversi in ogni punto in comune. Grazie al Teorema del Dini, si dimostra anche il viceversa: ogni curva
cartesiana del tipo (6.2]) — (6.3) puo essere localmente scritta in forma parametrica, cioé nella forma (6.1).

Osservazione 11. (curve in R™) Analogamente al caso tridimensionale, si chiama arco di curva in R™,
con n > 2, un insieme del tipo

v o= {xeR”:x:¢(t)},

dove ¢ : [a,b] — R™ & un’applicazione continua, di classe C' su ]a,b|[, tale che ¢(t) # 0. La forma cartesiana

si ha scrivendo v come luogo degli zeri di n — 1 funzioni fi, -, fr—1 : Q — R, dove Q C R”, tali che la
matrice jacobiana D f(x), che ¢ una matrice (n — 1) x n, abbia rango massimo in ogni punto, cioé
Afi
rango )l =n—1, Vre-y.
g [ oz, ( )] gl

6.2 Superfici nello spazio

11 prodotto esterno (o vettoriale) di due vettori A, B € R3 ¢& il vettore A A B € R? che ha per componenti i
minori 2 X 2 della matrice col {A, B} con segni opportuni. Precisamente poniamo :

a by ai b azbs — asbe
A= as ) B = bg , col {A, B} = as b2 y ANB = a3b1 - (Zlbg
as b3 as b3 albz — a2b1
1l vettore AA B & ortogonale ai vettori A e B, ed & nullo se e solo se tali vettori sono linerarmente dipendenti,
il suo modulo |A A B| & uguale all’area del parallelogramma di R® di lati A, B.

Una superficie ¥ C R? & un insieme rappresentabile localmente nella forma

x = p(u
y = (u,v) (6.4)
z =X

dove ¢ = {p,v,x} : D — R3 & un’applicazione di classe C! su un dominio D C R? e continua su D, la cui
matrice jacobiana D¢ ha rango massimo, cioe

Pu(u,v)  pu(u,v)
rango | ¥, (u,v) Py(u,v) | = 2, Y (u,v) €U. (6.5)
Xu (U, v)  Xo(u,v)

In altri termini, considerati i tre minori

M = '(z)uXU - "/)1)Xu7 My = XuPv — XvPu s Mz = @uﬂ}v - @kuv
richiediamo che
09 99 2 2 2
W(u,v) = %(u,v) A %(u,v) = < Mi(u,v)* + Ma(u,v)” + Ms(u,v) > 0.

Dato che 0¢/0u e 9¢/Ov sono i vettori tangenti alle curve
t = o(tv), = d(ut),
la condizione (6.5]) afferma che questi due vettori sono linearmente indipendenti in ogni punto (u, v), e quindi

che la superficie ¥ possiede in ogni suo punto un piano tangente: quello generato dai due vettori.
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Per quanto detto sopra sul modulo del prodotto interno di due vettori, ¢ naturale interprentare
dS = W(u,v)dudv

come 'elemento di superficie nel punto X = ¢(u,v) € ¥. Conseguentemente, 'area della superficie > e
I'integrale su ¥ di una funzione ¢: ¥ — R sono rispettivamente dati da:

area (%) — //DW(u,v)dudv, /EgdS’ _ //Dg(go(u,v),w(u,v),x(u,v)) W (u, v) du do

Accanto alla rappresentazione parametrica (6.4), una superficie puo essere puo essere rappresentata (local-
mente) nella forma cartesiana:

= {(z,9,2) : f(z,y,2) = 0} (6.6)
dove f: Q — R, con 2 C R", & una funzone C! tale che Vf(z,y,2) # 0 in ogni punto di ¥. Il Teorema
del Dini consente di passare (localmente) dalla forma parametrica a quella cartesiana e viceversa.

Notiamo che, per ogni curva v C ¥ passante per un dato punto X € X, il vettore tangente a v in X &
ortogonale al ettore V f(X); dunque quest’ultimo & un vettore normale a X. 1l verso di V f(X) determina
I'orientamento della superficie.

Osservazione 12. (superfici di tipo grafico) Sia x(z,y) una funzione reale definita su un dominio
D C R? e supponiamo che Vx(z,y) # 0 in ogni punto (z,y) € D. Il grafico di x, cioé I'insieme

Y= {(z,y,2): 2 = x(z,9)},

¢ una superficie con parametrizzazione ¢ : (z,y) — (2,9, x(z,y)). I minori M;, Mo, M3 della matrice D¢
SONO Xz, Xy 1, quindi Uintegrale su ¥ di una data funzione g(z,y, z) &

[ats = [ slevx@n) ey, dove W) = \[@@axgEn 1. 60)

Esempio 6. [sfera] La classica parametrizzazione della sfera S, di raggio r & fornita dalle coordinate polari

x = 7 sinf cosp
y = rsinfsing
x = r cosf

dove 0 <0 <7, 0< ¢ <2r. Consemplici calcoli si verifica che ’elemento di superficie & dS = r?sin 6 df dyp,
quindi l'integrale di una funzione g¢(z,y,z) su S, &

2w pm
// gdS = / / g(sinf cos, sinf sin g, cosf) r?sinfdf dy. (6.8)
s, o Jo

D’altra parte, se spezziamo .S, nell’emisfero superiore e in quello inferiore, possiamo applicare su ciascun
emisfero la formula con x(z,y) = £4/1% — (22 + y?) ottenendo un’altra espressione dell’integrale di g:

//SrgdS = //DT {g(m,% \/m> +g(x,y,—m)} " drdy (6.9)

r?— (2% +y?)
dove D, = {(z,y) : 2* + y* < r?}.

6.3 Ipersuperfici

Nello spazio euclideo R™, I'analogo delle superfici (di R?) sono le ipersuperfici, cio¢ le varieta di dimensione
n — 1. La rappresentazione piu semplice di un’ipersuperficie ¥ & quella cartesiana :

S ={zeQ: f(z) =0},
dove Q & un aperto di R", f:Q — R una funzione C' tale che Vf(x) # 0 per ogni z € 3.
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Riarrangiando le variabili possiamo ridurci (localmente) al caso in cui Q@ = U x ]a, 8] & un cilindro e
fu, () #£0, VereX. (6.10)
Il Teorema del Dini assicura allora che ¥ ¢ il grafico di una funzione ¢ : U — R di classe C!, cioe
S={zeQ: z, = ¢(@)}, dove @' = (z1,...,0,-1) € U.

In particolare vale ’eguaglianza
(@, o)) =0, vVa' e U,

da cui, derivando rspetto a z; (j =1,...,n — 1), ricaviamo

@)

(,Ozj(l’) = fx,,b(l‘/,(,p<$,)>

Per passare alla forma parametrica, basta prendere

Iy = ux
Tp—1 = Unp—1
T = Lp(ulv"'vunfl)

Un semplice calcolo mostra allora che Ielemento di misura (n — 1) - dimensionale su ¥ & dato da
2 _ |Vaf(a',0(2")]
W(z') = V<pa:’2—|—1} =
@) = {[ve| e (00|
dove Vi = Vo p(x'), cosicché, posto Vf =V, f(x), U'integrale di una funzione g : ¥ — R & definito da:
~1
[ads = [ alal ol@) [V o) | oo ol )|

11 vettore V f(z) & ortogonale ai vettori tangenti di tutte le curve giacenti in ¥ che passano per il punto
z € ¥, dunque & un vettore normale a ¥. Ora lo spazio tangente a ¥ nel punto z ha dimensione n—1 (infatti
contiene i vettori tangenti alle n — 1 curve coordinate passanti per z, che sono linearmente indipendenti),
pertanto, a meno di dilatazioni, V f(z) & 'unico vettore normale a ¥. Per quanto riguarda il verso, il vettore
Vf(x) & diretto verso laperto {z : f(x) > 0}, cioé ha la stessa direzione di crescita della funzione f(z).
In particolare, se I'ipersuperficie 3 decompone lo spazio R™ in due aperti connessi D = {z : f(z) < 0} e
D' = {x: f(x) > 0}, di cui il primo limitato[]] il vettore V f(x) & diretto verso I'esterno del dominio D. Per
tale motivo ci si riferisce a V f(z) come al vettore normale esterno a X

Normalizzando, otteniamo la normale esterna a ¥ nel punto x :

Vf(z)
v(z) = =—————=.
IV f(2)]
Nel caso particolare in cui ¥ & un grafico di x,, rispetto alle variabili ' = (z1,...,2,_1), risulta f, =1 e

dunque il vettore v(x) & diretto verso alto.

2 cid accade ad esempio nel caso in cui f(z) tende a +o0o per |z| — oo.
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6.4 Varieta k-dimensionali di R"

Abbiamo introdotto le curve e le ipersuperfici di R™, ora definiamo le varieta k-dimensionali per ogni intero
k con 1 <k <n—1. Premettiamo alcuni semplici fatti di algebra lineare:

Dati k vettori Vi,...,Vi € R", con V; = (vj1,...,vjn), consideriamo la matrice n x k
V11 cee o Uk
col{Vi,... i} = | : . (6.11)
Vin --- Ukn

Per k =n, la (6.11)) &€ una matrice quadrata con determinante diverso da zero se e solo se i vettori { V;} sono
linearmente indipendenti: in tal caso questi vettori formano un prisma di R™ con misura n-dimensionale

W, = |det (col{Vl,...,Vk}H.

Se k < n, ivettori Vq,...,V, sono linearmente indipendenti se e solo la matrice ha rango k,
cioe quando fra tutti i suoi minori di ordine k£ ve ne ¢ qualcuno non singolare. Indicando tali minori con
Miy,...,M,, dove v = (2), vediamo che il prisma k-dimensionale che come spigoli i vettori V; ha misura
(k-dimensionale)

Wi = (MZ+- 4+ M2)V2 (6.12)
Un ins. M C R™ & una varietd regolare k-dimensionale se & localmente rappresentabile nella forma
1 = o1(u1, ..., up)
(6.13)
Ty = op(uy,. .. ug)

dove le ¢, sono funzioni reali di classe C! su un intervallo aperto U C R", continue su U e tali che la
matrice jacobiana (n x k) dell’applicazione

¢ = (p1,...,0n) :RFE SR

verifichi la condizione di rango massimo:

i
rango { L4 (u)} =k, Vu=(ug,...,up) € U. (6.14)
8’[1,]‘
Se consideriamo le k curve coordinate su M passanti per un dato punto « = ¢(uy,...,u,) € M, cioé

¢(1) tto— ¢(t’u27"'7un)

¢(k) AN ¢(u13u27"'7t)
vediamo che la (6.14]) significa che i relativi vettori tangenti

06 00

Fu D 5O (6.15)

sono linearmente indipendenti in R™, cioe M ha in ogni punto uno spazio tangente k-dimensionale.
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n

Detti Mp(u), h=1,...,v, dove v = (}), i minori k x k della matrice jacobiana (9¢;/0u;) (u) e posto

1/2

W(u) = (Mi(u)?+---+ M, (u)?) "7, (6.16)
Pelemento di misura k-dimensionale sulla varieta M ¢ definito da
dpr, = W(u)duy - dug,,

pertanto la misura k-dimensionale di M e 'integrale di una funzione g : M — R sono dati da

ur (M) = /UW(U) duy - duy, /Mgd,uk = /U g((d(w) W (u)duy -+ duy .

Una varieta regolare M in forma cartesiana € un ins. di punti « € Q, Q aperto di R", che puo descriversi
(almeno localmente) come 1’ insieme degli zeri di n—k funzioni f; : @ — R di classe C!, cioé scriversi come

fl({E) =0
e (6.17)
fnfk(m) =0
dove le f;(x) verificano la condizione di rango massimo:
rango [8fi (x)} =n-—k, VeeM. (6.18)
Ba:j

Anche qui, grazie al Teorema del Dini, si puo passare dalla forma parametrica a quella cartesiana e viceversa.

Notazioni
Sia  un aperto di R™ e D un dominio limitato con chiusura D C €. 1l gradiente di un campo scalare
u: D — R ¢ il campo vettoriale:

Vu(x) = (uzl7~~'7u$n)7

la divergenza di un campo vettoriale F = (f1,..., fn): D — R™ & il campo scalare
. f1 Ofn
div F - 2J1 e 2T
VP(@) = g @) + et 5 @)

Notiamo che
divVu = Au.

Indicando con 0D la frontiera di D (che sotto ragionevoli ipotesi & una ipersuperficie di R™) e con v(z) la
normale esterna a D nel punto x € 9D, per ogni funzione regolare f: D — R poniamo
of

() = Vf(z)-v(z) (derivata normale di f nel punto x € D),

v
° /éf(as)dx = ﬁ@/l)f(x)d:ﬁ
1

(y)dS(y) = f(y)dS(y),  mu_1(0D) = f dS(y),

an mn—1(0D) Jop oD

dove dS & la misura (n — 1)-dimensionale su 0D .
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6.5 Formula di Gauss-Green

Per ogni dominio limitato D C R™ ed ogni campo vettoriale F : D — R", vale l'identita

/D div F(z)dx = / F(z)-v(z)dS(z).

oD

Dato che Au =divVu, div(p F) = ¢ divF + Vg - F, possiamo scrivere
o A% — ¥ Ap = {div(pAv) - Vi T} — {div(yVe) - Vi - Vo) = div(p Vi~ V),

e otteniamo, per ogni ¢, : D — R di classe C?, la seguente variante della Formula di Gauss-Green :

/D(wAw—wAcp)dwz/ ( gqf gw)ds (6.19)

Osservazione 13. In Fluidodinamica, data una ipersuperficie orientata ¥ C R"”, la quantita

/F-Z/dS
N

cioe 'integrale della componente normale di F'(z), rappresenta il flusso del campo F(x) che attraversa X.
Se divF = 0 il fluido ¢ incomprimibile e la formula di Gauss-Green dice che il flusso entrante nel dominio
D & uguale al flusso uscente, cio¢, dividendo idealmente D in due parti con frontiere ¥~ e YT, risulta

/F~1/dS:/ F-vdS.
s+ -

Si noti che qui la superficie ¥~ & orientata in modo opposto rispetto a X1, cosicche

/F~z/dS:/ F-vdS — F-vdS.
b o+ -

6.6 Formula della co-area

Per ogni funzione continua f :R™ — R si ha

aaT/Bdex_/aBrde, (6.20)

/dea::/op{/&de}dr. (6.21)

P

o0, equivalentemente,

Dim. Eseguendo il cambiamento di variabili x = ry, e applicando la formula di Gauss-Green, troviamo

or | s@ae = 5 [ geperay = wn=t [ gy + [ 50,5 oy
= nr- /Bf(x)dx + 7"71/ Z 0;f (z)z;dx = nril/ fdx + Ti/ {Z 0; (f(x)z;) —nf(x )}dw

r/Jg”Zaj(f( zj)dr = r~ /Zf x) x;v;(x) dS(x /Zf z)vj(z)? dS(x /f )dS(z
cioéla.

Osservazione 14. Nei casi n = 2, 3, la ([6.21)) si pud anche ottenere passando a coordinate polari o sferiche.
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Notazioni

Se wy, € vy, sono le misure n dimensionale della palla unitaria e (n — 1) dim. della sfera unitaria di R™, cioe
Wn = mﬂ(Bl)7 Tn = mn—l(aBl)7

dalla formula della co-area deduciamo che
Vo = MWy . (6.22)

In particolare, per n = 2,3 risulta:

wy = T, Yo = 2w, ws = (4/3) 7, v3 = 4r.
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Capitolo 7

Equazione di Laplace in R"

L’equazione di Laplace (~ 1790)
Au = Ugpy + ..o+ Ug e, =0

descrive le soluzioni stazionarie (cio¢ indipendenti dal tempo) dell’equazione del calore. Nel caso non
omogeneo, cio¢ in presenza di una sorgente f(x), abbiamo ’equazione di Poisson:

Au = f(z)

7.1 Soluzione fondamentale

Estendendo quanto fatto in precedenza nel caso bidimensionale, costruiremo ora una soluzione fondamentale
E, (x) del Laplaciano in R"™, cio¢ una soluzione dell’equazione di Poisson dove la sorgente ¢ la delta di Dirac:

AE,(z) = §(z). (7.1)

Essendo §(z) = 0 sull’aperto R™\ {0}, E,(z) dovra essere una funzione armonica su tale aperto, dunque
per ragioni di simmetria cercheremo FE, (z) fra le funzioni armoniche radiali :

E,(z) = o(r) r = lz|>0.

Dato che 0,7 = x;/r, infatti 2z; = 8%7"2 = 27 9y, 7, troviamo:

Lj
8a;jE'n = 410/(7") Ta
028, = ') (B) + ¢t + (-5
T r r J r3)’

da cui, sommando per j =1,...,n,

AEn(JJ) _ (p/l(r)_’_n@r(rr) o (p;g?") _ SDH<T) + (TL— 1) SO;ET)'

Pertanto, affinché E,, (x) sia armonica su {z # 0}, la funzione ¢ (r) = ¢'(r) dovra soddisfare 'equazione

¥(r)

W(r)+(n—1) =0 (r#0),

che ha per soluzione




In conclusione, a meno di costanti additive le funzioni radiali armoniche su R™\ {0} sono tutte e sole le funz.

Cs log |x| se n=2,

E,(z) = o (7.2)
— se n>3.
|:L.|n72

Osservazione 15. Consideremo le funzioni E,(z) come elementi dello spazio Li (R"™). 1l fatto che
AE,(z) = 0 sull’aperto {z # 0} non assicura che E,(z) sia una funzione armonica su R", per lo stesso

motivo per cui la funzione di Heaviside non & una funzione costante pur avendo derivata nulla per ogni x # 0.

Teorema 12. [soluzione fondamentale] Scegliendo nella (7.2)) le costanti

@:%, n:m, (7.3)
otteniamo una soluzione debole dell’equazione
AE,(z) = d(x) su R™,
il che significa che
En(z) Ap(z)dr = (0,0) = ¢(0), Ve elF(R"). (7.4)

R3
Dimostrazione: Fissata ¢ € C§°(R"), notiamo che E,(z)Ap(z) € L*(R™) e dunque

E,(x)Apdr = lin(l) I dove I, = E,(x)Ap(z)dz, BS=R"\B..
E—

R3 Be

Applicando la formula di Gauss-Green (6.19)) alla corona sferica 2 = Br \ Be, dove Bg ¢ una palla di R"™
abbastanza grande da contenere il supporto di ¢, possiamo scrivere:

0 o)
IE=/ 0 AE, dr — En—‘”ds+/ oM a4s = J. 4 a. + B
Be oB. OV oB. Ov
dove v(z) = x/|z| ¢ la normale esterna a B (cioé¢ —v(z) ¢ la normale esterna a Q) nel punto = € 9B..
Essendo AFE,, =0 fuori dell’origine, risulta J. = 0; stimiamo allora le quantita «. e .. Dato che dp/dv

¢ una funzione continua e quindi limitata su By, esiste M > 0 per cui |(dp/dv)(z)] < M su 9B, Ve <1,
dunque dalla ([7.2)) ricaviamo:

M Cs loge - 27e se n=2,
=
n n—1
En_2-'yn€ se n >3,

e quindi, in ogni caso,
lim o, = 0.
e—0

Per quanto riguarda . osserviamo che, per |z| = ¢, si ha

n

T 2 -1 se n=2,
@ =Y @) = ) = {C : (7.5)

0 = Oz; | 2| ap —Cp(n — 2)5_(”_1) se n>3,
pertanto
02271'][ pdS se n=2,
ﬂg _ 9B ()
—Cn(n—Z)'yn][ wdS se n>3.
9B (x)
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Passiamo al limite per e — 0: dato che (z) & continua nell’origine, risulta

lim . dsS = ¢(0),

e quindi:

2 0 _
lim I, = lim 8, = Cs2m ¢(0) se n ,
e—0 e—0 —Cn(n — 2) Tn (p(O) se n>3.

Per ottenere la (|7.4]) bastera allora scegliere le costanti C,, come nella (|7.3]).
In conclusione abbiamo trovato la seguente soluzione fondamentale del laplaciano in R™:
1 log || 2
— log |z se n=
o g )

E,(z) =
-1 1

n(n—2)w, |z|"2

se n>3.

Per avere una soluzione dell’equazione di Poisson
Au(z) = f(z) su R"

con f(z) regolare e a supporto compatto, bastera prendere la funzione

u(@) = (Bn* f)(z) = / Eo(y) f(z—y)dy.

n

In particolare, nello spazio fisico R? si ha

Boe) = o ule) = o /)

" drfa]” A7 Jpa |z —y|

(7.8)

(7.9)

Osserviamo che non vi sono problemi di definizione per la funzione u(x); infatti f(x) & a supporto compatto,
cosicche, per ogni x, la funzione integranda si annulla per |y| sufficientemente grande, mentre E,, (y) appar-
tiene a L (R™), quindi I'integrale in (7.8) converge per ogni fissato valore di . Dal Teor.|§| segue poi che

u(r) & una funzione di classe C* purche f(x) sia di classe C* e a supporto compatto.

Teorema 13. [equazione di Poisson] Per ogni f € CZ(R") la funzione (7.8) appartiene a C*(R") e

risolve l'equazione di Poisson ([7.7)).

Dim.: Dato che AFE, = 0 possiamo ricorrere alle seguenti proprieta della convoluzione:

dxf=f,  0%exy) = (0%)x = ¢ (),
per concludere, almeno formalmente, che

AE,xf) =AE,xf =dxf = f.
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Per giustificare questa dimostrazione occorre pero fare uso delle derivate deboli (vedi pitt avanti). Se vogliamo
dare una dim. classica, possiamo seguire la traccia della dim. del Teor. e procedere in questo modo:

Essendo f € C?, E, € L}, sappiamo che 8jzu = (E, * 8J2f) e quindi
Au(z) = (B, x Af)(x).

Siccome f e una funzione a supporto compatto, per ogni dato x € R™ possiamo fissare una palla Bg cosi
grande che f(z —y) =0 per |y| > R; ma allora, dato che A,[f(z —y)| = Ay[f(x — y)], troviamo:

Au(z) = : En(y) Az [f(x —y)] dy = ; En(y) Ay [f(z = y)] dy = lim I-(2)

dove
L@ = [ EG)AE -y dy.
BR\Ba

Per ogni dato x € R™ applichiamo ora Gauss-Green (6.19)) alla corona Q = Bg \ B. C R} con
e(y) = En(y), ¥(y) = flz—y).

Tenendo conto che la normale esterna ad 2 su dB. & rivolta verso 'origine, troviamo:

L@ = [ e-nama+ [ BmEe-nasw - [ se-nE

OB, 81/
= J.(z) + ac(x) + Be(x).

dove v ¢ la normale rivolta verso l'origine. Dobbiamo ora calcolare il limite di I.(z) per ¢ — 0:

(y)dS(y)

Il primo dei tre addendi di I.(z) & nullo poiché AE, (y) =0 fuori dall’origine. Il secondo addendo si stima
esattamente come nel Teor.[12:

M loge - ¢ ,n=2,

o < M

o) < e L n>3,
n—2

cosicché lim. ¢ a(z) = 0. Consideriamo infine il termine
OFE,,

Be(z) = — fle—y) — = (y) dS(y).

0B, v

Poniamoci dapprima nel caso n > 3. Dato che v(y) = —y/|y| ricaviamo, sempre dalla (7.2)), che

0E, . OE, . Cu(n—2)
O (y) - 3p (y) - ‘y|n71 )
e quindi, per |y| =¢,
_ OE, o _Cn(n_2) - _ _Cn(n_2) / ’
a0 = = [ ey Grwasw = -0 | sepasw) = 205 [ saas).

Per concludere che {I.(z)} — f(x), mostreremo che {f.(x)} — f(x) se si sceglie C,, in modo da avere

Cn(n—2) -1
gn—1 o mn_l(ﬁBs) ’

cioe




Con tale scelta si ha infatti

bu0) = f 1) dS0)
9B: ()
e quindi, grazie alla continuta di f nel punto =z,

ilg% I(z) = 213(1) Be(x) = f(x)

da cui la nostra tesi:
Au(z) = (E*xAf)(z) = f(z).

Il caso n = 2 si tratta in modo analogo: basta osservare che ora

OE OE C . ¢
oo s O pw= -2 [ - nas
per cui conviene scegliere Cy = —1/27. O

7.2 Proprieta delle funzioni armoniche

Teorema 14. [media] Se u(z) é armonica su un aperto Q@ di R™, per ogni palla B, (xo) C Q risulta:

][ u(z)dS(z) = ][ u(z)dr = u(zg). (7.11)
9B ( By (zo0)

xo)

9
o { ]égr(if)(z) dS(:c)} ~ 0.

Per eseguire la derivata rispetto ad r conviene effettuare il cambiamento di variabili © = zg + ry in modo
da rendere il dominio d’integrazione indipendente da r:

ﬁ M@%®F=1A&Mm+wﬂﬂw5f]M%+wﬂﬂw

Br(xo) "}/,n 9B

Dim. Cominciamo col provare che

Derivando troviamo

% {]éBlu(:ro +ry) dS(y)} = ]laBIVu(xo +ry) -y dS(y),

da cui, scambiando la derivata con l'integrale e applicando Gauss-Green (la normale esterna & (z — ) /r),

0 T — X

or {ngT(wo)U(m) dS(x)} ~ Jos, Vu(zo +1y) -y dS(y) = ]QBT(J;O)VU(%). — dS(x)

= ][ Vu(z) - v(z)dS(z) = ][ Ou (x)dS(xz) = 0,
OB, o

0) By(z0) OV

cioe, per qualche costante C,

]é u(z)dS(z) = C.

B, (zo)
Ma allora, dato che u(z) ¢ continua in x = xq,

][ w(@)dS@) = tim 4 u()dS(@) = u(zo).
OB (zo

) 720 JoB,(z0)

Resta solo da dimostrare che
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Sfruttando la formula della co-area, e la parte gia provata della (7.11)), troviamo

/ u(z)de = / {/ u(x)dS(x)}dp = CT—7
B, (zo,r) 0 0B, (z0) "

per qualche costante C, per cui
][ u(x) dx = costante.
B,.(

zo)

Passando limite per » — 0, ed usando ancora la continuita di u(x) in xg, conseguiamo la tesi. O

Corollario. [principio del massimo]| Se Au =0 in un aperto Q di R™, per ogni aperto D CC  risulta

a = ma .
rzneg u(z) max u(z)

In altre parole, ogni funzione armonica in D assume il suo valore massimo sul bordo di D.

Dim. Possiamo supporre che D sia un aperto connesso. Sia M = max {u(z) : & € D}. Se M = u(xg) per
qualche xg € D, per ogni palla B,.(z¢) C D avremo (per il Teor. della media)

][8 u(z)dx = M,

BT(;CO)
e quindi, essendo u(x) < M per ogni x, si ha necessariamente u(z) = M su B,.(zg). Dunque u(x) risulta
costantemente uguale ad M in un intorno del punto xy. A questo punto con un ragionamento topologico

(Pinsieme degli x € 2 in cui u(xz) = M ¢ al tempo stesso chiuso ed aperto) concludiamo che u(x) = M su
tutto €. O

Osservazione [formula di Cauchy| Sia f(z) una funzione olomorfa in un intorno di un dominio D, e
sia zg un punto interno a D. Allora, se I' ¢ il bordo di D orientato in senso antiorario, vale I’eguaglianza

) = 1 1(2) dz .

21 Jp 2 — 2o

f(Zo

Nel caso in cui D sia un cerchio, posto z = x + iy e f = u + iv, da questa formula possiamo ritrovare il
teorema della media per le due funzioni armoniche u(z,y) e v(x,y).

66



Capitolo 8

Equazione di Fourier

Abbiamo trovato in precedenza la soluzione fondamentale del’equazione del calore in una variabile spaziale;
consideriamo ora il caso multidimensionale e cioe, se A = A, ¢ il laplaciano su R", il problema di Cauchy

u —Au = 0
{u(:c,O) = (z). (8.1)

Per affrontare questo problema faremo ricorso al metodo dei mollificatori.

8.1 Mollificatori

Definizione 11. Si chiamano mollificatori una famiglia {pe(z)}e>0 di funzioni C*>° su R™ tali che

i) pe(x) 20,
i) [oa)de =1,
i) lim pe(x)dz =0, VJ§>0.

=20 )25

e Mbollificatori di Friedrichs
p(z/e)

pe(x) = 7& / o

dove p(z) ¢ una funzione non negativa, di classe C* nulla per |z| > 1 e non identicamente nulla, e.g.
-1
exp () , lz] <1,
plr) = 1—zf?
0 , x| > 1.
¢ Mollificatori di Gauss

1 e_|$‘2/48
pE(LE) = (471’)"/2 on/2

Per i mollificatori di Friedrichs le tre condizioni (4), (i¢), (i) sono ovviamente soddisfatte. Per i mollificatori
di Gauss le (4), (i7) sono ovvie; per provare la (i) fissiamo ¢ > 0 ed eseguiamo la sostituzione y = z/+/c:
dato che {6/} — 400 e la funzione e~v*/4 & sommabile su R™, otteniamo

5—n/2/ e—\xlz/‘lfdxz/ e Wy — 0 per ¢ — 0.
|z|>6 lyl >6/ve
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Osservazione 16. I mollificatori di Gauss sono delle funzioni analitiche, quindi forniscono una regola-
rizzazione analitica quando vengono usati nella convoluzione. I mollificatori di Friedrichs sono funzioni a
supporto compatto e qundi non possono essere analitici, essi hanno pero il vantaggio di potersi “convolvere*
con funzioni di L{ (R™) a crescita arbitrariamente grande all’infinito.

Teorema 15. [convergenza alla Delta] Per ogni famiglia di mollificatori risulta

{pg} 3/> 6 per € —0,

dove la convergenza va intesa nel senso delle distribuzioni cioé

lim [ po(@)p(z)de = @(0), Ve CORM. (8.2)

e—0

Dim. Proveremo di fatto la (8.2)) per ogni funzione ¢ continua e a supporto compatto su R™, il che significa
che {p.} tende alla 6 nel senso delle misure. Tenendo conto che p.(z) ha integrale 1, poniamo

I, = /pe(x)go(x) dx — ¢(0) = /Ps(@(‘/’(l’) —¢(0)) dz,

e, per ogni fissato § > 0, spezziamo 'ultimo integrale in due parti:

= / \<5Pe<x><w<x>w<0>) dz + / pe(@)(p(x) = ¢(0)) dz = acs + s

|z[>8

Maggiorando, troviamo

lae,s] < sup |@(x) — ¢(0)] p-dz < sup |p(z) *@(0){/ pedx = sup |p(z) — (0)| = As,
2| <6 2] <6 2] <6 R 2| <6
8.4] < 10 |o@) O] [ pede <2 plluquny [ e

Ora, grazie alla continuita di ¢(z) in = 0 e alla terza proprieta dei {p.}, abbiamo
lim A5 = 0, lim B.s =0 V§>0;
§—0 e—0
di conseguenza, per ogni fissato valore di §, troviamo
maxlim |I;| < maxlim {A§ + ’55’5’} < As 4+ maxlim |Be 5] = As,
e—0 e—0 e—0

e quindi, mandando § a 0, concludiamo che lim._,¢ |I;| = maxlim._,q |I| = 0, che ¢ la nostra tesi. O

Sia {p.} una famiglia di mollificatori su R™: dalla teoria della convoluzione (Teor.@ sappiamo che, per ogni
u € LP, la funzione p. * u € ben definita e di classe C* su R".

La stessa conclusione vale piu in generale per ogni u € L . se i {p.} sono mollificatori di Friedrichs. In
questo caso la convoluzione p. * u & ben definita anche per u € Cy(Q2), per ogni aperto 2, e precisamente

pe * u € una famiglia di funzioni di classe C* con supporto contenuto in un unico compatto K CC QE|

L Infatti, se il mollificatore pe (z) ha supporto nella palla Be, si ha supp(pe * u) C supp(u) + Be.
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11 seguente teorema giustifica il nome di regolarizzate dato alle funzioni {p. * u}:

Teorema 16. [regolarizzazione |

a) Se {pe(x)} é una famiglia di mollificatori si ha (per e — 0) :

{pe xu} o VYueLP, 1<p< oo, (8.3)
{pexu} %y Yue CN L™, (8.4)
{pe xu} L= Yue Cp. (8.5)

b) Se {pe(x)} sono mollificatori di Friedrichs, si ha :

LP
{pexu} =5 u Vue L., 1<p<o,
(pexu} Do Vue C,
{pe xu} LR Yue Co().

La dimostrazione di questo Teorema si basa su un importante risultato:

Lemma [ continuita in norma L] Se 71, : u(z) = u(x — h) € la traslazione di vettore h € R™, per ogni
u € LP(R™) con p < oo si ha

{mnu} 2w per |h|—0.

Se u € Co(R™) la convergenza {Thu} — u vale anche in L°°.E|

Osservazione 17. Questa conclusione non si estende al caso p = 0o, a meno che u(x) non sia a priori una
funzione uniformemente continua su tutto R™, in particolare continua e a supporto compatto.

Dim. del Lemma Trattiamo solo nel caso p = 1: il caso 1 < p < oo richiede solo piccole modifiche.
Supponiamo dapprima che u € Co(R™) cioé u sia una funzione continua con supporto compatto K. In tal
caso la tesi e facile: infatti, fissato un altro compatto K contenente linsieme {CE +h:zeK, |h < 1} (per
cui in particolare K > K ), per la continuita della w(z) abbiamo

sup |u(z — h) —u(z)| — 0 per |h| — 0,

rzeK
e quindi

/ lu(z — h) — u(z)| dz = /A lu(z = h) — u(z)|de < m(K) suB’u(xfh) —u(z)] — 0 per |h| 0.
n K zeK

Nel caso generale (u € L!) ricorriamo al Teor. per approssimare la u con delle {u;} C Cp tali che
lim “U—uk“Ll =0,
k—o0

e, scrivendo Thu —u = 7 (u — ug) + (Thur — uk) + (ur — w), notiamo che

[mnu —uflpr < ll7n(e —we)lloe + [[mnwe — k[ + e —ullee = 2{Jue —ul| 0+ [Jrous —ul] .-

2 Per ogni p < oo, 7, : LP — LP & un operatore lineare isometrico, cioé conserva le norme. La convergenza puntuale
{rhu(z)} — u(z) per h — 0 equivale alla continuitd di u, e la convergenza uniforme equivale all’'uniforme continuita di u, cioe:

Ve >0, 36 >0 percui |u(z)—uly) <e se |[z—y| <4

Ad esempio, se u(z) = sin(z?) si verifica facilmente che, per ogni h € R, risulta ||7u — ul| 1 = 1.
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Per |h| — 0, avremo allora

mastim [ =l 1< 2 e =l mtin e = w1 = 2 e~

da cui, mandando k — oo, possiamo concludere che lim ;| HThu — uHL1 =0. ([l
Dim. del Teor. Dimostreremo solo la parte (a), lasciando la (b) come esercizioﬂ

e Dim. della Trattiamo il caso p = 1: il caso generale (1 < p < 00) richiede piccole modifiche.

La dimostrazione ricalca quella del Teorema Per ogni u € L', posto u. = u * p. , possiamo scrivere:

uew) = ue) = [ po) (ule =)~ ula)) dy,

quindi per Fubini-Tonelli avremo, per ogni ¢ > 0,
I. = / ’ug(x) —u(x)}d:r
Rn

< [ rwlute =) - u@]ay} i
= [ o { [ luto =) - )]s} ay
[ o { [ e —ulasfar s [ { [ e uio)|az iy

= ae5 + ﬁa,é-

Poiche l'integrale di p.(y) sulla palla Bs ¢ minore o uguale a 1, troviamo:

Qs = / p=(y) ||ryu — ul| ,dy < sup ||TyufU||L1/ pedy < sup |[ryu—ul/,, = As
ly|<d y<s ly|<s ly|<s

/8576

IN

supryu [ pedy < swp{|mulpyt e} [ pedy = 2fully, [ pedy = Bes.
y>0 ly|>8 y>8 |ly|>d |ly|>d

Ma, grazie al Teor. {A4s} — 0 per § — 0, mentre per la definizione di mollificatori
lim B, s = 0, Vé>0;
e—0

dunque maxlim._,¢ I < A5 +maxlim._,o B. s = As. Mandando ¢ a 0, concludiamo che lim._,o I, =0. O

e Dim. della Procedendo come sopra troviamo, in ogni punto x € R" in cui la u sia continua,

‘/ o) (u(z — y) — u(a)) dy| = ]/yq +/|y|>5"' |

< sup |uz —y) — ulz)| + 2|\u!|m/ pe(y) dy,
ly|< o ly|>6

|ue(z) — u(2)]

per cui mandando prima ¢ — 0 e poi § — 0, concludiamo che |u.(z) — u(x)| — 0. O

3 Notiamo soltanto che, supponendo supp(p:) C Be, se per una data u € LlpOC indichiamo con u,(z) la funzione che vale

u(z) nella palla B, e zero altrove, allora la convoluta pe * u, coincide con pe * u su Br_c.
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e Dim. della Si procede come nel caso della convergenza puntuale, ma ora la funzione u(x), essendo
nulla fuori di un compatto, & limitata ed uniformemente continua, e quindi

sup sup ‘u(x —y) —u(z)| — 0, per 6 — 0.
2€R" |y|< b
In conclusione otteniamo che sup,epn |ue(z) —u(x)| — 0 per € — 0, che & la nostra tesi. O

8.2 Problema di Cauchy

Teorema 17. La funzione

U(z,t) = e“”’lz/‘“7 z€eR"™ t>0,

(4rt)n/?

verifica il problema di Cauchy (8.1), dove la condizione iniziale va intesa nel senso che, per t — 0T,
{U(z,t)} — 6(x) nel senso delle distribuzioni, e cioé:

lim U(z,t) o(x)dr = ¢(0), Vo e C5°(R™).

t—0+ Rn
Si ha poi
/ U(z,t)de =1, vt > 0.

Dim. Abbiamo gia verificato che U(z,t) & una soluzione dell’equazione del calore per ¢ > 0. Per concludere
la dimostrazione basta applicare il Teorema |15 ai mollificatori di Gauss p.(z) = U(x,¢). O

Conclusioni

Abbiamo provato che funzione

1 2
_ —|z|*/4t
U(zx,t) = (@) 72 e

¢ la soluzione fondamentale dell’equazione del calore, cioé risolve il Problema di Cauchy

{HU(x,t) =0, t>0,
U(z,0) = 6(x).

Per trovare la soluzione del Problema con arbitrario dato iniziale, cioe

{Hu(x,t) =0, t>0,
u(z,0) = ug(z),

utilizziamo un procedimento simile a quello usato nella risoluzione dell’equazione di Poisson:

Supponendo che il dato iniziale ug(x) non cresca troppo per |z| — oo, ad esempio che ug appartenga a
qualche LP(R™), effettuiamo la convoluzione rispetto alle variabili spaziali:

u(z,t) = Uz, t) xup(z) = /n U(x —y,t)uo(y) dy . (8.6)
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Avremo allora

ou oU

En (z,t) = o E(ﬂf —y,t)uo(y) dy

ou oU

o, (z,t) = o 87(53 —y,t)uo(y) dy

Azu(x,t) = AU(z —y,t)uo(y) dy
R’n

e quindi
Hue,t) = [ (HU)@~y.0)unly)dy = 0.

Lo stesso ragionamento si applica a qualunque operatore H = 9; — A(9,), con A operatore differenziale a
coefficienti costanti nelle variabili spaziali € R"™.

8.3 Raccordo col dato iniziale

Dal fatto che, per t — 07, {U(x,t)} — §(x) nel senso delle distribuzioni, si ricava facilmente (ricordando la
(19.19)) che {u(x,t)} — wo(x) sempre nel senso delle distribuzioni. Ci chiediamo se valga una convergenza
piu forte, in particolare se, dato uno spazio funzionale X, si possa affermare che

{u(z, )} =5 wp(z), VYugeX  (t—0L). (8.7)

In molti casi la risposta ¢ affermativa, ma non sempre: per esempio, la (8.7)) non puo essere vera per X = L™
se il dato wg(z) non & continuo.

Comunque, dato che le funzioni {U(z,¢)} sono dei mollificatori, il Teorema [16|ci dice che:
e Per ogni dato iniziale ug(x) € (C'NL*)(R™), si ha

lim u(x,t) = up(x), Vo € R™. (8.8)

t—04
e Per ogni dato iniziale ug € Co(R™), si ha

lim wu(x,t) = ug(x), unif. su R"™.
t—04

e Per ogni dato iniziale ug € LP(R™) con 1 < p < o0, si ha

lim lu(z,t) — uo(x)|pd1: =0
t—04 R
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Capitolo 9

Equazione delle onde

9.1 Formula risolutiva in dimensione tre

11 Problema di Cauchy per I'equazione di d’Alembert unidimensionale, cioe su R, x R;, si puo risolvere in
modo esplicito (vedi la formula (5.6))). Consideriamo ora lo stesso Problema in dimensione spaziale n, e cioé

u(@,0) = ¢(x), w(x,0) = 1p(z)

nello spazio R? x R;. Anche in questo caso si puo dimostrare che la soluzione ¢ unica e trovare di questa
un’espressione esplicita, ma il calcolo della soluzione si presenta pitt complesso.

Tratteremo qui il caso fisico n = 3, nel quale 'equazione di D’Alembert descrive la propagazione della luce.
Prima di scrivere la formula risolutiva conviene fare alcune considerazioni :

Indichiamo con B,(x) e S,(x), rispettivamente, la palla e la sfera di R3 di centro x e raggio r, ponendo
B, = B.(0), S, = S,(0). Definiamo la media sferica di una funzione t(y) : R> — R come

Mo = [ vwasw = o5 v asw

Sr(z)

e notiamo che, posto y = z + &, per cui dS(y) = r?dS(€), vale 'identita

Y(y)dS(y) = Sw(errf) ds(§). (9.2)

Sr(z)

Notiamo anche che, come immediata conseguenza della formula di Gauss-Green (6.19)), si ha

//s () 3” v)dSt) = ///BT(x)Aw(y) 45(y) - (9-3)

La ((9.2)) consente di calcolare la derivata rispetto ad r, e il Laplaciano rispetto ad « della media sferica :

’ = AT T+ = % oy
i Sr(m)?/)(y)dS(y) = /%518 (x +71€)dS(€) = vw( + 7€) - € dS(€) /Z o (o + 7€) dS(€)
_ i
_ﬂST(maV(y)d W = g // Bf(m)Aw v)dy, (9.4)
1
Boff wWaSw) = [f MG+ dS(©) = 1o //S L, AUwase). (9.5)
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Teorema 18. [KirchhoffEl] Nello spazio RS x R, il Problema (9.1) ha un’unica soluzione, e cioé

_ 9
wr) = fl v+ o)+ 1500 fast, (9:6)

che puo anche essere scritta nel modo sequente:

9 9
() = t Mo, t) + at{t/\/l (z, )} - tﬂs s + m{tﬂs( )@ds}.

Dimostrazione.

1. Proviamo che la funzione ¢ una soluzione del Problema ({9.1]) :
Trattiamo dapprima il caso particolare ¢ = 0, nel quale la si riduce a

u(z,t) =t Y(y) dS(y) . (9.7)

S (z)

Per calcolare le derivate temporali della w, utilizziamo la (9.4)) e la formula (6.20) della co-area:

up = » P(y)dS(y) + Tt// AY(y) dy,
+(z) Bi(z
we= g [l sva e { = [ svwa e 5 Il svwasw)

- / i (@M’ y)dS(y)

Da qui, ricordando che

lim f(y)dS(y) = lim fy)dy = f(),

r—0 S, (x) r—0 B, (z)

per ogni f(x) continua, vediamo che wu(z,t) verifica le condizioni iniziali u(z,0) =0, u(x,0) = ().
D’altra parte, per la (9.5)), abbiamo

Mo = gz ], Avwasw),

e quindi Ou = uy — Au = 0.
Nel caso generale osserviamo che, se u,, ., indica la soluzione con dati iniziali (¢, 1), possiamo scrivere
Upp = Upo + Uoyy D ug,p = Up-

La prima eguaglianza ¢ ovvia. Per la seconda si noti che [J (atuo’w) =0 (D uo#,) = 0, mentre per t =0:

(O uo,p) (2,0) = p(z), (01 (0 uo,)] (2,0) = (6‘3 u0,p) (2,0) = (Awug)(x,0) = A0 =0.

Dunque O;ug,, € la soluzione del dalembertiano con dato iniziali (¢, 0) e quindi coincide con u .
In conclusione
Upp = Dp U0, + U0,

cosicché, usando la (9.4)), otteniamo la (9.6).

! La formula fu trovata da Poisson (~ 1830) ma fu Kirchhoff (~ 1880) a provare che questa funzione & I’unica soluzione
del Problema. Piu tardi Beltrami (~ 1890) completd e semplificd la dimostrazione di Kirchhoff.
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2. Proviamo che il Problema (9.1) ha un’unica soluzione :
Per ogni soluzione u(z,t) del dalembertiano, dopo aver fissato 2 € R™, definiamo la funzione

ﬂ (g 1)dS@y) >0,
Sy (z)

V(l‘,’l",t): 0 7":0)
—V(z,—r,t) r<0.
Notiamo che V & una funzione continua rispetto alla variabile r € R, anzi derivabile con
oV (x,r,t)
_— = t). 9.8
5| = ) 99)
Di fatto V & una funzione di classe C? nelle variabili (r,t) € R? e, grazie alla (9.4), risulta
Vir (37, T, t) =T Au(yu t) dS(y) ) Vit (1'7 T, t) =T ﬂ Utt (y7 t) ds(y) )
Sr(z) Sr(z)

cosicche, per ogni « € R™, la funzione V(x,r,t) verifica 'equazione di d’Alembert nel piano (r,¢).
All’istante iniziale ¢ = 0 si ha poi:
V(z,r,0) = Vo(x,r), Vi(z,r,0) = Vi(x,r),
dove Vy(x,r), Vi(x,r) sono le funzioni dispari (rispetto ad r) definite da:
W) = ffewasw,  vien = f[ vwasw. e rso
Sr(x Sr(x

Se ora ¢ = ¢ = 0, anche Vy(z,r) = Vi(x,r) = 0. Ma allora V(x,r,t) = 0, grazie all’'unicitd per il
problema di Cauchy per il dalembertiano sul piano (r,t), e quindi, per la , anche u(z,t) = 0. E| O

Osservazione. Il caso del ¢-dalembertiano (¢ > 0) si riduce facilmente al caso ¢ = 1. Infatti da

up — AAu =0 su R3 x Ry, 9.9)

'LL(.’E,O) = 90(1')7 ut(x,O) = 'I/J(LC), .
ponendo

u(z,t) = v(x,ct),
si passa al problema (9.1 con incognita v(z,t) e dati iniziali (¢(z),¥(x)/c). La soluzione sara allora:
0
we) = fI o+ et 520 + tow faso). (9.0
Sct(x) a]/

9.1.1 Principio di Huygens

Dalla formula segue che la soluzione nel punto (x,t) dipende unicamente dal valore dei dati iniziali
sulla sfera di centro x e raggio ct. Di conseguenza, nel caso in cui i dati iniziali ¢, siano concentrati in
un dato punto zg, risulta che u(z,t) # 0 solo per t = |x — xg|/c. In altre parole il supporto della soluzione
¢ contenuto nel mantello del cono di R* con vertice nel punto (zg,0) e pendenza 1/c.

E’ questo il famoso Principio di Huygens, in assenza del quale non sarebbe possibile la propagazione della
luce senza la presenza di riverberi, né la propagazione del suono senza la presenza di rumori diffusi.

In dimensione 1, la formula risolutiva di d’Alembert mostra che il Principio di Huygens e valido solo
nel caso in cui ¥ = 0, mentre in dimensione n = 2 tale Principio & sempre falso,come vedremo pitu avanti. Di
fatto, con calcoli pit elaborati che per n = 3, € possibile trovare la formula risolutiva del Problema per
ogni dimensione n, e da questa formula risulta che il Principio di Huygens & valido solo per n = 3,5,7,9, .. ..

2 Esplicitando I’espressione della funzione V(z,r,t) in quanto soluzione, per ogni z, dell’equazione della corda vibrante sul
piano (r,t) (vedi la (5.4)), e usando la per ricavare u(z,t), otteniamo un’altra prova dell’esistenza per il problema .
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9.2 Stima dell’energia
Un’altra tecnica, molto importante, per dimostrare I'unicita della soluzione di (9.9) (in qualunque dimensio-
ne) ¢ il metodo dell’energia. L’energia di una data equazione di evoluzione ¢ una funzione

E(t) = E(t,u) > 0

che, per ogni soluzione u dell’equazione considerata, si mantiene costante o almeno verifica una disequazione
differenziale del tipo E’'(t) < CE(t), t > 0. Avremo allora

E(t) < E(0)e“".

In particolare, se E(0) = 0 risultera E(t) =0 per ogni t > 0.
Nel caso dell’equazione delle onde su R™, un’energia con queste proprieta e

1
E(t,u) = 7/ (e, ) + ¢ [Vu(, 0} de, (9.11)
2 Bpt (wo)

dove p(t) & un’opportuna funzione positiva con p/(t) < 0, di fatto sceglieremo p(t) = po — c¢t. Questa &
Ienergia locale, mentre I’energia globale si ottiene estendendo l'integrale a tutto R”™.

Per semplicita, studiamo dapprima l’energia globale. Supponendo che u(z,t) sia una soluzione regolare e a
supporto compatto in R™ per ogni ¢ > 0, troviamo:

1 0
E'(t,u) = 5/ pn (uf +c2 |Vu|2) dr = / (ut Uy + €2 Vu-Vut) dx = / {ut 2 Au + 2 Vu-Vut} de =0
]R'n. ]R'n. n
dove si e usata la formula di integrazione per parti :

/ vAwdr = / v div(Vw) dz — Vv - Vwdz, Yo,w e Ci (R™).
n n R’IL
In questo caso, dunque, I'energia si mantiene costante al variare di t¢.

La stima dell’energia locale & pitu complicata. Supponendo zy = 0, dalla formula della co-area otteniamo

gt/B F@)do = ;/){/BM f(x)dx} ) = p’(t)/s fds.

p(t) p(t)

Possiamo ora calcolare la derivata temporale dell’energia (9.11]):

10
E'(t,u) = = — {/ ui + | Vul? dx}

'(t
= / (ut Ut + & Vu - Vut) dr + p ( ) / (uf + |V’UJ‘2) ds
B, (1) Spt)

/
_ 02/ (ut Au—&—Vu-Vut) dz + p(t)/ (ut2+62|Vu|2) ds.
Byt 2 Sp(t)

D’altra parte, grazie all’identita
ug Au = uy div(Vu) = div (v Vu) — Vug - Vu

e alla formula di Gauss-Green, troviamo :

/ u Audr = / div(u;Vu) de — Vug - Vudr = / u Vu-vdS —/ Vu; - Vudz,
Bp B Sp(t) Byt

p(t) Bot)

e quindi sostituendo nella precedente espressione di E’,

'(t
E'(t,u) = 62/ u Vu-vdS + p—()/ (ut2+02|Vu|2) ds.
So(t) 2 s,
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Dato che p/(t) = —¢, troviamo la stima:

E'(t,u) < C/Sp(t) {c|ut‘ |Vu| — %(uf + 2 |Vu|2)}d5
< /Spm {% (ut2+02|Vu|2) - %(\ut\ercQ\Vu\z)}dS
=0.

Dunque l'energia (9.11)) & decrescente al crescere di ¢. Da cio segue 'unicita: se il dato iniziale u(z, 0) & nullo
su una qualche palla B, (x), la soluzione u(z,t) resta nulla sul cono di base B,,(x) e pendenza 1/c.

Osservazione 18. Con calcoli analoghi si puo trattare il caso pitt generale delle equazioni iperboliche
ugt — div (a(z)Vu) = 0 (9.12)
dove a(z) = [ai;(x)] & una matrice n x n simmetrica e semi-definita positiva, nel senso che
@)V, W) = (@)W, V), 0< (a@)V, V) < AV, YV,W € R™.

In questo caso I'energia &

Bltu) = /B {usla, )1 + a@)Vula,0), Vule,0) } o, p(t) = po—tv/Ao,

p(t)

e il cono di determinazione ha pendenza 1/+/Ag. Si ottiene ancora E’(t,u) < 0.

9.3 Formula di Kirchhoff in dimensione due

Partendo dalla formula di Kirchhoff in dimensione n = 3, possiamo ottenere la formula risolutiva nel caso
di due variabili spaziali:

Teorema 19. La soluzione del Problema di Cauchy (9.1)) in Ri x R; é espressa dalla formula

u(z, t) // // dy . (9.13)
~ 27 )]s Iy—:vl2 T Bu(x) \y—w

dove By(x) ¢ il disco di R? di centro x e raggio t.

Dim. Dato che
u = Upp = U, + atuO,cp

possiamo limitarci a trattare il caso ¢ = 0. Applichiamo il metodo della cascata, osservando che la funzione
u(xy, x2,x3,t) = ul(xy,za,t)
¢ la soluzione del dalembertiano in R3 x R; con dati iniziali
u(xy, e, x3,0) = 0, ue(z1, 22, 23,0) = (21, 29).

Per la (9.7) abbiamo allora:

u(zy,w2,t) = u(zy,72,0,t) = 47rt//;( V(y1,y2) dS(y1,y2,Y3) s
+(x1,29, 0

dove §t(x1,x2,0) ¢ la sfera di R? di raggio t e centro (x1,72,0) e (y1,%2,93) € S¢(z1,72,0).
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Per arrivare alla (9.13)) basta eseguire la traslazione (£1,&2) — (&1 — 21, &2 — x2) ed utilizzare I'identita

dé; d¢
/.. fler &) ds(6 i) = 2t ] f(en6) e (o)
{e2rezrez=1} {ere <2} 2 — (& + &)
che segue dal calcolo dell’integrale di una funzione su una superficie di tipo grafico (vedi la dove ora la
funzione g¢(z,y,z) ¢ indipendente da z). O

Osservazione 19. Dalla formula (9.13) si deduce il fenomeno di Huygens non ¢ valido nel caso bidimen-
sionale: la soluzione nel punto (z,t) dipende dal valore dei dati iniziali sul disco pieno B;(x) che & la base
del cono di determinazione di vertice (x,t), e non solo dal loro valore sul bordo di tale disco.

9.4 Principio di Duhamel

Il Problema di Cauchy per un’equazione di evoluzione del I ordine a coefficienti indipendenti dalla variabile
temporale puo essere scritto nella forma astratta:

{u’(t) = Aut) + f(t)  (t>0)
u(0) = o,

dove A ¢ un operatore differenziale rispetto alle variabili spaziali @ = (z1,--- ,2,). Il principio di Duhamel
consente di ricondurre il problema non omogeneo (9.15) ad un problema omogeneo dello stesso tipo.

(9.15)

A questo scopo consideriamo, per ogni fissato s € [0,t], il Problema

{w’(t) = Aw(t)  (t>0) (9.16)

w(0) = f(s) + Ay
e indichiamone con w(t) = w(t;s) la soluzione. Possiamo allora verificare che la funzione
t
u(t) = ¢ + / w(t —s;s)ds
0

risolve il Problema (9.15) : infatti u(0) = ¢, mentre
t t
u'(t) = w(0;t) + / w'(t —s;8)ds = f(t) + Ay +/ Aw(t —s;s)ds
0 0

t
= f(t)+ Ap +A/ w(t—s;s)ds = f(t) + Ault).
0
In modo analogo si tratta il caso di un’equazione astratta del IT ordine del tipo

u’(t) = Au(t) + f(t) (t>0)
u(0) = ¢ (9.17)
w'(0) =
In tal caso consideriamo, per ogni s € [0,t], il problema
w’(t) = Aw(t) (t >0)
w(0) =0 (9.18)
w'(0) = f(s)+Ap+1 AP,

indicandone con w(t) = w(t;s) la soluzione, e verifichiamo che la soluzione di (9.17)) & la funzione

u(t) = ¢+t + /0 w(t —s;s)ds. (9.19)
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Si ha infatti u(0) = ¢, mentre

¢ ¢
u’(t)zzb—l—w(O;t)—&-/w'(t—s;s)ds:w+/w’(t—s;s)ds.
0 0

In particolare «/(0) = ¢ + w'(0;¢) =1 e quindi

t t
u’'(t) = w'(05t) + / w’(t—s;8)ds = f(t)+ A<p+tA1/J+A/ w(t—s;8)ds = f(t) + Ault).
0 0
Applichiamo ora il procedimento di Duhamel al caso concreto del problema

ue(w,t) = Awu(z,t) + f(x,t) in R? x R,
u(z,0) =0 (9.20)
ug(z,0) = 0.

Se indichiamo con w(x,t) = w(x,t;s) la soluzione del problema

wy(z,t) = Aw(x,t) (t>0)
w(z,0) =0 (9.21)
wt(xao) = f(‘r75)a

dalla formula di Kirchhoff otteniamo:

w(x,t;s) = 47rt//sf S(y)-

Per la (9.19) (utilizzando nell’ultimo passaggio la formula della co-area) avremo allora

u(a;,w:;r/ttis//SHI)ﬂ $)dS(y) /// 1t =) e 40
///S(x) y7|z|xy|—y|)ds dT_///B,@ y,|zlxy—y|)dy,

u(z,t) /// fyt= )dy, dove r = |z —1y]. (9.22)
47T {r<t} T

La (9.22) viene chiamata formula del potenziale ritardato in quanto ¢ simile all’espressione ([7.9)) del potenziale
elettrostatico in presenza di una sorgente f(z,t) variabile nel tempo, e cioe

uwt) = o= [l 20y (= e,

con la differenza che ora il potenziale al tempo t dipende dalla sorgente al tempo precedente t — 7.

ovvero
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Capitolo 10

Spazi di Sobolev

10.1 Teorema di Riemann-Lebesgue

Teorema 20. Una funzione f € Li () tale che

loc
/ feodx =0 Yo € D)

é quasi-ovunque nulla su §2.

Dim. Cominciamo con ’assumere un’ipotesi un po piu forte di quella dell’enunciato e cioe che per ogni
S CC () misurabile

/f(pdx =0 Vo e Co(). (10.1)

In tal caso, ricorrendo al Lemma parte (ii), & facile concludere che

/fdw = / fxsdx =0 VS CC Q misurabile
s Q

e quindi che f(z) = 0 quasi-ovunque su . Infatti, per ogni S CC 2 si pud costruire una successione {p.}
di funzioni continue a supporto compatto in modo che

lim/ fpedx = /fxsdw V€ Lig ().
Q Q

e—0

Per concludere la Dim. resta da mostrare che, se la (10.1) vale per ogni ¢ € C5°(2), essa vale per ogni
@ € Co(R). Cio segue dalla tecnica dei mollificatori (Teor. [16): ogni ¢ € Co(€2) pud essere approssimata in
L> con una successione di funzioni {t;} C C§°(€2) con supporti contenuti in un compatto K C Q. O

10.2 Derivate deboli

Il pitt comune spazio di Sobolev & quello delle funzioni (reali o complesse) di quadrato sommabile su R la
cui derivata € a sua volta una funzione di quadrato sommabile :

H'R) = {ue L*R): v € L*(R)},

In questa definizione si deve pero utilizzare la nozione di derivata debole.

Notazioni
Per ogni aperto 2 C R™, definiamo lo spazio vettoriale D(2) = C§°(12) formato dalle funzioni di classe C*°
a supporto compatto in Q. Scriveremo D = D(R"™).
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Definizione 12. [derivate deboli] Date due funzioni u, f € LL (Q), 1 < j < n, si dice che
Oju = f (deb) su €,
se
/Qu[)j(pdx = f/Qfgodx, YV € D(Q).
Pil in generale, data una derivazione 0* di ordine || = m, si dice che
0% = [ (deb) su Q

se

/uaacpdac = (—l)m/ fodz, Yo € D(Q).
Q Q

1

Osservazione 20. Quando una funzione u € L () non ha derivate deboli in L{. (), possiamo effettuare

le derivate nel senso delle distribuzioni, identificando L{ () ad un sottospazio dello spazio D’'(2) delle

distribuzioni. In D’(Q), le derivate 9%u (di qualunque ordine) esistono sempre.

Definizione 13. [spazio H'(f2)] Per ogni aperto 2 C R" definiamo lo spazio vettoriale
HY(Q) = {u € L*(Q) : esistono le derivate deboli d;u € L*(Q), j=1,--- ,n},

che diventa uno spazio di Hilbert col prodotto scalare (e relativa norma) :

1/2
_ = 2 2
oy = [wvde + [ VuTade, ) - {||u||m) " ||vU||L2(Q)} |
Proprieta
1. Se u € CY(Q), le derivate classiche Oyu, . ..,0,u sono anche derivate deboli.

Data ¢ € C}(Q) fissiamo un aperto D CC Q in modo che supp(y) C D. Per Gauss-Green, indicando
con v = (v1,...,V,) la normale esterna a D, troviamo allora :

/Q{uajgo—l—goaju}dx:/D{uajgo—i—go@ju}dx:/aDugoz/de:O.

2. La derivata debole (quando esiste) & unica
Siano wu, f,g € L .(Q) tali che d;u = f (deb) e d;u = g (deb) su €. Per ogni ¢ € D(2) si ha allora

loc
/(f—g)gpdac = /fgodx—/gcpdm = —/uajgodx—i—/u@jgodx =0
Q Q Q Q Q
e quindi, per il Teor. di Riemann-Lebesgue, f — g = 0 quasi-ovunque su ).

3. Per le derivate deboli vale la formula di Schwarz: 0“0°u = 0°0%u = 9*HPu.
Se 0%u = w (deb) e 0%w = f (deb) su €, per ogni ¢ € D(N) si ha

/f(pdm = (—l)a/walo“cpdm = (—1)‘“'(—1)'5|/u856a<pdx = (—1)|°‘+5\/u8°‘+5@d1‘.
Q Q Q

Q
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4. Se 0%u=f (deb) su Q, allora 0%u = f (deb) su ogni sottoinsieme aperto w C ).

Basta notare che D(w) pud essere visto in modo naturale come un sottospazio di D(f2).

5. Siano u, f € L _(I), I intervallo aperto di R, e sia xo € I. Allora u' = f (deb) su I se e solo se

loc

u(z) = / f(t)dt + costante, VzeR.
zo

In particolare, se v’ =0 (deb) su I, u é (g.0.) costante.

Se poi u, f € LY(R), e v’ = f (deb) su R, allora
u(z) = —/ f@@)dt, vzeR. (10.2)
Per la dimostrazione si rimanda alla Sezione [[0.4]

6. In dimensione n vale una formula simile alla (10.2)): dati u, f € L*(R™) si ha Uimplicazione

o"u

o, 0w, P suRY = u(e) = (=17 /Q 1, [y, VTR (103)

dove l'integrale si effettua sul “quadrante” di R™
Q+($) = {yeRn: Y1 Z L1y -+ 5 Yn Z In}

Per la dimostrazione si rimanda alla Sezione [10.5

10.3 Spazi di Sobolev: definizione ed esempi

Definizione 14. Per ogni k € N ed ogni p € [1, oo] definiamo lo spazio di Banach

Whr(Q) = {ue L7(Q) : V]a| <k, 3fa € L(R): 0™u=fu (deb) su},

loc

con la norma E|

lullwiniy = 22 10°l oy -

lo| <k

Per p = 2, otteniamo lo spazio di Hilbert

HYQ) = Wk2(Q), (u, V) ey = Z /Qaau 0 dx.
la|<k

Si definisce poi lo spazio vettoriale

loc loc

WhPQ) = {u €L” (Q): ue WhP(w) Yw cC Q}

1
1 Se p < oo, una norma equivalente & { Zla\gk ||6&u||’;p} p.
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Proposizione 13. Lo spazio WFP(Q) ¢ completo.

Dim. Trattiamo solo il caso particolare dello spazio H' = H'(Q2) (la dimostrazione nel caso generale &
analoga). Omettiamo per brevita di scrivere Q. Se {uy} una successione di Cauchy in H! si ha

Huh—ukHL2 - 0, ||8juh—8juk”L2 — 0 (j=1,...,n), h,k — oo,
quindi, grazie alla completezza di L?, esistono n + 1 funzioni u, fi,..., f, € L?, tali che, per k — oo,
L? L? .
{ur} — u, A{oum} — £ G=1....n).

Se dimostriamo che 0ju = f; (deb) abbiamo concluso. Ora, per ogni k ed ogni ¢ € D(Q2), si ha

/(p(?jukda? = —/ukajapd:m
Q Q

e da qui, passando al limite per k — oo, conseguiamo la tesi. O]

Esempi

1. La funzione di Heaviside

_Jo su {z <0}
H(z) = {1 su {z >0}

appartiene allo spazio Ll _(R) ma non a I/Vlicl (R). Derivando si trova infatti che

oy )0 su {z <0}
H($)_{O su {z >0},

quindi, se H(z) avesse una derivata debole f € L (R), questa dovrebbe essere nulla sia su {z < 0}

che su {z > 0}, e quindi quasi ovunque nulla. Ma cio & impossibile dato che H(z) non & costanteﬂ

2. La funzione di Cantor & una funzione wu: [0,1] — [0,1] (costruita a partire dall’insieme di Cantor)
che ¢ continua in ogni punto, debolmente crescente e quasi-ovunque derivabile con derivata nulla. La
funzione nulla non & perd la derivata debole di u(x), perche in tal caso w risulterebbe costante.

u(a) = {0 <0

T x>0

3. La funzione

appartiene a VVI})C1 (R) e v’ = H (deb) su R. Infatti per ogni ¢ € D(R), integrando per parti, si trova
o0 o0 o0 o0
/ ugp’daj:/ xga’da:z—/ @dx:/ Hypdx.
—o00 0 0 —00

4. Per ogni intervallo aperto (a,b) C R contenente 'origine si ha
log|z| € L'(a,b)\ Wh(a,b),
cioe u(z) & sommabile su (a,b) ma non esiste alcuna funzione f € L'(a,b) per cui

b b
/ log ||/ (z) dz = — / f(@)p(z)dr, Ve eD@).

a

Se infatti tale f esistesse, ponendoci nell’aperto (a,b)\ {0} sul quale u € C!, risulterebbe f(z) = 1/z
per x # 0, il che esclude che f(x) possa essere sommabile in un intorno di 0 E|

2 Vedremo piti avanti che H’(z) = &(z) nel senso delle distribuzioni.

3 Vedremo pil avanti che, indicando con P(1/z) il valor principale di 1/z, risulta nel senso delle distribuzioni
’

(log\az|) = 'P(l/m)
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5. Se n > 2, per ogni palla aperta Br C R™ di centro l'origine si ha
log|z| € W'Y(Bg).
Si ha infatti, per ogni j =1,...,n,
Ly

1
s, log x| = Tl = fj(x) sullaperto Bg\ {0},

ele f; sono funzioni sommabili su Bg. Per asserire che queste sono le derivate deboli di u(x) = log |z
su Bpr proviamo che

/ udjpdr = — | fipdx, Vo eD(Bg). (10.4)
Br Br

A questo scopo ricorriamo alla formula Gauss-Green per ottenere:

]

/ uljpdr = 0, (uy) dz —/ pOudr = —/ u(sr:)gp(x)ﬁ dS(x) —/ pOjudz
Be Be Be S. Be

= —log 5/ @(m)& dS(z) —/ pojudr = o + Be,
Se |z B

c
€

dove Bf = Bg\ B:, S. = dB.. Per ¢ — 0 troviamo la (10.4): infatti |a.| < Ce" lloge, quindi

tim oo+ ey = e = = ] poar =[] g

6. Se n > 2, per ogni palla aperta Br C R™ di centro l'origine e raggio R < 1, si ha
1 1
log log 2] € H(By).

x
Per verificare questo fatto, consideriamo il caso generale di una funzione radiale di n variabili

u(z) = U(r), r = |z,

con U(r) funzione di classe C! per 0 < r < R. In tal caso le funzioni continue u(z) e Vu(z) sono di
quadrato sommabile su Bg \ {0} se e solo se

/OR {U(r)2 + U'(r)z} " ldr < oo. (10.5)

Procedendo come nell’esempio 5, per concludere che u € H'(Bpg) basta mostrare che

lim U(r)r"™t =0, (10.6)

r—0
e la funzione U(r) = loglog(1/r) verifica entrambe le condizioni ((10.5)) e (10.6).

Esercizio Provare che la funzione su R? definita da:

(2) 1 sul quadrante {x € R?: x1 >0, 5 > 0},
u(z) =
0 altrove,

non appartiene a Wﬁ)’cl(RQ). Si noti che u(x) = H(x1)H (x2).
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10.4 Spazi di Sobolev in una variabile

Teorema 21. Siano u, f € L} (I), con I intervallo aperto di R, e sia zo € I. Allora

u = f (deb) su I <= u(z) = / ft)ydt + C per qualche costante C = C(xg). (10.7)

Da questo Teorema si ricavano facilmente i seguenti corollari :

Corollario 1. Se «/ = f (deb) su R, con u, f € L'(R), allora

u(z) = [ £t dt = —/Oof(t)dt, ¥z €R. (10.8)

Dim. Dalla (10.7)) segue che la funzione u(x) ha limiti finiti, diciamo Ly ed L_ per x — £o0, ed essendo

u integrabile su R dev’essere Ly = L_ = 0. Mandando x — 400 vediamo allora che la costante C(x)
coincide con l'integrale di f su [zg, 400 cambiato di segno, e da cid si ricava subito la (10.8)). O]

Corollario 2. Ogni u € WI})’Cl (I) ¢ continua su I. Se poi w € WHL(I), u ¢ continua anche su I.
Corollario 3. Ogni u € H'(I) ¢ una funzione hélderiana di esponente 1/2, cioé verifica
1/2
lu(z) —u(y)| < Clz—y|"", con C = |fllz2) -
Proviamo ora il Teor. nel caso I = R (il caso generale ¢ analogo). La dimostrazione si basa su alcuni
Lemmi:
Lemma 1. Ogni funzione u € L, (R) tale che v’ =0 (deb) su R é (quasi-ovunque) costante.

Lemma 2. Se f € LL _(R), la funzione (continua)

loc
(@) = / " ryat (10.9)
verifica v' = f (deb) su R. "
Dim. del Lemma 1. Porremo qui D = D(R). Dire che ' =0 (deb) su R, significa che
0
/ up'dr=0 VpeD
cioe

/ updr =0 V1 € D tale che ¢ = ¢’ per qualche o € D.

— 00

Ora osserviamo che, se una funzione 1 € D ha supporto nell’intervallo [—R, R], la sua primitiva

ow = [ v

¢ una funzione C'*° che ¢ nulla sulla semiretta sinistra | — oo, —R|] ed & costantemente uguale all’integrale di
1 su R sulla semiretta destra [ R, +oo[. Dunque ¢ ha supporto compatto se e solo se

/_O:Ow(x)dx =0.
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Di conseguenza, nelle nostre ipotesi, la funzione u(x) & ortogonale (nel prodotto scalare di L?) all'iperpiano
‘H formato dalle funzioni che hanno integrale 0, cioé sono ortogonali alla funzione costante 1. D’altra parte,
scelta arbitrariamente una g € D con integrale 1, possiamo spezzare ogni ¢ € D nella somma

p(r) = p1(z) + p2(x).

801:¢—</00<Pd33>¢0€7'17 <P2=(/OO<Pd33><P0-

— 00 —00

dove

Per ogni ¢ € D avremo allora, dato che w ¢ ortogonale a (1,

/ updx :/ utpldaz—i—/ u o dr = (/ goda;)/ u g dx z/ Ao pdz,
—00 —00 —00 — 00 —00 —00

=0 Ao

da cui per il Teorema di Riemann-Lebesgue (Teor. concludiamo che u(x) = \g quasi-ovunque. O

Dim. del Lemma 2. Supponendo per semplicita xy = 0, dobbiamo provare che

/{/f dt} /f dr  VeeD.

Applicando il Teor. di Fubini-Tonelli al doppio cono T} U Ty, dove
T = {(x,t)€R2 x>0, Ogtgx}, T = {(x,t)€R2 : 2 <0, x§t§0},

troviamo allora :

/_:o {/Omf(t)dt} ©)de = //Tlf ) dedi — //:'Fgf o) dodt
/+°° dt/+°° ¢ (2) da —/ dt/t F(6)¢ (z) dz

=/0 70 (- dt—/ 0 —/_:Of(t)w(t)dt u

Dim. del Teor. Sia ' = f (deb). Se wv(x) ¢ la funzione (10.9), sappiamo dal Lemma 2 che anche
= f (deb), quindi (u —v)’ =0 (deb). Ma allora, per il Lemma 1, v — v & costante. O

Definizione 15. [funzioni assolutamente continue] Una funzione u(z) definita su un intervallo reale
I & assolutamente continua se, per ogni € > 0, esiste qualche § > 0 tale che, per ogni N-pla di sottointervalli,
[z1, z}], [®2, 25], ..., [zN, 2], due a due disgiunti, risulta

Z|x—xj|<6 — Z|u —ux]|§€

Se ci si limita al caso N =1 si ritrova la definizione di funzione uniformemente continua.

. . N . . . . 1,1 RN .
La funzione di Cantor non ¢ ass. continua. Grazie al Teor. vedlamo che ogni u € W, (R), cioe del tipo

N . . . . . . . . . 1,1
(10.7)), ¢ ass. continua. Si dimostra che vale anche il viceversa: ogni funzione ass. continua sta in W . (R).

87



10.5 Teoremi di immersione di Sobolev

Sono una serie di teoremi fondamentali che mostrano come dalla regolarita debole di una data funzione, cioe
l'appartenenza a qualche classe di Sobolev W*P? con k sufficientemente alto, consegua la sua regolarita forte
con la perdita di un certo numero di derivate. Precisamente, per ogni €2 C R"”, si ha
Teorema 22. [Sobolev]| Per ogni Q CR™, si hanno le immersioni contz’nuelﬂ
n
WEP(Q) € C(Q)  non appena k> —, (10.10)
p
e piu in generale:

WEPQ) C C¥(Q) Yk > %—l—l/.
In particolare, per gli spazi di Sobolev hilbertiani risulta :

HE(Q) C CY(Q) Yk > g +u.

Il numero reale k—n/p &1'ordine di regolarita dello spazio W*P. La (10.10)) afferma che gli spazi di Sobolev
con ordine di regolarita positivo si immergono con continuita nello spazio delle funzioni continue.

Osservazione 21. La condizione k > n/p & quasi ottimale nel senso che se k < n/p 'immersione ((10.10))
non & piu valida. Questo fatto si prova con un procedimento di riscalatura: supponendo per semplicita
Q = R", per ogni u € WFP definiamo le funzioni

ue(z) = u(z/e), 0<e<l.
Se n/p —k > 0, si ha allora
HUEHLOC(BR) = ||U’HL°°(BR/E) =z H“HLoo(BR) VR>0,
f0%ullyy = <™l [o7ul, < el Vial <,

e quindi, per £ — 0, la successione {ue} tende a zero in W’“’p(R”), ma non tende a zero in C(R"™).

Per quanto riguarda i casi limite, cio¢ quelli in cui k = n/p, la situazione ¢ variegata: I'immersione ((10.10)
non ¢ valida in generale, ma in qualche caso speciale lo &. Ad esempio per Kk =n, e p=1, si ha
W) C Q). (10.11)

loc

La ([10.11)) & una facile conseguenza dell’identita (10.3)) che verra dimostrata in seguito (Cor. 2 del Teor. .

10.6 Convoluzione e derivate deboli
Sia {p:} C C§°(R™) una famiglia di mollificatori di Friedrichs, cioé funzioni nulle fuori della palla B, e aventi
integrale 1. Per ogni u € L{, (R™) possiamo fare la convoluzione
Us = U* P
ottenendo una funzione u. € C°(R").

Teorema 23. [derivate e mollificatori] Siano u, f € L\ (R™) tali che dju = f (deb). Allora:

loc
9j(uxpe) = fxpe.
Per quanto gia visto in precedenza si ha anche
9j(uxpe) = ux(9ipc) = (95u) * pe

dove le derivate nei primi due termini sono classiche, mentre quella nel terzo termine ¢ una derivata debole.

4 La continuitd significa che, se per ogni |a| < k si ha {0%ur} — 0 in L? su ogni compatto di Q, allora {uz} — 0
uniformemente su ogni compatto di 2.
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Dim. Partendo da
O, (ux p:)(x) = 5&,{/ u(y) pe(z —y) dy} = / u(y) 8mj{ps(x - y)} dy .
e ricordando ora che Oju(y) = f(y) (deb) se e solo se

[ uwonetidy = - [ fewids  voe e,

Rn

troviamo

| o pcta =}y = = [ 1, (oo =n}ydy = [ oo =ndy = (7 p)(o).

O
Corollario 1. Per ogni u € W*P(R™) con p < oo risulta:
Wk
{uxp:} — u per € —0.
Dim. Grazie al Teor. [I6] sappiamo che
LP
{vxp.} — v, Vv e LP(R™),
quindi, applicando cio alla u e alle sue derivate deboli 0Oyu,...,0d,u, e ricordando il Teor. troviamo
P P
{uxps} — u,  {9(uxp)} = {Ouxp} — Oju.
Iterando questo procedimento sino ad arrivare alle derivate deboli di ordine k, si ottiene la tesi. O

Corollario 2. Ogni funzione u € W™ (R™) verifica I’identita (10.3)).

Dim. Se u(x) & una funzione di classe C™, con (d; --- d,)u € L'(R™), la ([10.3) & un’immediata conseguenza
di Fubini- Tonelli. Dunque per ognuna delle funzioni regolarizzate u. = u * p., risulta

ue(z) = <—1>”/.../Q+ (0 -+ On)ua(y) dy,

e, passando al limite per € — 0, si consegue la tesi. O]

Corollario 3. Seu € L] _(R"™) ¢ tale che dju =0 (deb) per j =1,...,n, allora u(z) é costante.

Dim. Per ogni j si ha 0ju. = 0ju*p. = 0% p, =0, e quindi la funzione (regolare) u.(x) & costante. D’altra

parte {uc} — u in L] . e quindi la funzione u(x), in quanto limite di costanti, & a sua volta costante. O

. . k
10.7 Gli spazi Hj(Q2)
Se ci si pone su tutto R”, vale il

Teorema 24. [densita] Ogni u € W*P(R"), con 1 < p < oo, ¢ limite in W5P(R™) di una successione di
funzioni uy, € C(R™). In particolare, per p =2, si ha che

Co°(R™) & denso in  H*(R™).
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Dimostrazione: Dal Cor. 1 al Teor. sappiamo che ogni u € WP & approssimabile in W*? con una
successione {u.} di funzioni C*. Se poi la u ha supporto compatto, anche le u. hanno supporto compatto
in quanto convoluzioni fra funzioni a supporto compatto. Resta solo da verificare che ogni u € WP &
approssimabile con una successione {u;} C Wk» di funzioni a supporto compatto. A questo scopo basta
costruire una successione di funzioni cut-off {v;(z)} C D(R™) tali che

o« Ui@) = 1 per [o] <
o Yi(x) =0 per |z/>j+1
o [0%Yj(x)| < C(w), Va,

dove le C(v) sono costanti indipendenti da j, e quindi prendere wu;(z) = u(x) ¢;(x).

La costruzione delle 9,(x) ¢ facile: scegliendo funzioni di tipo radiale possiamo ridurci al caso unidimen-
sionale e in questo caso, usando le funzioni del tipo exp [—1/(z — ¢)?], per ogni intervallo [a,b] & possibile

raccordare in modo C* la funzione che vale 0 su | — 00, a] con quella che vale 1 su [b, +o0[. O
Corollario. [integrazione per parti] Per ogni funzione w € WH1(R") ed ogni j = 1,...,n, risulta
/@w(x) dx = 0. (10.12)

Di conseguenza, per ogni u,v € HY(R™), o anche per ogni uw € W1 v € Wbl wale lidentita
/uajvdx = f/vé)judx. (10.13)

Dim. Se w € C}, la (10.12) ¢ un’immediata conseguenza della formula di Gauss-Green. Nel caso generale
prendiamo una successione {w. } convergente verso w in W1, cosicche le derivate {0;w.} convergono verso
djw in L': dato che

/8jw5 dr = 0, Ve,
passando al limite per ¢ — 0, otteniamo la (10.12)). Quanto alla (10.13) si noti che (anche nel senso delle
derivate deboli) si ha 8;(uv) = wd;v +vd;u, dunque w =uv e WhHt . O

Se ci si pone su un dominio € # R", il Teorema [24] puo cadere in difetto. Per ogni intero k& > 1, si definisce
allora il seguente sottospazio di H*(Q):

k

Hr(Q) = WH = {ueH’“(Q): 3 {¢;} CD(Q) tale che {p;} — u in Hk(Q)}

Il Teorema [24] afferma che HEF(R™) = HF(R™). Notiamo che H¥(Q) & un sottospazio chiuso di H¥(Q) e
quindi & uno spazio di Hilbert (con lo stesso prodotto scalare di H¥(f2)). Notiamo anche che la formula
d’integrazione per parti (10.13)) ¢ valida per ogni u,v € H}(Q).

Nel caso n = 1 ¢ facile verificare che, se (a,b) C R, una funzione ¢(z) appartiene allo spazio H(a,b) se e
solo se ¢ continua sull’intervallo chiuso [a, b] e nulla agli estremi.

In modo analogo, per ogni intero k > 1 ed ogni p < oo, si definiscono gli spazi Wé”)(Q)
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Capitolo 11

Distribuzioni

11.1 Duale di uno spazio di Banach

Se X uno spazio normato sul corpo complesso C, le funzioni lineari f: X — C sono chiamate funzionali
lineari, o anche forme lineari, su X. Per ogni funzionale lineare f ed ogni vettore x € X, si usa scrivere

<f,z>= f(x).

I funzionali lineari e continui su X formano uno spazio vettoriale che viene indicato con X': lo spazio duale
di X. Un funzionale lineare f ¢ continuo se e solo se esiste una costante C' > 0 per cui

|<fiz>]| < Cllz Ve X,

e la miglior costante C' ¢ detta la norma di f; in altri termini si definisce

Il = sup |f(2)] = sup L&

|lz||=1 w20 |||

Con tale norma X’ ¢ a sua volta uno spazio normato completo sul corpo C, come si verifica facilmente,
dunque ¢ uno spazio di Banach.

Se X & uno spazio di Banach sul corpo reale, X' & lo spazio di Banach (su R) formato dai funzionali lineari
e continui f: X — R.

Se H & uno spazio di Hilbert reale, il teorema di Riesz afferma che H' pud essere identificato con H: H' ~ H;
precisamente, se ad ogni x € H associamo il funzionale lineare

fery = (y,2)H,

I'applicazione p : z +— f, ¢ un’isometria lineare bigettiva da H su H ’. Se H & uno spazio di Hilbert complesso,
p ¢ una bigezione anti-lineare, cio¢ ¢ additiva e veriifca p(Ax) = A p(z) per ogni A € C.

Esempio 6. Per ogni ins. misurabile S C R", si ha:
1 1
se 1<p<oo, siha (LP(S)) =~ LI(S) dove , + e 1,
se p= oo, si ha L'(S) g (L>=(9)),

cioe il duale di LP & isometrico a L9 mentre il duale di L' & isometrico a un sottospazio proprio di (L‘X’)/.
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Precisamente, grazie alla dis. di Hélder
| [ ovda] < el (1L.1)
per ogni f € L7, con 1 < g < oo, possiamo definire il funzionale lineare e continuo
¢ LP(S) = R dove <7'f,u>:/sj%d9(:7
e di conseguenza resta definito 'operatore lineare
T: LY — (LP), dove T: fr— 71y

Sempre dalla (|11.1)) segue che 7 & un operatore continuo, infatti

ol = sup ] <> | llullpngs) < 1} < Wfllzacsy
E’ abbastanza facile verificare che 7 ¢ iniettivo, anzi ¢ un’isometria nel senso che ||7¢|| = || f||z+. Infine si
puo dimostrare (ma non & semplice) che nel caso p < 0o, e quindi ¢ > 1, Poperatore 7 & surgettivo. O

Sia X un arbitrario spazio di Banach. Dato che anche X’ ¢ uno spazio di Banach, possiamo definire il biduale
X" = (X'")'. L’applicazione di valutazione 5 : X — X ¢ definita ponendo

§:x0 > Ogy, dove 6 (f) =< fizog> VfeX'.
Essa & chiaramente iniettiva, anzi grazie al Teor. di Hahn-Banach (vedi sotto) verifica
100 = llll -

N N . LB . ~ . . . . . "
In generale perd 0 non e surgettiva. Quando cio accade, si puo fare l'identificazione isometrica X =~ X, e
lo spazio X si dice riflessivo. Gli spazi LP con 1 < p < 0o sono riflessivi, mentre L' ed L> non lo sono.

Il risultato centrale della teoria della dualita ¢ il

Teorema 25. (Hahn-Banach) Sia X uno spazio normato reale, M C X un sottospazio lineare. Allora
ogni funzionale lineare e continuo f : M — R puo estendersi ad un funzionale lineare e continuo F': X — R,
con norma ||[F||x+ = |[fllar -

Dim. La dimostrazione, per la quale rinviamo a K. Yosida Functional Analysis, Springer 1969, si basa sul
Lemma di Zorn, e quindi sul Postulato di Zermelo (Assioma della scelta). O

Corollario 1. Per ogni xg € X, si puo trovare un funzionale fo € X' tale che
2
1follxr = llzoll, (o, wo) = [laol[-

In particolare, se X # {0}, il duale X' non puo mai ridursi allo spazio nullo .

Corollario 2. Per ogni sottospazio chiuso M C X, esiste un funzionale lineare e continuo fo # 0 che si
annulla su ogni vettore di M.

Corollario 3. Un sottospazio M C X ¢ denso in X se e solo se l'unico funzionale f € X' che si annulla
su M é il funzionale nullo.

1 che & una sorta di Delta di Dirac
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11.2 Definizioni

Lo spazio delle distribuzioni su un aperto 2 C R" fu introdotto negli anni ’50 da Laurent Schwartz come
duale dello spazio D(R2) delle funzioni C'* a supporto compatto in . Per maggior generalita ci porremo
nel caso complesso, in cui le funzioni test sono a valori in C.

1

Il punto di partenza della teoria delle distribuzioni ¢ l'osservazione che, ad ogni f € L,

associare il funzionale lineare 74 : D(2) — C cosi definito:
7.0 = [ f@pla)ds, oD@, (112)

Oltre che lineare, il funzionale 7 = 7¢ ¢ (sequenzialmente) continuo su D(f2) nel senso che

(Q) possiamo

D(Q _
o} ™ e — dm (7, o) = (7, 9), (11.3)
dove la convergenza in D(2) & cosi definita :

Definizione 16. [convergenza in D] Data una success. {;} C D(2) si dice che {¢} i © se

i) esiste un compatto K C Q per cui supp(pr) C K, Vk,
i) {0%k(x)} — 0%p(x) uniformemente su Q, Va.

Definizione 17. [distribuzioni] Si chiama distribuzione su § ogni applicazione lineare 7: D(2) — C
che sia continua nel senso di (11.3)

In particolare il funzionale lineare 7; definito dalla (11.2)) & una distribuzione. Inoltre 'operatore lineare
f = 74 ¢ iniettivo per il Teor. di Riemann-Lebesgue, e quindi possiamo identificare lo spazio L .(Q) ad
un sottospazio dello spazio delle distribuzioni:

Lie() € D'(9Q).

Osservazione 22. [spazi localmente convessi] Uno spazio vettoriale topologico (s.v.t.) & uno spazio
vettoriale sul corpo C su cui € assegnata una topologia per la quale risultano continue le seguenti applicazioni
a valori in X, la prima definita sullo spazio X x X e la seconda su C x X,

(r,y) — x+y, A\ z) — Az,

11 duale (topologico) di X, indicato con X', & lo spazio vettoriale dei funzionali lineari e continui su X.

Gli s.v.t. formano una classe molto ampia. Nella teoria delle equazioni alle derivate parziali possiamo
limitarci a considerare una classe particolare di s.v.t., gli spazi localmente convessi (l.c.), cioe gli s.v.t.
X la cui topologia deriva da una famiglia {p,} di seminormeﬂ Cio significa che, per ogni successione
generalizzataP|{z;} C X, risulta:

X . . .
{z;} > 2 <= limpy(z; —2x)=0 per ogni seminorma p, .
K3
Nella categoria degli spazi l.c. € possibile, usando le seminorme, definire la nozione di succ. generalizzata di

Cauchy (per ogni seminorma: po(z; — ;) <€ per i,j > k(e)) e quindi quella di spazio l.c. completo (ogni
succ. generalizzata di Cauchy ha un limite in X).

2 Una seminorma su uno spazio vettoriale X & una funzione p : X — [0, +oo[ che ha tutte le proprieta di una norma tranne
eventualmente quella di annullarsi solo sul vettore nullo.

3 Una successione generalizzata in X & un’applicazione ¢ : I — X, dove I'insieme degli indici non & necessariamente N
(come nel caso delle successioni usuali), ma ¢ un arbitrario insieme filtrante, ciod & un ins. parzialmente ordinato e diretto nel
senso che per ogni 4,5 € I esiste k € I tale che 4,j < k). Si scrive usualmente £(7) = z;. Se {a;} & una succ. generalizzata di
numeri reali, dire lim a; = a significa che, per ogni € > 0, esiste k € I per cui |a; — a| < € per ogni i > k.
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La classe degli spazi l.c. completi include ovviamente gli spazi di Banach. Un’importante classe intermedia
¢ quella gli spazi di Fréchet, cioé quegli spazi l.c. completi che hanno una famiglia numerabile {py,}nen di
seminorme. Si verifica facilmente che ogni spazio di Fréchet e metrizzabile, nel senso che la sua topologia &
indotta da una metrica, ad esempio dalla seguente :

oo

. —n Pn\T—Y
dist (z,y) = |z —y| = 22 H—}E(x—)y)

n=1

Osservazione 23. Tornando alle distribuzioni, occorre dire che & possibile dotare lo spazio vettoriale D(f2)
di una famiglia non numerabile di seminorme (di non semplice descrizione) che lo rende uno spazio l.c.
completo, in cui le successoni convergenti a zero sono tutte e sole quelle che tendono a zero secondo la
Def.[16] Tale spazio non ¢ uno spazio di Fréchet, ma gode tuttavia di questa proprieta: i funzionali lineari
sequenzialmente continui su D(Q), cioé le distribuzioni, sono anche continui in senso topologico.

Dunque per definire il duale di D(2) possiamo limitarci a considerare le successioni usuali senza scomodare
quelle generalizzate, e lo spazio delle distribuzioni sopra definite (Def. coincide effettivamente con il duale
dello spazio l.c. D(Q), ed & quindi indicato con D’(§2). Peraltro esistono delle funzioni (necessariamente non
lineari) F': X — C che sono sequenzialmente continue su D(2) ma non continue in senso topologico.

Definizione 18. [derivate di una distribuzione] Per ogni distribuzione 7 € D'(f2), i funzionali

or

. Op -
87%@|—>—<7' >7 ,]_17"'571‘7

9
8$j

sono lineari e continui sullo spazio D(2) e quindi definiscono a loro volta delle distribuzioni. La differenza
con le derivate deboli degli spazi di Sobolev & che ora non si pretende che le derivate siano delle funzioni,

cioé appartengano ad Ll .. Di conseguenza che le derivate distribuzionali esistono sempre.

Pil in generale, per ogni o € N™ possiamo definire la derivata 0%r € D'(Q2), ponendo

(0°7,0) = (1)l {r, 8%),  VYypeDQ).

Definizione 19. [moltiplicazione con una funzione] In generale non si possono moltiplicare due
distribuzioni fra loro, ad esempio non esiste il quadrato della Delta di Dirac, tuttavia ogni 7 € D'(2) puo
essere moltiplicata per un’arbitraria funzione test ¢ (z), ponendo

(7, 9) = (T,0p), VeeDQ)

Esercizio: Per la Delta di Dirac in una variabile, risulta :

z6 =0, xd = -6, 226" = 0.

Definizione 20. (supporto) Se 7 € D’ si dice che 7 =0 su qualche sottoinsieme aperto w C Q quando
<T,p>=10 Vo € D(w) C D()

Usando una partizione dell’unita si vede che, se w =Uw; e 7= 0 su ognuno degli w;, allora 7=0 su w.
11 supporto di 7 & il piu piccolo sottoinsieme chiuso di 2 sul cui complementare 7 si annulla. In altre parole,
il complementare del supporto € il massimo aperto su cui 7 = 0. Il supporto di 7 & vuoto se e solo se 7 =0
su (), mentre coincide con tutto {2 se e solo se 7 non si annulla in alcun aperto w C €.
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Esempi.

e Una funzione f € L{ () ha supporto S, con S insieme chiuso in Q, se f =0 q.o. su Q\ 9, e inoltre

per ogni z € S non esiste alcun intorno di z sul quale f =0 q.o.

e La funzione f(x) =  ha per supporto U'intero asse reale R.

e La delta di Dirac ¢,, ha per supporto il punto {zg}, e cosi pure tutte le sua derivate 9%d,,.
Definizione 21. [restrizione] Per ogni 7 € D'(Q), la restrizione di 7 ad un aperto w C Q ¢ la
distribuzione 7|, € D'(w) definita da:

(Tlws ) = (7.0), Vi € D(w) C D(Q).

11.3 Esempi di distribuzioni

. Distribuzioni di tipo funzione : sono le distribuzioni 7 con f € L{ () (vedi la[11.2)

1 loc
2. Delta di Dirac nel punto xzq € R™ : <5m0 , g0> = (o)

3. Derivate della Delta di Dirac : (%04, , ¢) = (=1)lel 92 p(xq)
4. Valor principale di 1/x : ¢ la distribuzione su R definita da

(P(L). ) = 1 @) 4 (11.4)

e—=0 |$|Z8 X

Dimostriamo che il limite nella (11.4]) esiste. Per ogni ¢ € D vi ¢ una e una sola funzione @ € C* per cui

p(x) = (0) + z@(x),

quindi, fissando R cosi grande da avere supp(y) C [—R, R], troviamo (essendo 1/x una funzione dispari) :

/ #(@) dx = / de = / @dm +/ o(z)de = / o(z) dx,
lz|>e L e<|z|<R ¥ e<lz|<R T e<|z|<R e<|z|<R

e quindi, per € — 0,

R
(P(1/z), ¢) = / o(z)de .
-R
Per asserire che quest’ultima formula definisce una distribuzione, basta notare che, se {¢} — 0 in D, allora
supp (Px) C [R, R] per qualche R > 0, e {¢x} — 0 in L'(—R, R).
Si verifica che P(1/z) non & una distribuzione di ordine zero, cioé non ¢ una funzione L[, né una misura

(come la Delta di Dirac) bensi & una distribuzione del primo ordine, come la derivata della Delta (vedi il
paragrafo successivo). Si ha poi:

- P(lfz) =1,  P(1/z) = (og|z]),

infatti

<x77(1/z), g0> = <77(1/x), o:gp(x)> = lim z () dr = /OO p(z)dx = <1, g0>,

0 lejze ¥

/ log |z| ¢’ () dx = lim log |z| ¢'(z) dz = lim {loge [p(—¢) — p(e)] — / L) d:c}
R e—0 |I|Z€

e—0 ‘I‘ZE

= — lim @ T = — T
-1 /Im dr = —(P(1/z), ¢ ).

e—0 €T
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11.4 Spazi normali di distribuzioni

Un’applicazione lineare iniettiva e continua j: V' — X fra spazi vettoriali topologici € detta immersione:

v <4 X

Notiamo che V puo essere visto come un sottospazio lineare di X, ma e dotato di una sua topologia che ¢
(in generale) piu forte di quella ereditata da X. Per dualitd, ponendo

(7' fv) =(fjv), [feX veV,
possiamo definire un’applicazione lineare (e continua)
i X — V.

Un caso tipico ¢ quando V ~ j(V) & denso in X. In tal caso 'applicazione j’ risulta a sua volta iniettiva:
infatti, da j'f =0, cioe (j'f, v) =0 per ogni v € V, segue che (f, jv) =0; ma allora, per la densita dei
vettori j(V) in X, possiamo concludere che f = 0. In questo caso abbiamo dunque le due immersioni:

V < X, X = V.

Da notare che lo spazio X’ ~ j/(X’) & formato da quei funzionali lineari su V' che sono continui non solo
rispetto alla topologia di V' ma anche rispetto alla (pit debole) topologia di X.

Se X € uno spazio di Hilbert, ricordando il teorema di rappresentazione di Riesz troviamo
Vo X ~ X < V.

Nel caso che V sia uno spazio di Banach riflessivo, si parla di terna hilbertiana.

Per ottenere degli spazi di distribuzioni, basta partire da uno spazio lineare topologico X nel quale D(Q) si
immerga con continuitd e densita, cosicché il suo duale X' possa essere visto come un sottospazio di D'(Q):

X' ~ {fep/(m L < fion>— 0 Vgl D) te {on) - o}

Il caso piu semplice & il seguente EL

denso

D) T X o L2Q) ¥ LX) - X' o D(Q),

dove, per avere una rappresentazione di X’ come sottospazio di D’, utilizziamo L? come spazio perno.

Esempi.

1. X =8 (spazio di Schwartz)
S = S[R") = {go €C®(R") : |2°0%p(x)| < Cup < 00, Yz €R, Va,ﬂ}

In particolare, prendendo S = 0, vediamo che ogni ¢ € S verifica

Cn
)| < ———— V N. 11.5
@) < T (115)
Le o(z) che verificano la (11.5)) sono dette funzioni a decrescenza rapida (all’infinito), dunque S &
I'insieme delle funzioni C°° che sono a decrescenza rapida insieme alle loro derivate di qualunque
ordine. Si tratta di uno spazio l.c. con la famiglia (numerabile) di seminorme :

pa,ﬁ(go) = Hxa aBSOHLoc(Rn) ) avﬁ € Nn7

4 comunque immersione di X in L2 non & richiesta.
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e quindi con la convergenza :
{¢r} 5,0 = kliﬂngopaﬁg(gok) =0 Ya,fB. (11.6)

Si puo facilmente verificare che S € uno spazio l.c. completo, dunque € uno spazio di Fréchet.

Un altro fatto non difficile da verificare ¢ che D ¢ denso in S. Si ha dunque lo schema:

DS — L[~ 8 —D.
Il duale dello spazio di Schwartz, cioe lo spazio
S = {feD’: <fior>— 0 V{pr}CD t.c {gﬁk}i) O},

¢ detto spazio delle distribuzioni temperate. Una distribuzone di tipo funzione, f € L{ _, per apparte-
nere ad &’ deve potersi applicare a tutte le funzioni a decrescenza rapida, di conseguenza deve avere
una crescita al pi polinomiale all’infinito, cioeé deve verificare

If(x)] < C(+ |z, per qualche N.

In particolare, la funzione esponenziale e* non puod appartenere ad S’.
Si puo dimostrare che una distribuzione sta in S’ se e solo se ¢ la somma di un certo numero di derivate

(distribuzionali) di funzioni Li, . a crescita polinomiale.

. X =& (funzioni C*)
Anche questo ¢ uno spazio di Fréchet, con la famiglia (numerabile) di seminorme

pr.ale) = [[0%| e ) (11.7)
al variare di K fra i sottinsiemi compatti di R™ e di @ € N™. Dunque una successione {¢r} C &

converge a zero se {py } e tutte le sue derivate 9“{py, } tendono a zero unifortmemente su ogni compatto.

Si verifica facilmente che D (e quindi anche §) ¢ denso in €. Quindi si arriva allo schema:

D— S <= &, g -8 = 7D.

Poiché le funzioni di € sono libere di crescere in modo arbitrariamente grande all’infinito, in £’ possono
trovarsi solo distribuzioni a supporto compatto, cioé:

& = {’T € D': 7 ha supporto compatto in R" }

In modo analogo, per ogni aperto 0 C R™, possiamo definire lo spazio £(Q2) e il suo duale £'(2).

. X =Dy ().

D (€2) € lo spazio di Fréchet delle funzioni di classe C™ con le seminorme limitatamente ai
multi-indici & con |a] < m. Il duale di tale spazio D!, () & lo spazio delle distribuzioni di ordine m.
Dunque una distribuzione 7 su € ha ordine m se < T, >— 0 per ogni successione {¢;} C D(),
con supp(pr) C K per qualche K CC €, che converga a zero con tutte le derivate di ordine < m.

. X = HEQ).

Ricordiamo che HF(Q) & la chiusura di D(Q2) in H*(Q), dunque D(f2) & denso in HE(Q). Dato che
HE(Q) & uno spazio di Banach (con la stessa norma di H¥((2)), il suo duale H}(9)’, che viene indicato
con H~k(Q), ammette la seguente rappresentazione in D’ (2) :

97



HHQ) = {reD(@): |[<re>] < Ol VeeD@}.
Dunque si hanno le inclusioni:
D(Q) — H§(Q) — L*(Q) = H *(Q) = D'(Q).
Ricordiamo (Teor. che su tutto R™ ogni u € H* & approssimabile con delle {¢}} C D, cioe
HE (R") = H"(R™).
Ci possiamo chiedere se la Delta di Dirac appartenga ad H~1(R"). Per n = 1 la risposta & si, infatti
|<8.0> | = [e0)] < o] -

Del resto, essendo H'(R) C C(R), & chiaro che possiamo applicare la § a tutte le funzioni di H!.

Per n > 2, H*(R™) non ¢ incluso in C(R"), quindi § ¢ H~1(R").

11.5 Lo spazio H 1(Q)

Per descrivere lo spazio H~}(Q) = (Hg ()" C D'(2), ricorriamo ad un utile risultato di Analisi Funzionale:

Teorema 26. [Lax-Milgram] Sia V uno spazio di Banach riflessivo, cioé uno spazio per cui (V') =V,
e sia A:V — V' un operatore lineare, continuo e coercivo nel senso che

(Av,v) > Ao HUHS/ per qualche Ao > 0.

Allora A ¢ iniettivo e surgettivo.

Dim. Scriveremo qui per brevita

loll = llelly 1Al = ]

v = Hilﬂllz)l [(f0)]

La tesi del Teorema viene raggiunta in tre passi:

i) A ¢ iniettivo. Dalla coercivita si ricava che Ag|v||? < (Av,v) < ||Av|4 [|v] e quindi
[4vl[, = o[v]] - (11.8)

ma allora, se v € V & tale che Av =0, si ha 0= (Av,v) > X\g |[v]|? e quindi v = 0.

ii) A ha immagine densa in V'. Dal Corollario 3 del Teor. (Hahn-Banach) applicato allo spazio V' ed
al sottospazio M = A(V) C V’, sappiamo che M & denso in V' se il solo funzionale su V' che si annulla su
M, & quello nullo. Nel nostro caso (V') ~V, quindi A(V) & denso in V' se, per ogni vy € V,

(Aw,v9) =0 YweV = vy = 0.

Ora, scegliendo w = vy, troviamo (Awvg, vg) = 0 e quindi, per l'ipotesi di coercivita, vg = 0.

iii) A ha immagine chiusa in V'. Se {Av;} C A(V) & una successione convergente verso qualche f € V’,
si ha |Av; — Avj|l. — 0 per i,j — oo, e quindi, in virtu della , anche Hvl - ij — 0, cioe {v;} &
una successione di Cauchy in V. Ma allora tale successione & convergente verso qualche v € V' e, per la
continuita di A, se ne deduce che {Av;} — Av in V', cosicche f = Av. O
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Osservazione 24. Un caso particolare & quello in cui, oltre alla coercivita, A verifica la proprieta di
auto-aggiunzione, cioé
(Av,w) = (Aw,v).

Tale proprieta non € necessaria per provare che A e surgettivo, ma diventa importante se si vuole studiare
l'equazione Au = f col metodo variazionale

Osservazione 25. Una situazione tipica si ha quando vi & un’immersione continua Z : V < V' (come nel
caso delle terne hilbertiane V — H < V’). In tal caso, se indeboliamo l'ipotesi di coercivita dell’operatore
A supponendo solo che (Av,v) > 0, possiamo concludere che AZ + A ¢ un isomorfismo per ogni A > 0.

Grazie al Teor. di Lax-Milgram siamo in grado di caratterizzare le distribuzioni appartenenti ad H~1(Q):

Teorema 27. [caratterizzazione di H~!] Per ogni distribuzione T € D'(2), si ha:
TEH_1<Q) <~ Efo,fl,...,fn€L2<Q) s T =fo+O0fi+ -+ Onfn (11.9)

dove 0;f; sono le derivate distribuzionali di f;.

Dim. L’implicazione <= & facile, infatti per ogni f € L?(2) risulta che 9;f € H~'(2), dal momento che
‘ <0if, o> ‘ = ‘— < f, 9jp > | = ‘/Qf 3j80d1“ < ||f||L2(Q) H@HHI(Q)'

Per provare 1 'implicazione inversa, ricordiamo anzitutto che la norma di una f € H~! & data da:

g = Sup{ <fo>: we Hy(), [lo||, < 1} = sup{ <fio>: 0eDQ), |lo|n < 1}.
Osserviamo ora che le applicazioni
Q) 25 12(Q) 25 H Q)
sono continue, e quindi risulta continuo anche il Laplaciano
A=+0++02: H) Q) — H Q).

Si ha poi
—(Au,u) = / |Vul|? dz Yue HY (), (11.10)
Q

e quindi 'operatore A =7 — A : u — u— Au verifica I'ipotesi del Teor. di Lax-Milgram. Possiamo dunque
concludere che A : HE(2) — H~1(Q) & surgettivo, i.e. per ogni f € H~1Q) esiste u € H}(Q) per cui

n

f = u-— Zﬁj(ﬁju) .
J=1

Ma allora, dato che le funzioni fo = u, f; = dju stanno in L?, otteniamo la (11.9). O

Osservazione 26. Nel caso in cui €2 ¢ un aperto limitato di R™ con frontiera regolare, non € necessario
aggiungere al laplaciano 'operatore —Z per ottenere un isomorfismo: in questo caso lo stesso laplaciano A
¢ gid un isomorfismo fra H}(2) e H~1(€2). Vale infatti la diseguaglianza di Poz’ncare’lﬂ

/|u|2dx < C’/ |Vu|?dz, Yue Hy(Q),
Q Q

dalla quale, tenendo conto della (11.10]), segue immediatamente la coercivita di —A.

5 Per provare la dis. di Poincaré si pud usare il Teor. di Rellich che afferma (nelle nostre ipotesi su ) che I"immersione
H}(Q) — L2(Q) & compatta, ciod da ogni succ. limitata in H}(€2) si pud estrare una sottosucc. convergente in L%().

99



Nel caso invece in cui 2 = R”, 'operatore A : H' — H~! ¢ iniettivo con immagine densa ma non &
surgettivo. Infatti, fissata una ¢ € D, la successione {uy} C H definita da

up(x) = k™ %p(x/k)

verifica
urll s = &Nl os NVurlle = 707 [V 2 s

e quindi, se scegliamo n/2 — 1 < a < n/2, vediamo che |ug| 2z = 00, ||Vuk||rz — 0. Ma allora
{Aup} = {divVug} -0 in H* mentre {up} A0 in H}.

Cio esclude che A possa essere surgettivo, in tal caso infatti esso avrebbe un inverso continuo da H~! in
H}, in virtu del seguente classico risultato (cf. K. Yosida, Functional Analysis, Springer 1969) :

Teorema 28. [grafico chiuso]. Un operatore lineare e continuo A : X —'Y fra due spazi di Banach che
sia iniettivo e surgettivo ha inverso continuo. Lo stesso risultato vale se X,Y sono due spazi di Fréchet.
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Capitolo 12

Trasformata di Fourier

12.1 Richiami sulle Serie di Fourier

La trasformata di Fourier ¢ una generalizzazione della serie di Fourier. La serie di Fourier permette di
scrivere qualunque funzione f(z), periodica di periodo 27, nella forma:

f($> — Z cheihm

h=—o00
dove i coefficienti ¢, dello sviluppo sono:
N 1 /27 )
en = f(h) = — (z) e~ da | heZ.

_271' 0

Questo integrale puo essere interpretato come il prodotto scalare nello spazio di Hilbert complesso L?(0, 27)
tra il vettore f(z) ed un elemento della base hilbertiana {¢**}. In pratica stiamo esprimendo la funzione f
come limite di polinomi trigonometrici.

Definizione 22. [polinomi trigonometrici] Un polinomio trigonometrico & la composizione di un
polinomio con la funzione e'*, cioé una funzione del ti}[)vo

Py(z) = Z cp et

h=—N

Si dimostra che, per ogni f € L?(0,2m), vale lo sviluppo in serie
{Pn(z)} — f(2) in L?(0,27), N — .

Si dimostra poi che, se f € C3_(R) (funzione C! su R e 2m-periodica), allora si ha la convergenza in L.

Applicazione all’equazione del calore

Una classica applicazione dello sviluppo di Fourier ¢ la risoluzione dell’equazione del calore
U = Ugpy (12.1)
sull’intervallo [0, 27], con le condizioni al contorno:

{u(t,O) = u(t,2r) = 0 (Dirichlet)
u(0,2) = p(x) (Cauchy)
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Cio equivale a studiare la diffusione di calore in una sbarra i cui estremi vengano mantenuti a temperatura
costante. Ovviamente, occorre imporre al dato iniziale la condizione di compatibilita ¢(0) = ¢(27) =0.

Per risolvere questo problema Fourier cerca una soluzione della forma
o0
u(t,x) = E vp () sin nx
n=0

dove le incognite sono le funzioni di una sola variabile vy, (). Calcolando le derivate otteniamo:

oo
up = Zv;(t)sinnx

n=0

o0
Uy = Z n vy, (t) cosnx
n=0

oo
Upy = — Z n?uv,(t) sin nx
n=0

e quindi sostituendo queste espressioni nella (12.1) ed eguagliando componente per componente,

/ 2

v, = —N" Uy,

In conclusione, troviamo la soluzione
o0
— 2 .
u(t,x) = E cne " tsin(na), cn = v, (0).
n=0

Per avere la convergenza di questa serie in L?(0,27) basta che sia verificata la condizione 3 |c,|? < oo,
mentre la condizione (pit forte) Y |c,| < oo assicura che la convergenza & uniforme.

12.2 Trasformata su L!

Considereremo la trasformata di Fourier su tre spazi diversi
L' = LYR"), L?=L*R"), S =SR").
Se n = 1, la trasformata di Fourier di una funzione f(z) € L'(R) & definita da:
fo = [ e
dove x € R ¢ la variabile reale, mentre £ € R ¢ detta variabile duale. Piti in generale:

Definizione 23. [trasformata di Fourier] Per ogni f € L!'(R") si definisce

f(g):/ne_igiwf(x)d$7 geRn7 é-x:glxl"_"'_gnxn

Osservazione 27. Nella teoria della trasformata di Fourier occorre considerare funzioni a valori complessi,

~

infatti, anche se f(x) & una funzione reale, la sua trasformata f(€) & in generale complessa. Se pero f(z) &

-~

una funzione reale e pari, cioé verifica f(x) = f(—=z), anche f(§) risulta reale e pari.
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Per ogni f € L' risulta
i “Ee f ()| d d
Fel< [ @l < [ (r@ld.

quindi R
1l < 0L (12.2)

Dunque la trasformata di Fourier definisce un operatore lineare e continuo
F: L' = L™,

Un problema importante e quello di cercare di tornare alla funzione originale, ovvero fare ’anti-trasformata.
L’ideale sarebbe disporre di una caratterizzazione semplice dello spazio L! = F(L'), ma tale caratterizza-
zione manca. Notiamo tuttavia che, se f € L!(R), la trasformata f risulta continua su R", dunque

Il ccni™.

Infatti, se {&x} — € in R™ le funzioni {eﬂf’f “f(x } convergono puntualmente verso e~ %% f(z), e quindi

Fla = [ eorpwan =5 [ o f@ o

Abbiamo qui fatto ricorso al Teorema di Lebesgue sulla convergenza dominata: se {¢g(x)} — ¢(x) puntual-
mente, e |¢k(z)| < 1(z) per qualche funzione 1(z) sommabile su R, allora

/n@k(m) i 2 / () da.

In particolare F : L' — L non & surgettiva. D’altra parte F(L') non coincide neppure con C N L%, infatti:

Teorema 29. Per ogni f(x) € L', la funzione f(g) ¢ infinitesima all’infinito, cioé verifica

lim e T f(x)dr = 0. (12.3)

|£|—>OO R”
In altri termini, F(L') C {funziom' continue e infinitesime all’infinito su R”}E

Dim. Ci limiteremo per semplicita al caso n =1 (il caso generale si tratta in modo analogo).
Se g € C}, spazio delle funzioni C' a supporto compatto, la (12.3)) ¢ facile: integrando per parti si trova

“+o0 ) +oo +o0
16 = [ e awdr = = [ @) s@de = % [ e g@dr 0 per oo,

Nel caso generale, dato che C} & denso in L', per ogni & > 0 possiamo trovare qualche funzione g € C} per
cui ||f —gllzr <e, e quindi, per la , ||f — Gl < e. Ma allora:

maxlim |f | < maxlim |f(§) —-g(8) | + maxlim |§(§)| < & 4+ maxlim |§(§)| =e.
€] =00 |¢]—o00 €] =00 €] =00

Per ¢ — 0 si trova la ((12.3)). O

1 Anche questa inclusione & propria: esistono funzioni continue e infinitesime all’infinito che non sono la trasformata di
Fourier di nessuna funzione di L.
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Osservazione 28. La precedente dimostrazione equivale a dire che

{e7®*"} — 0 in D'(R,) per || — o00.

12.2.1 Principali proprieta
1. Per ogni f € Wb, cioe f € L! con derivate deboli 8;f € L', risulta
1 (&) = i& J(©).

Infatti, integrando per parti (vedi il Corollario al Teor.|24)), troviamo:
/ e i 0;f(z)dx = — / 0 (eﬂf'z) fz)dx = / 3 e T f(x)dr = 3 f(f) .
n n RTL

Piti in generale, per ogni f € W*1(R") si ha:

— ~

f@E) = (@) f(§) Vo[ <k.
Come conseguenza si vede che f(g) decade di ordine > k per |{| — oo

<
134

Dunque le derivazioni si trasformano a moltiplicazioni per monomi; pertanto I’equazione differenziale

a coefficienti costanti
P(0y)u = Z cau(z) = f(2)

|| <m

79| < Vi >1.

si trasforma nell’equazione algebrica

P@E&)UE) = Y ca(i€)u(E) = F(&),
|| <m

~

la cui soluzione si ottiene dividendo f(€) per il polinomio P(i§). Ma per poter eseguire questa divisione
occorre che questo polinomio non si annulli per £ € R™ (condizione di ellitticitd).

2. Consideriamo ora una funzione f € L' tale che z;f(x) € L' per qualche j = 1,...,n. Si ha allora:

—

zif(§) =1

~

0
a—gj(f@)) :

La dimostrazione & semplice :
9 {/ eI f (1) dx} = / —izje %7 f(x)dx.
85] R n

3. Formula di Parseval

| J@e@de = | f@)3w)dy,  VfgelL (12.4)

Dim. Sfruttando il teorema di Fubini-Tonelli, possiamo scrivere

Fos@d = [ { [ e rwatae = [ e

e, quest’ultimo termine & simmetrico in f, g. O

R™
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4. Se consideriamo la convoluzione di due funzioni f,g € L':

(f * 9)x / f(z —y) gy) dy

e ne facciamo la trasformata di Fourier, otteniamo

Fxg(&) = F(&)3(&). (12.5)

Dim. Esplicitiamo la trasformata della convoluzione scrivendola come un integrale doppio:

o= [ e[ se-nawarbi = [[ oo deay.

Se scriviamo = = (x — y) + vy, 'esponenziale diventa:

eiéa: — e—if‘(ﬂi—y)e—i&'y’

e, sostituendo nella precedente espressione, troviamo

e ta-ngwdsdy = [ e g day.

Eseguendo un cambio di variabile e sfruttando Fubini-Tonelli, raggiungiamo la tesi. ]

La formula (12.5) ci dice che 'algebra (L', *) viene trasformata, tramite Fourier, nell’algebra (L*°,").
In (L', ¥) manca l'identita: sarebbe la delta di Dirac, la cui trasformata ¢ la funzione costante 1.

12.2.2 Esempi

1. La funzione caratteristica f(z) dellintervallo [—1, 1] ha per trasformata di Fourier la funzione:

ey ! _ 2 ¢ ;oo sing
f(f)—2/0 cos(éx)dr = 5/0 cosz' dx’ = 2

3
_ /0; f(x)da

quindi il nostro risultato trova conferma nel fatto che [*_ f(z)dz =2 = f(O)

Osserviamo che

Si noti che la f(z) € una funzione discontinua, mentre la sua trasformata ¢ addirittura analitica intera
dato che ammette uno sviluppo in serie di potenze con raggio di convergenza infinito:

2n

_QZ 2n+)

Tuttavia f(f) non ¢ assolutamente integrabile, in quanto:

> [sin(§)| — 1
/_OO : d¢ ~ Zn—oo.

n=1
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2. La gaussiana
2
G(z) = e @ /2

appartiene allo spazio di Schwartz S(R). Per calcolarne la trasformata di Fourier, iniziamo notando
che poiché G(x) é reale e pari anche G(§) lo sara. L’approccio diretto & cercare di calcolare l'integrale :

oo
/ e_’f:”_ﬁ/2 dz .
—00

Un approccio piu semplice & notare che G verifica I'equazione differenziale :
G'(z) = —2G(x), (12.6)

e, piu precisamente, € I'unica soluzione di tale equazione a meno di costanti moltiplicative. Applicando
la trasformata di Fourier ad entrambi i membri, e sfruttando le proprieta sopra elencate, troviamo

G+rG=itGE)+i(G)(€) =o.

Dunque anche G(€£) soddisfa la (12.6)), cosicché G = C G, dove C & una costante. Ricordando che
G(0) = [*_ G(x) = V2, possiamo ricavare il valore della costante: C' = v/2m. In conclusione:

G = V2r /2,
Nel caso di n variabili la gaussiana ¢ il prodotto di n gaussiane unidimensionali, nel senso che
G(z) = e~l=l*/2 = G(z1) - Glay),

quindi la sua trasformata ¢ il prodotto delle trasformate delle singole gaussiane:

G(¢) = / e Gt ) G(ay) - Gy dae = H/e‘ifﬂjG(xj)dxj = (Vam)re /2,
n =1 R

12.3 Trasformata su S

Accanto allo spazio
S =S~ = {pe C®R") : 2°0°p € L™ Va,B}

possiamo introdurre

S = {peC®R") : z°9°p € L' Va,B}

Proposizione 14.
Spe = St

Dim. Utilizzando la formula di Leibniz si trova che, per certe costanti C(«, 3,7),
Pau) = > Cla,f,) a0 T,
y<{o,8}

quindi entrambi gli spazi Sy~ e Sp1 sono stabili sia per derivazione che per moltiplicazione con mono-
mi; di conseguenza, nelle definizioni di questi spazi, possiamo invertire I'ordine fra la derivazione 0% e la

moltiplicazione per 2. Ora, dalla identita (10.3)) segue che

lull joe < € max [|07ul]

e quindi, per u = 9°(2%¢), deduciamo che Sp~C Si1.
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Per provare I'inclusione inversa notiamo che, se 27v(x) € L™ per |y| < n+1, allora |v(z)| < C(1+4|z|)~(+D
e quindi v € L. Di conseguenza :

loll < € max a7

< V|| oo
Iyl <t b=

Prendendo v = 2*9° , concludiamo che Sp1 C Spe.

Dalle stime precedenti, segue anche che la convergenza in S puo essere equivalentemente descritta usando
in (11.6)) la convergenza in L! anziché quella in L. O

Corollario. La trasformata di Fourier definisce un operatore continuo F :S — S.

Dim. Se ¢ € Sp1 allora @ 9%¢p € L' per ogni a, 8; quindi, dato che F : L' — L,

o (€7 3(9) = i7"l dlp € L™,
Dunque ¢ € Sy cioe F :Spi — Sp=. La continuita segue dall’ultima parte della Dim. precedente. [

Teorema 30. [formula di inversione] Per ogni u € L' tale che @ € L' si ha

_ ! T
ue) = G [ e de. (12.7)

Per la dimostrazione si veda K. Yosida Functional Analysis, Springer 1969.

L’operatore

cv(x 1 e y(z) da
G:u(r) — o /Rn (z)d (12.8)

viene chiamato trasformata di Fourier inversa, in quanto G o F = Id. Si noti che G differisce da F solo per
la costante moltiplicativa e per il segno nell’esponente, dunque:

(Gu)(§) = (2m)~" v(=¢). (12.9)
Corollario 1. Se u(z) € L' ¢ tale che u(¢) € L, allora u(z) risulta continua.
Dim. Segue subito dalla e dalla continuita di @(¢) per ¢ € LL.
Corollario 2. La trasformata di Fourier F: L' — L>® ¢ un’applicazione iniettiva
Dim. Se u(¢) =0, dalla segue subito che u(x) =0 per ogni z.
Corollario 3. La trasformata di Fourier F: S — S é un isomorfismo.

Dim. Per provare che F & surgettiva basta notare che G, al pari di F, opera sullo spazio S.

Osservazione 29. Per verificare la correttezza della costante moltiplicativa (27)~™ nella formula d’inver-
sione, basta applicare tale formula alla Gaussiana G(z) = exp{—|z|?/2}, ricordando che G = (27)"/2G.

12.4 Trasformata su L2

Dalla formula di inversione ((12.7)) si ricava, passando ai complessi coniugati,

u@) = 20" [eseaiag = em " [FEEGdE = n) " [T d = (2 E()

Oovvero :

S

u = (2m)™"

J— 72 J—
In altri termini, 'operatore F verifica F = F a meno di una costante moltiplicativa.
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Grazie a questa formula siamo in grado di definire la trasformata di Fourier F : L? — L2, ottenendo un
isomorfismo. Infatti, dall’identita di Parseval sappiamo che

/ﬂ(m)v(w) dw = /u(y)a(y) dy Vuuvell,

e quindi, per ogni u,v € §, abbiamo:

(w, V)2 = /ﬂ?dz = /u%dy = (QW)”/uﬁdy = (2m)™(u,v) 2. (12.10)
In particolare otteniamo la identita di Plancherel, cioé
Fall. = @02 lul ., Vues,
che mostra come, a meno di un fattore moltiplicativo, F & un isometria su S rispetto alla norma L?2.
Ma S & denso in L2, cio¢ per ogni u € L? esiste una successione {vx} C S che converge ad win L?, pertanto
th—kaLQ—>0 per h,k — oo,

e quindi anche
Hi)\hfﬁkHLQ%O per h,k — oco.

In conclusione, dato che L? & uno spazio completo, esistera qualche f € L? per cui {0x} — f in L2. Questa
funzione f viene chiamata la trasformata di Fourier di w e si scrive u = f. In formula:

u=L%— lim {ug}.
L2
{ur}—u
La definizione classica di 4 per u € L? non ha senso, poiché e~ *®u(z) non & in generale una funzione

integrabile su R™. Notiamo che I'operatore F : L? — L? sopra definito & un isomorfismo, anzi un’isometria,
in quanto la (12.10)) si estende per continuita ad ogni coppia di funzioni u,v € L2.

Ricapitolando: abbiamo definito la trasformata di Fourier in questi spazi:

s s, bt Lo, 2 L2,

Possiamo anche verificare che F si applica agli spazi L? con p < 2, e precisamente:

F. I[P — L9 dove 1<p<2 1—1—1:1.
p q

12.5 Trasformata su S’

L’applicazione F : L' — L> pud essere estesa allo spazio S’ delle distribuzioni temperate, tramite un
procedimento di dualita:

Definizione 24. [trasformata su §’] Per ogni 7 € &’ si definisce la distribuzione 7 € S’ ponendo
<T,o>=<T,0>, VpeSsS.
Notiamo che, per la continuita dell’operatore F: & — S, risulta che
v {pr} S0 = <7, oL >=<T,Pp > — 0
e dunque 7 € &’. In conclusione resta definita 1’applicazione lineare :
F:§8 — S
Osservazione 1.

Dalla formula di Parseval segue che questa applicazione F, ristretta allo spazio L' C &', coincide con la
classica trasformata di Fourier.
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Osservazione 2. Dalla formula d’inversione segue che F : 8" — &’ ¢ un isomorfismo. Dalla def. segue che

T = (2m)" "7, Vred,
dove la coniugata di una distribuzione 7 € D’ viene definita per dualitd, cio¢ ponendo

<T,p>=<T,0>, peD.

Esempi.
e Trasformata di Fourier della Delta di Dirac.

<3,<p>=<6,<2>=so/(5)=/ pla)de =<1,¢9>, VypeS,

— 00

quindi N
6=1.

Piu in generale, se §, ¢ la Delta in un punto a € R”, risulta

~

- e—ia~x
a = .

Si noti che §, € & C S’ mentre e~ ¢ LI N &'

loc

e Trasformata di Fourier della costante 1

Dalla formula d’inversione si ricavas:
1=(2m)"0.

e Trasformata di Fourier di un polinomio.

Per x € R, abbiamo

quindi

N
P(q;) = chgjk — P(x) = (27T)n(005+017;(5/ + ... —I—Ckiké(k)).
k=0

e Trasformata di Fourier sugli spazi di Sobolev.
Ricordiamo che ¢ € H* se e solo se 0% ¢ € L? per ogni |a| < k. Da cid ricaviamo che

— —

= {rer?: a+lg)r©er?},  HF={fes: a1+l fEer}

e Trasformata di Fourier delle distribuzioni a supporto compatto

La trasformata di Fourier di una distribuzione 7 € £ C &’ ¢ una distribuzione di tipo funzione, che
ammette la seguente semplice espressione (si noti che e %% € £):

7€) =< T(m),e_’f'“' > .

Pertanto 7(z) € una funzione analitica intera, in concordanza col Teor. di Paley-Wiener (vedi sotto)
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Osservazione 30. Dall’espressione della trasformata di Fourier di un polinomio, si ricava un’espressione
formale della possibile trasformata di Fourier della funzione esponenziale :

. 5" §(n) e 5(n)
T V] 2 7 -n — -n
er = 64+10 +1i 2—|—...—|—z T —|—..._nX:;)z o

Purtroppo questa serie non converge (neppure del senso delle distribuzioni) e quindi la distribuzione ¢® non &
ben definita. Del resto abbiamo gia notato che e* ¢ S’ e quindi la sua trasformata di Fourier non é definibile
(almeno nell’ambito delle distribuzioni)

12.6 Teorema di Paley-Wiener

Se f(x) & una funzione di L'(R™) a supporto compatto, la sua trasformata di Fourier f(f ) ha senso per ogni
& € C™ e non solo per ¢ € R™. Infatti, se f(x) =0 fuori della palla B,, I'integrale

o= [ ewrswan = | T f @) da

¢ convergente per ogni ¢ = ((1,...,(,) € C". Precisamente, posto ¢ = (3¢, ..., S¢,) € R”, si ha

7N < sup le= | 0 = e

o~

E’ anche facile convincersi che f(¢) € una funzione olomorfa su C™.

La cosa interessante & che vale anche il viceversa, cioé dal tipo di crescita esponenziale della trasformata di
Fourier (estesa a C™) possiamo ricavare una stima del supporto della funzione f(x).

Un risultato analogo vale per le distribuzioni. Infattila trasformata di Fourier di una distribuzione a supporto
compatto T puo essere equivalentemente definita ponendo

7(¢) =<7(z),e ">, (eC" (12.11)
e la distribuzione temperata 7(¢) ¢ in realta una funzione olomorfa intera su C”.

Teorema 31. [Paley-Wiener ]

i) Se f(x) € D(R™) ha supporto contenuto nella palla B, la sua trasformata di Fourier ha un’estensione
olomorfa intera su C™ che verifica la stima

‘f((ﬂ < Cn(1+ |C|)_N e I5¢l per ogni intero N, ¥V ( € C™. (12.12)

Viceversa, ogni funzione intera verificante una stima come la (12.12)) é la trasformata di Fourier di una
f € D(R™) con supporto contenuto nella palla B,.

it) Se T € una distribuzione su R™ con supporto in B,., la sua trasformata di Fourier é una funzione olomorfa
intera su C" tale che

|?(C)‘ <C(1+ |C|)Ne”%<‘ per qualche intero N, V(e C". (12.13)

Viceversa, ogni funzione intera verificante una stima come la (12.13|) é la trasformata di Fourier di una
distribuzione con supporto in B,..

Dim. Per la dimostrazione si veda K. Yosida, Functional Analysis, Springer 1969.
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12.7 Applicazioni alle equazioni differenziali

La trasformata di Fourier si applica solo alle equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti.

12.7.1 Equazioni ordinarie

Consideriamo dapprima l’equazione differenziale ordinaria nell’incognita y = y(x):
™ a4 tany =0, a; € C. (12.14)
Se si pone v(§) = y(€), questa equazione diventa:

(i)™ v(€) + ar(i)™ (&) + ... +anv(§) =0,  E€R,
cioe
P§)v(§) =0, (12.15)
dove P(€) ¢ il polinomio caratteristico dell’equazione ((12.14)), cioe

P(&) = ao(i&)™ + a1 (i)™ " + ... + am.

Cerchiamo di risolvere ’equazione algebrica (12.15]). Si potrebbe pensare che non esista alcuna soluzione se
non quella banale v(£) = 0, ma non dobbiamo dimenticare che il polinomio caratteristico puo annullarsi.

Se P(&) # 0 per ogni € € R, 'equazione non ammette alcuna soluzione y(x) € S’ tranne quella nulla.
Se invece P(€) si annulla nei punti &, ...,&; € R, la distribuzione v(€) ha il supporto concentrato in questi
punti, e allora (dalla teoria delle distribuzioni) si vede che v(§) ¢ una combinazione lineare a coefficienti
costanti delle Delte di Dirac §(§ —&1),...,0(£ — &) e delle loro derivate fino ad un certo ordine. Eseguendo
lanti-trasformata di v(§), si conclude che le soluzioni di sono combinazioni lineari a coefficienti
polinomiali di funzioni esponenziali, cioé funzioni del tipo:

w(z) = Py(z) €61 4. 4 Py(x) €.

12.7.2 Equazione di Laplace

Torniamo ora alle EDP: tramite la trasf. di Fourier, vogliamo ritrovare quanto ottenuto nella sezione 3.2.
Precisamente, dato ’operatore di Laplace su R™, e supponendo n > 3 (il caso n = 2 richiede una trattazione
a parte) cerchiamo una soluzione fondamentale, cioé una distribuzione E(z) € D’(R™) tale che

AE =0, E+---0, E=4. (12.16)
Eseguendo la trasformata di Fourier, dalla ([12.16|) troviamo ’equazione algebrica
—[¢PE©) =1,
la quale ammette, fra le sue soluzioni, la funzione

BO) = -

Si noti che E appartiene a L™ (R¢) e quindi anche alla classe S'(Ry).

(12.17)
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Facciamo ora una digressione:

12.7.3 Trasformata di Fourier di una funzione radiale

Le funzioni radiali sono quelle del tipo
f(x) = F(p) con p=lzl|.
Per eseguire la trasformata di Fourier di una tale funzione, notiamo che:

1. Se fa(z) = f(Ax), A >0,

) = / e f(Ax) do = / eIV () AT dy = A F(E/N).

2. Piu in generale, se fys(z) = f(Mx), con M matrice n x n invertibile, allora

Far(€) = |det M|t / e M () dy = [det M|TLF (MTY)e).

3. Una funzione f(z) ¢ radiale se e solo se

fu(x) = f(x) per ogni matrice ortogonale M € SO(n).

~

4. Se f(x) e radiale, anche la sua trasformata f(§) € radiale. Infatti, per ogni matrice ortogonale M
risulta MMt = Id, in particolare |det M = 1|, e allora, per il punto 2, fi = far = f.

Consideriamo ora la funzione radiale f(x) = |z|™%, con 0 < k < n. Tale funzione & omogenea di grado —k :
fOx) = X*fz)  VA>0,
e allora, per la prima delle osservazioni precedenti vediamo che

Fe/X) = X hae) = A E f(e).

~

Dunque f(€) ¢ radiale ed omogenea di grado —(n — k). Poiche la sola funzione g(£), radiale ed omogenea di
grado h & (a meno di una costante moltiplicativa) la funzione g(¢) = |£|", abbiamo provato che

fl@) = 2| = f(&) = Clg~" P

dove C = C(n.k) ¢ una costante (che potremmo determinare). Osserviamo anche che, per 0 < h < n,

|z| =" € L[ .; dunque nel nostro caso abbiamo u, @ € Li .

Tornando alla ((12.17)), otteniamo una soluzione E € &’ dell’equazione ([12.16]), in dimensione n > 3,:

p— Cn
- |x|n72

E(x)
Aggiungendo a questa soluzione una qualunque funzione armonica si ottengono tutte le altre soluzioni.
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12.7.4 Equazione del calore

Consideriamo il problema di Cauchy per ’equazione :

{ut = Au
u(z,0) = ug(x)

Per trovare la soluzione non conviene fare la trasformata di Fourier in tutte le variabili, ma solo nelle variabili
spaziali € R™. Definiamo cioe la funzione

v(g,t) = /e_ig'm u(z,t)dx.

L’eq. del calore si trasforma allora in un’equazione differenziale ordinaria nella variabile ¢, dipendente dal
parametro ¢ € R™, e quindi il relativo problema di Cauchy diventa :

’U/(g,t) = 7|£|2 ,U(£7t)
v(£,0) = vo(§) = wo($),

dove v/ = Jv/dt. La soluzione & allora

(€ t) = vo(€) e tIEl

Avendo risolto il problema nello spazio delle variabili &, dobbiamo tornare indietro alle variabili x.

Notiamo che per ¢ < 0 abbiamo grossi problemi dal momento che etlel diverge. Per ¢t > 0 possiamo
tranquillamente anti-trasformare. Se partiamo dal problema di Cauchy con dato iniziale la Delta, cioe

{Ut =AU (t>0),
U(z,0) = §(z)

e poniamo V' (§,t) = Fpe U(z, t), troviamo infatti
V(Et) = e K,

da cui anti-trasformando (e ricordando le formule relative alle Gaussiane) ricaviamo

1 —|z|? /4t

Per un generico dato iniziale U(x,0) = ug(z), la soluzione si ottiene per convoluzione :

u(z,t) = /U(x —y, t)ug(y) dy.

12.7.5 Equazione delle onde

Consideriamo il problema di Cauchy per l'operatore di d’Alembert in n dimensioni spaziali:

{utt—Au = 0,

u(z,0) = ug(z), wu(z,0) = uy(x). (12.18)

Ponendo v(&,t) = Fompe{u(w,t)}, vo(§) =uo(§), v1(€) = wi(€), otteniamo il problema ordinario

v + €20 = 0,
{U(f,O) = vo(§), v'(£0) = vi(§). (12.19)
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Questo problema ha per soluzione la funzione
v(E,t) = A(€) el 4 B(g) el (12.20)

la cui derivata temporale &
V(6,1) = i1 { = A©) e + (&) el

Per t = 0, troviamo le condizioni iniziali

1 v1(§)
w(©) = A) + B(E) A©) = 3 {w© - g}
H
v1(€) = i|¢|—A(€) + B(¢ 1 v1(§)
(©) = dlel {=a©) + o)} BE) = 5 {nl6) + 5}

e quindi, sostituendo nella ,
v(& t) = 1 (Uo(f) . U1(§)> et + 1 (Uo(f) n U1(f)> eitlél

2 il¢] 2 il¢]

Infine, raccogliendo vy e v, troviamo la soluzione del problema (|12.19)):

v(€, 1) = Ko(&,t)vo(§) + Ki(& ) vi(§) (12.21)
dove i nuclei K;(€,t) sono cosi definiti:

ettlel o o—itlél ettlel — e—itl€] sin(t |€])
Ky= ——"—— = cos(t|]), K = - =
0 5 (tll) 1 2 €l
Notiamo infine che, per qualche C(t), si ha
)
Ko(&,t) <1, K& 1) < . 12.22

In dimensione spaziale n > 2, il ritorno al problema di partenza ¢ complicato perché non ¢ facile fare ’anti-
trasformata della funzione e~*él. Comunque la formula (12.21]), anche se non da la forma esatta delle
soluzioni, ci fornisce delle stime che consentono di provare l’esistenza delle soluzioni e la loro natura.

Teorema 32. [buona positura negli spazi di Sobolev ]

Per ogni coppia di dati iniziali (uo,ul) € HF 5 H* il problema di Cauchy per Uequazione delle onde
ammette una ed una sola soluzione tale che

u(x,t) € H* ug(z,t) € HY, Vit > 0.

Dim. Ricordando che

HE = {f(©) € L7+ (1+|¢l) “£(9) € L7},
in virtu della (12.22)) troviamo

(uo(z),u1(z)) e H"' x HY = (v9(£),v1(€)) € HAT x Ok —

= (U(gat)7vl(€vt)) € ﬁ X ﬁ'\k - (U(l',t),ut(x,t)) S HkJrl X Hk.
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Teorema 33. [velocita finita di propagazione |

Se i dati iniziali ug(x),u1(x) sono distribuzioni con supporto contenuto nella palla di raggio ro, la soluzione
u(zx,t) all’istante t ha supporto contenuto nella palla di raggio ro +t.

Dim. In vista del Teor. di Paley-Wiener, sostituiamo il problema di Cauchy con l'analogo problema
in cui £ € R™ ¢ rimpiazzato da ( € C". Precisamente, ricordando che le trasformate di Fourier dei dati
iniziali, v9 = g, v1 = Uy, si estendono in modo olomorfo a funzioni intere su C™ (nel senso della )7
consideriamo il problema

V(G e =0
v(¢,0) = vo(C), v'(¢,0) = vi(C)-
La soluzione v((,t) ¢ una funzione olomorfa intera in ¢ della forma
v(C,t) = A(Q)e™ ™ + B(Q)e'™,
con A=3(vo—v1/it), B=3 (vg+v1/iT), dove 7 =7({) € C & una radice dell’equazione algebrica
=G (12.23)

Si ha allora :
[v(¢,0)] < {1AQ)] + B} et1371.

mentre, applicando Paley-Wiener ai dati iniziali, vediamo che, per qualche N,

Q] < o1+ [e) e, [BO] < € (1+[¢]) e

A questo punto facciamo ricorso al seguente
Lemma. Il numero complesso 7 definito dalla (12.23)) verifica la stima

(37)% < (3G + -+ (3)%.
Dim. del Lemma: Posto 7=z + iy, (; =& +1in;, (cioe ¢ = ¢ +in) la (12.23)) diventa:
202 12 ()2
2zy =281

Dobbiamo provare che y? < |n|?: se fosse |n|? < y?, per la prima delle eguaglianze (12.24)) dovrebbe risultare
anche |¢]? < 22, ma allora avremmo

&-nl < lglnl < Jallyl = leyl,
in contrasto con la seconda delle eguaglianze . O
Conclusione della dim. del Teor. La soluzione v((,t) verifica una stima del tipo
(¢, 8)] < C(1+ |C|)Ne(r0+t)\%d.
e quindi, applicando di nuovo Paley-Wiener (nel verso opposto a prima), vediamo che il supporto di u(z,t)
¢ contenuto nella palla di raggio 7o + ¢, che ¢ la tesi del Teorema [33] O

Ilcaso n=1

Nel caso uni-dimensionale possiamo trovare la soluzione esplicita del problema (12.18)). Conviene pero
procedere in modo un po diverso da prima: Partendo sempre dall’equazione v” + £2v = 0, dove ora & € R,
prendiamo come base di soluzioni le funzioni e** (anziché le eFilé ‘). Procedendo come sopra, perveniamo

allora all’equazione (|12.21)) dove
ite 4 p—it€ pite _ —it€

Ky=——°7— K, =
0 B ) 1 2i¢
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A questo punto e facile fare ’anti-trasformata: basta ricordare che
e 't = F{4,}.

Indicando con X[_¢+](x) la funzione caratteristica dell’intervallo [—¢,#] ricaviamo

Ko© = T = Flow 0 s - 0),
ite —it¢
K(6) = g = Flxin@).

e quindi, convolvendo con i dati inziali ug(z),u;(x), ritroviamo la (5.4)), cioé la formula di d’Alembert per
I’equazione della corda vibrante.
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Capitolo 13

Problemi ben posti secondo
Hadamard

13.1 1l caso modello

Negli anni ’20 del secolo scorso, Jacques Hadamard, allo scopo di mostrare che il problema di Cauchy per
un’equazione ellittica non € ben posto, considera I’equazione di Laplace

{utt = —Ugy (13 1)

u(z,0) = ug(z), wue(z,0) = ug(x)

nel piano reale (z,t), confrontandola con ’equazione di d’Alembert

{U(m,O) = vo(z), ve(z,0) = vy1(z). (13.2)

Il punto di partenza sono le due soluzioni
u(z,t) = e’ cosz, v(x,t) = cost cosz.

Concentriamoci sull’equazione ellittica. A partire dalla soluzione u(x,t), per ogni successione {ej} di mumeri
reali, anche le funzioni

up(x,t) = e u(kx, kt) = e, " cos(kx), k=1,2,....
sono soluzioni dell’equazione di Laplace, con dati iniziali
uk’t:o = gy cos(kx), 8tuk‘f:0 = e k cos(kx).

Scegliamo ora una successione {ej} che converga a zero pilt velocemente di ogni polinomio ma meno

velocemente di un’esponenziale, per esempio ¢ = eV, Per k — oo avremo allora, per ogni j > 0,

i) = o (¢ etion)| = =0 | T — o
. (VR —VE j+1 |cos(kx)
' tuk(m,())’ = k|0] (6 cos(kx))‘ =€ e sin(kx) — 0

mentre nel punto x = 0 risulta

{ux(0,8)} = {e_‘/Eekt} — 400 Vt>0.
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In altre parole, tutte le derivate rispetto ad x dei dati iniziali tendono uniformemente a 0 su R, quindi
{up(z,0)} — 0, {Oup(x,0)} — 0 in C®(R),

mentre, non appena t diventa maggiore di 0, la successione {uy(z,t)} delle soluzioni non converge a 0 in
C* (e neppure in C). Cio significa che 1'applicazione risolvente, che associa alla coppia dei dati iniziali la
soluzione all’istante ¢ > 0, non ¢ continua nello spazio C*. Si parla allora di problema mal posto.

Si noti che, al contrario della (13.1), equazione (13.2) non presenta questo fenomeno di cattiva positura.

Osservazione 31. Un Problema di Cauchy si dice ben posto (in C*°) secondo Hadamard, se per ogni scelta
dei dati iniziali in C* esiste una ed una sola soluzione in C* e 'applicazione risolvente

dati iniziali +>  soluzione

¢ continua nelle topologie di C*°. Ricordando il teorema del Grafico Chiuso (Teor. , e dato che C* ¢
uno spazio di Fréchet, si prova che si ha automaticamente la buona positura in C°° ogniqualvolta si riesce a
risolvere il problema di Cauchy (con dati iniziali in C*°) su un intervallo di tempo indipendente dai dati. In
altre parole, I'esistenza dell’applicazione risolvente in C® ne implica automaticamente la continuita.

Richiamiamo ora uno dei teoremi fondamentali della teoria generale delle EDP:

Teorema 34. [ Cauchy-Kovalevski) | Consideriamo il Probl. di Cauchy per un’equazione kovalevskiana:

O u = Y aa(x,t) 05 0] u
lal+i<m
j<m

du(x,0) = w;(z), j=0,1,...,m—1.

Supponiamo che i coefficienti aq, ;j(z) e © dati iniziali ¢;(x) siano funzioni uniformemente analitiche su R™,
cioé analitiche in ogni punto xoy € R™ con un raggio di convergenza indipendente da xo. Esiste allora qualche
T > 0 per cui il problema ha una e una sola soluzione u(x,t) analitica sulla striscia R™ x [0,T].

Osservazione 32. L’equazione del calore non ¢ kovalewskiana, mentre quella di Laplace ¢ un’equazione
kovalewskiana ma il tempo di vita di ogni soluzione dipende, oltre che dai coefficienti, anche dai dati iniziali.
Nel caso delle equazioni iperboliche, il tempo di vita € infinito, quindi & indipendente dai dati iniziali, e in
molti casi possiamo risolvere il Probl. di Cauchy anche con dati iniziali non analitici.

13.2 Equazioni a coefficienti costanti

Vediamo ora di capire quali sono le equazioni a coeflicienti costanti che presentano lo stesso fenomeno di
cattiva positura dell’equazione di Laplace. Per semplicita consideriamo il caso delle equazioni omogenee in
una variabile spaziale, cioé:

Lu = Z a; 3297 u = 0, a; € C, ap =1, (13.3)
=0

Cerchiamo di ricostruire I’esempio di Hadamard. Nel caso dell’eq. di Laplace eravamo partiti dall’esistenza
di una soluzione u(x,t) limitata in z ed illimitata in ¢, precisamente:

u(z,t) = e'e'”.
Per avere un fenomeno analogo, basterebbe disporre di una soluzione del tipo

u(z,t) = e con € €R, 7€ C\R. (13.4)
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In tal caso, infatti, avremmo ancora
L(e—\/ﬁeim eik&w) -0,

e quindi, supponendo ad esempio che 7 = a+ if8 con B < 0, la successione di soluzioni

uk(xﬂf) — o Vk gikTt gikEr _ e—\/EeBkt pik(at+Ex)

presenterebbe lo stesso fenomeno di cattiva positura sopra descritto. Tutto sta a vedere quand’e che I'equa-
zione (13.3) ammette una soluzione del tipo (13.4)). A tal fine notiamo che L(e™ e*) = 0 se e solo se la
coppia (7, €) verifica 'equazione caratteristica

T4 a &7 a2 4 0, € = 0,

quindi per avere la cattiva positura bastera trovare una coppia (7,€) con £ € R, 7 € C\ R.

Lo stesso ragionamento vale in generale per le equazioni a coeflicienti costanti in n variabili spaziali del tipo

m
O+ > pi(0:) 0] u = 0, (13.5)
j=1
dove p;(0z) € un polinomio omogeneo di grado j in 0y = (0zy,...,0s,). In questo caso consideriamo la
successione di soluzioni 4 '
ugp(x,t) = e” VK kTt gike EeR” 1€C,
mentre ’equazione caratteristica ¢
T 4 p (T () =0 (& eR™). (13.6)

In conclusione otteniamo il seguente

Teorema 35. [cond. necessaria di Hadamard ] Se il Probl. di Cauchy per ’equazione a coefficienti
costanti (13.5) é ben posto, allora :

VEeR", [equazione caratteristica (13.6) ha radici m1(§),...,7m(§) reali. (13.7)

Definizione 25. [equazioni iperboliche] Un’equazione a coefficienti costanti del tipo (13.5)) si dice
iperbolica quando ¢ verificata la Condizione Necessaria (13.7)).

Nel caso dell’equazione di Laplace
Ut + Au = 0,

abbiamo la cattiva positura poiché ’equazione caratteristica ha radici non reali, infatti:
2 2 _ I
TH+EF=0 = 71=7Fil,

mentre per 'equazione di d’Alembert
Ut — A’U, = O,

risulta
2P =0 = 71 =7F €R.

Ricorrendo al calcolo operazionale e alla trasf. di Fourier si pud dimostrare I'implicazione inversa (per la cui
dim. si rinvia al caso pill generale dei sistemi iperbolici a coefficienti costanti, che sara trattato pitt avanti) :

Teorema 36. [cond. sufficiente] Nel caso di equazioni a coefficienti costanti del tipo (13.5)), la condizione
(13.7) assicura la buona positura del relativo Problema di Cauchy.
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13.3 Sistemi a coefficienti costanti: necessita

La teoria di Hadamard si estende facilmente al caso dei sistemi del primo ordine (a coefficienti costanti):

up = Ay ug, + - + Apug, (13.8)
u(z,0) = ug(x) (13.9)
dove u : R? x R, — CN, e i coefficienti Ai,..., A, sono matrici N x N. Questa volta cerchiamo delle

soluzioni (non banali) del tipo:
u(z,t) = et eV, con £€R", Te€C\R, V,eCV.
Poiché
Uy = iT U, Uz, = i&5u,

troviamo
iTu = Ari&u+ -+ Api &y u,

cioe (71 — A(€)) Vo = 0, dove

Affinché esista un vettore Vg # 0, occorre dunque che (£, 7) verifichi I’equazione caratteristica
det (TI — A(f)) =0.

In conclusione, per avere la cattiva positura, basta che, per qualche & € R™, 'equazione precedente abbia
una soluzione 7 € C\ R, in altri termini basta che la matrice A(£) abbia un autovalore non reale, di cui V;
sara uno degli autovettori. Resta cosi dimostrato il seguente :

Teorema 37. [cond. necessaria per i sistemi ]

Se il Problema di Cauchy {(13.8)-(13.9)} ¢é ben posto, allora

la matrice  A(¢) = &A; ha autovalori reali, VEeR™ (13.11)
j=1

Definizione 26. [sistemi iperbolici] Un sistema a coefficienti costanti del tipo (13.8) si dice iperbolico
quando ¢ verificata la condizione (13.11]).

13.4 Sistemi a coefficienti costanti: sufficienza

Proviamo ora che la condizione (|13.11)) € non solo necessaria ma anche sufficiente per la buona positura.
Effettuando la trasformata di Fourier nella z, u(z,t) — V(&,t), il problema {(13.8))-(13.9)} si trasforma in

v+ i A =0, v(€,0) = vo(€), (13.12)
dove A() & la matrice in (T3.10). Si ha allora
o€ 1) = etAE uy(e).
Per arrivare alla buona positura proveremo che, per qualche intero v, si ha E|
w e H* = weH" = uv(,t)eH"" = wu(,t)eH" ", VkeN,
e a tale scopo proveremo che

4@ < c(1+ )",  VEER", 0<t<T. (13.13)

1 Cid mostra la buona positura di (I3.12) nello spazio I/-ioo, e quindi del Probl. (I3:8)-(13.9) in H> = NHP" (si noti che
H® C C* per i teor. d’immersione di Sobolev). Il numero v misura la perdita di regolarita nella risoluzione del problema.
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Dato che [|A(¢)| < a¢|, dove a? = > | A%, la (13:13)) consegue da un risultato di Analisi lineare :

Teorema 38. [matrice esponenziale] Se A é una matrice N x N con autovalori reali, allora

e < en(af+1)" (13.14)
Questa stima segue da un semplice risultato di Calcolo operazionale (Integrale di Dunford):
, 1 , 3
M= — [ (T-A) d 13.15
e = o [ er- ) a (1.15)
dove I C C ¢ un’arbitraria curva chiusa che circonda gli autovalori A1, ---, Ay della matrice A.
Dim. della (13.15) Dato che exp(iAd) = Z;C:O(iA)k/k!, basta provare che
/ ¢F(¢T—A) "¢ (13.16)
T omi

Ora si vede facilmente la funzione matriciale ¢ — (¢I — A)f1 & olomorfa sul piano complesso privato degli
autovalori {);}, inoltre per ||(7'A| < 1, cioé per [¢| > ||A]|, possiamo scrivere

1

(CI-A)" = ¢ I-¢ta) = §j<'hAh

C(CI A -1 Zc(kl)hAh+<1Ak+ Zc(kl)hAh

h=0 h=k+1
Da questa identita si ricava la (13.16)) osservando che, per n € Z, risulta:
0 per n#—1
/ crage = 0 pern7 . B
2i 1 per n=-1

Dim. del Teor. Scegliendo I' = 9D, con
D = Bi(A\M)U---UBi(\y), Bi(\j) = {¢CeC:|¢—Aj| <1},
e ricordando che gli autovalori A; sono reali, troviamo :
lunghezza (I') < 27N, lei] < e3¢ < e, v¢el. (13.17)
Stimiamo ora la norma di (CI — A)il. Se B ¢ una matrice invertibile, B la matrice dei cofattori|’| risulta

H(BCO)*

|B~H| = ||(B®)*/det B|| < Cn|B|IN""|det B|"". (13.18)
Nel nostro caso si ha |[(1 — A|| < 2||A||+1 per ¢ €T, in quanto |¢| < max |A;| +1 < [|A]| + 1, mentre

det (CI—A) = (C—M\)-(C—An) > 1

e quindi
[(c1—4)7"Y < en(2]A] +1)Y (13.19)

Introducendo nella formula ((13.15)) le stime (13.17)) e (13.19)), otteniamo la ((13.14]). O
Osservazione 33. Se A ¢ hermitiana, la exp (¢A) & unitaria quindi ha norma 1 e la (13.14]) & ovvia.

2 B ha come elemento (3, j) il minore di ordine (N — 1) che si ottiene da B cancellando la i-ma riga e la j-ma colonna,
col segno (—1)**T7  dunque B(B°)* = detB - I. Dato che ogni elemento di B si stima con ||B||, ogni elemento di (B°°)*, e
quindi anche ||(B<°)*||, si stima con C(N)|B||~~1.
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13.5 Sistemi iperbolici a coefficienti variabili

Passando al caso dei coefficienti variabili consideriamo il Problema di Cauchy

P) { up = Ay(z, ) ug, + - + An (x,t)uy, + Bz, t)u

sulla striscia
S =R"x[0,1T],

dove Aj(z,t), B(z,t) sono matrici N x N dipendenti con regolarita dalle variabili («,t). Un tale sistema si
dice iperbolico se, per ogni (z,t), & verificata la condizione di Hadamard, cioe la matrice caratteristica

Az, t,0) = ) &A (), VEER", V(x,t) €S, (13.20)
j=1

ha autovalori reali. Per tali sistemi la buona positura puo essere falsa se non ci limita ad alcune classi
particolari, come quelle dei sistemi simmetrici e dei sistems strettamente iperbolici.

13.6 Sistemi simmetrici
I sistemi simmetrici secondo Friedrichs, sono quelli del tipo (P) in cui
Ai(z,t),..., Ap(z,t) sono matrici hermitiane. (13.21)

Cio equivale a dire che, per ogni £ € R", la matrice caratteristica A(z,t,£) & hermitiana.

Teorema 39. [Friedrichs] Supponiamo che i coefficienti A;(z,t) siano matrici hermitiane di classe C*,
limitate sulla striscia S, mentre B(x,t) é continua su S. Allora il Problema (P) é ben posto, cioé:

Y ug(z) € H*(R™) vi & una ed una sola soluzione u € C*([0,T], H*(R™)).

Si ha inoltre la velocitd finita di propagazione: se ug(x) = 0 su una qualche palla By C R™, allora u(z,t) =0
sul cono (di propagazione) T'g, C R"™ di base By e pendenza 1/A, dove

— - ( 212
A= Slép{jz_:lHAJ( 01 (13.22)

Dim. La buona positura segue da una stima a priori unita ad un procedimento di approssimazione.

i) Stima dell’energia.

Sia u(x,t) € C1([0,T], H') una soluzione regolare del sistema. Fissati zg € R™ e pg > 0, definiamo 1 energia

1
E(t) = BE(t,u) = 5/ ’u($7t)’2dx, (13.23)
By
dove
By = By)(wo), p(t) = po—At. (13.24)
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Ponendo S; = 0By, e procedendo come nella sezione [9.2] otteniamo allora :

p(t)
2

E'®) = | Rlu,u)dr + : |u|® dS

By
= / {Z%(Aj oju, u) + %(Bu, u)}dm — ﬁ |u|2dS.
B, 2 Js,

j=1
Grazie all’hermitianita della matrice Aj;, vale I’eguaglianza
9;(Aju,u) = ((0j4;)u,u) + 2 R(A4;0;u,u),

quindi, per la formula di Gauss-Green, troviamo (indicando con v = (v4,--- ,v,) la normale esterna a Sy):

E'(t) = - li ((0;4;) u,u) + R(Bu,u) p dz + L — A ful* + zn:(Aju,u) vj)dsS.
5 U 24 2 /s, 2

Dalla (13.22)) segue che la funzione integranda nel secondo integrale ¢ < 0, dunque, supponendo che
|0A;(z,t)|| + || B(x.t)|| < C sul cono di propagazione I'p,, otteniamo

E'(t) < CE(®),
da cui la stima dell’energia:
E(t) < E(0)e“", 0<t<T.

Abbiamo in tal modo maggiorato la norma L?(B;) di una soluzione regolare con la norma L?( By) del dato
iniziale. Se poi i coefficienti A;(z,t) sono funzioni C' in x, deriviamo ogni termine del nostro rispetto alle
variabili spaziali x;, otteniamo un sistema di n -+ 1 equazioni nell’incognita V = (dyu, - - - , Opu,u)* € C*H

Vi=Ai(z,t) Vo, + -+ + Ap(z,0) Ve, + Bz, t)V,

dove i coefficienti sono matrici simmetriche di ordine N(n + 1) formate da blocchi N x N tutti nulli tranne
quelli posti sulla diagonale, cioé

Aj(z,t) = Aj(z,t) ® - @ Aj(2,t) ®0.

Applicando a tale sistema la stima L? gia provata, troviamo una stima H' della soluzione. Se poi i coefficienti
del sistema (P) sono funzioni matriciali di classe C* su S, possiamo iterare il procedimento pervenendo a
una stima in H* della soluzione u(+,t), e quindi, dato che u; = Zj A;0ju,

Hu("t>HHk(Bt) + Hut("t)Hkal(Bt) < Ck(T)HUOHHk(BO) ’ Vez1l, 0<t<T.

it) Approssimazione.

Per mostrare I’esistenza di una soluzione del Problema (P) approssimiamo () con una successione (P;) di
Problemi che sappiamo risolvere, e ai quali si possa applicare la stima a priori dell’energia. Troveremo in
tal modo una succ. {u;(z,t)} di soluzioni approssimanti che converge verso una funzione u(z,t) che risulta
essere una soluzione di (P). L’unicita ¢ una diretta conseguenza della stima dell’energia.

Fra i vari modi di approssimare (P), il piltt comune & il metodo di Riesz-Galerkin (per la quale rimandiamo al
trattato di Evans). Esporremo qui schematicamente un altro metodo di approssimazione, dovuto a Schauder :

Per ogni coppia di parametri €, > 0 consideriamo il Problema

up = Are(mt)ug, + - + Ape(z,t)uy, + Be(z,t)u,
(Pe.s)
u(z,0) = us(x),
con
Aje = Aj*pe, Uo,5 = U0 * P5
dove {p-(z)} & una famiglia di mollificatori di Gauss e le convoluzioni sono fatte rispetto ad z[’

3 B’ essenziale usare due diverse scale di parametri, una per i coefficienti e 'altra per i dati iniziali.
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I coefficienti e i dati iniziali presenti nel Probl. (P. s) sono funzioni uniformemente analitiche in xEI, quindi
il Teor. di Cauchy-Kovalewski assicura l’esistenza di una soluzione u. s(z,t) di tale Probl. su una striscia di
R™ x R del tipo {0 <¢ < T.}. D’altra parte le matrici A, .(z,t) = A;(z,t) * p(x) sono hermitiane (perché
tali sono le A;(z,t)) e verificano la con la stessa costante A. Allora, per quanto provato nella parte
(i), per ogni k vale la stima:

Mucally = 50 {ves gy + 1000t Ollgacs sy} < O sl

Dato che, per ogni 6,¢’, la funzione u. s — u. 5 € una soluz. del sistema presente in (P 5), abbiamo anche

< Ck(T) Hu5 — U5/|

(13.25)

e = e[l

H¥(Bo)
Passando al limite per 6 — 0, vediamo che {us} — ug in H*(By) e allora, per la (13.25),
{(ucs(1), Orucs(t)}  —  (ue,0puc)  in HN(By)x H*Y(By), Vte[0,T],

per qualche funzione wu.(x,t) che risulta essere una soluzione del Problema (Pe ) sulla striscia {0 <¢ < T.}.
Ora ripartiamo dall’istante ¢t = T per prolungare la soluzione u.(z,t) sulla striscia {T. <t < 27.}. Iterando
questo procedimento, possiamo raggiungere la striscia di partenza {0 <t < T}. A questo punto mandiamo
e — 0, e troviamo una soluzione u(z,t) del Problema (P) su R™ x [0,T]. O

13.7 Sistemi strettamente iperbolici
un sistema N x N del tipo
up = Ay(x,t)ug, + - + Ap (2, t) up, + Bz, t)u (13.26)

si dice strettamente iperbolico se, per ogni (z,t) € R™ x [0,T] ed ogni & € R™\ {0}, la matrice caratteristica
A(z,t,€) (vedi (13.20)) ha autovalori A\ (z,t,&),..., An(z,t,§) reali e distinti, e piu precisamente

[Ai(z,8,8) = Aj(@, 6,8) | = Xo > 0, ViFj. (13.27)
Per questa classe di sistemi vale 'importante
Teorema 40. [Petrowski] Il Probl. di Cauchy per un sistema strettamente iperbolico é ben posto in C*.

La dimostrazione di questo teorema e elaborata, e si divide come al solito in due parti: una stima a priori del-
lenergia e un’approsimazione del dato problema con problemi (piti facili) della stessa natura. Ci limiteremo
qui ad esporre in modo assai schematico la prima parte.

L’idea portante e di diagonalizzare il sistema, piu esattamente costruire un simmetrizzatore che consenta di
definire un funzionale dell’energia. Cominceremo col costruire un simmetrizzatore per una matrice iperbolica
costante. Tratteremo poi due tipi speciali di sistemi: quelli a coefficienti che dipendono solo dalla variabile
temporale e quelli in una sola variabile spaziale. Infine passeremo al caso generale.

4 ciog sono analitiche in x su tutto R™ con un raggio di analiticitd che non diventa infinitesimo quando |z| — co.
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13.7.1 Simmetrizzatore di una matrice

Definizione 27. [ matrice iperbolica ]

Una matrice N x N (a elementi reali o complessi) si dice iperbolica se i suoi autovalori sono reali. Se tali
autovalori sono anche semplici diremo che A ¢ una matrice strettamente iperbolica.

Definizione 28. [simmetrizzatore]
Se A & una matrice N x N, si chiama simmetrizzatore di A ogni matrice N x N tale che

QT=Q, (QA) =QA. (13.28)

Se @ e un simmetrizzatore invertibile e P l’inversa della radice quadrata di @ EL la matrice P"1AP &
hermitiana. viceversa, se P~'A P ¢ hermitiana allora Q = P*P ¢ un simmetrizzatore di A.

E’ facile vedere che ogni matrice strettamente iperbolica A ha un simmetrizzatore, infatti essa e diagonaliz-
zabile, cioe esiste una matrice invertibile P per la quale P~!AP risulta diagonale: se {\1,...,Ax} sono gli
autovalori (reali e distinti) di A, basta scegliere per ogni A; un autovettore vjlﬂ e prendere

P = col{vl,...,vN}

per avere
P7'AP = diag{\1,..., AN} .

Dunque P~'AP & una matrice diagonale reale, quindi hermitiana, e Q = (P~!)*P~! & un simmetrizzatore.

Nel caso in cui A dipende da qualche parametro, conviene costruire un simmetrizzatore mediante un
procedimento pit complesso che pero esplicita la dipendenza da A:

Proposizione 15. Data A una matrice strettamente iperbolica, con autovalori Ai,..., AN, fissiamo due
costanti positive \g, Ay per cui

IA;j| < Ao, IANi = Aj| > Ao Vi#j. (13.29)
Esiste allora un simmetrizzatore Q di A che (oltre alle (13.28))) werifica, per ogni vettore v € CV,
(QAv,v) < Ag(Qu,v), (13.30)

o] < (Qu,v) < C(N) AN o (13.31)

Inoltre Q@ = Q(A) & una funzione C> degli elementi di A, omogenea di grado zero in A nel senso che:

QM) = Q(4), ViecC.

Dim. Per ogni j =1,..., N, consideriamo il proiettore spettrale relativo all’autovalore A;, cioé la matrice
1
P = — | (2I—A) dz, (13.32)
211 r

J

dove T'; & la circonferenza del piano complesso di centro A; e raggio Ao/ 2.[] Con tecniche di Calcolo
operazionale si verifica che i proiettori P; sono funzioni C*> degli elementi di A e verificano le identita:

P} =P, PPj=0 per i#j, P+--+Py=1, AP; =PA=\P;. (13.33)

5 ogni matrice hermitiana invertibile @ amette una radice quadrata R (R? = Q) che & a sua volta hermitiana e invertibile.
Se QA & hermitiana, e P = R™1, anche la matrice P"1AP = PQAP = P(QA)P* risulta hermitiana .
6 dato che tutti gli autovalori Aj sono semplici, i corrispondenti autospazi hanno dimensione 1.

7 per ogni vettore v, la funzione vettoriale z ++ (2I — A)~!wv & olomorfa su C\ {\1,...,Ax}, dunque possiamo prendere

come I'; un’arbitraria curva chiusa che racchiuda \; escludendo gli altri autovalori.
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Da queste identita si ricava che la matrice hermitiana
N
Q=) PP (13.34)
j=1
¢ un simmetrizzatore di A, infatti:
N
QA =) N\PjP = (QA)".

j=1

Notiamo anche che i proiettori P; (e di conseguenza anche Q) restano inalterati se si moltiplica A per uno
scalare A: per vederlo basta eseguire nell’integrale ([13.32)) il cambiamento di variabili { = Az. Si ha poi

N
(QAv,v) = Z/\j |Pjv|2 < A0|Pjv|2 = Ap(Qu,v).
j=1

Stimiamo ora dal basso e dall’alto la forma quadratica (Qu,v). Da un lato abbiamo

2
o = [Pl < {3 IPol} < N Y Pl = N(Qu,v);
J J J

d’altro lato, ricordando la (13.18]) e la (13.29)), troviamo, per qualche costante C; dipendente da NN,

1 1

(2T = A)7Y| < [|oT = A| ¥ [det(al — A)) " = |2l — AN (2= A) e (2= An) T
< O (1A (ro/2) Y vier;,
mentre dalla definizione di P; si ricava:
1B < 3 T =27 (13.35)
Dato che P;j(AA) = P;(A) possiamo supporre ||A| = 1 e quindi, per qualche altra costante Cs, troviamo
1P| < Cang MY

In conclusione abbiamo provato che il simmetrizzatore ((13.34]) verifica una stima del tipo

2

)

%”U‘Q < (Qu,v) = Z|Pjv|2 < Csy )\072(N71) ‘v

J

quindi per arrivare alla ([13.31) basta sostituire @ con NQ.

13.7.2 Stima dell’energia per coefficienti indipendenti da =x.

Consideriamo un sistema strettamente iperbolico del tipo
U =A ) Uy, + -+ A (t)Uy, + B(t)U, (13.36)

sulla striscia Sy = R™ x [0, 77, dove le A;(t) sono funzioni matriciali C¥ su [0,7] per qualche k > 1, e B(t)
¢ una funzione continua. Effettuando la trasformata di Fourier rispetto a x, U(z,t) — v(¢,§), otteniamo il
sistema differenziale ordinario

v = (i A(t,€) + B(t))v, £eR™,

dove

N
At =D &A1)
j=1
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Supponiamo che, per ogni & # 0, la matrice A(t, &) abbia autovalori reali e distinti:
Al(tvg) < )‘Q(tvg) << )\N(tvg) .

Ciascuno dei A;(¢,€) € una funzione continua di (¢, {)lﬂ omogenea di grado 1 in &, poiché tale ¢ la funzione
matriciale A(t,€). Di conseguenza, per ogni ¢ # j, la funzione (continua e positiva) |A; — ;| ha un minimo
positivo sul compatto [0,7] x {|¢] =1} e si ha:

|>\z(ta£)_)‘j(t7§)| Z )\0 >07 Vit € [OvT}v 57&0

La presenza nei coefficienti della variabile ¢ non consente di scrivere esplicitamente la soluzione v(¢, ) usando
la matrice esponenziale (come nel §[13.4)), possiamo pero stimare v mediante una stima dell’energia :

Se Q(t,€) = Q(A(t,€)) & il simmetrizzatore di A(t,€) costruito nella Prop.[l5 definiamo I'energia di una
soluzione v ponendo

(. = QLU e, B0 = [ etedc.
Tenuto conto dell’hermitianita di @ e QA abbiamo allora, per 0 <t < T,

¢ (t,€) = (Qw,v) + (Qui,v) + (Qu,vr) = (Qv,v) + 2R(Que,v)
= (Quv,v) + 2R [ (QAv,v) + (QBv,v)| = (Qiv,v) + 2R (QBv,v) < C lv]?
< Ce(t,§),

per qualche costante C dipendente dalle norme C'([0,77]) delle matrici A;(t) e dalla norma C°([0,7]) di
B(t). E| Dunque
e(t,€) < e e(0,8),

e quindi, ricordando la ((13.31}),
€% 0(t, €)1 < Cre €7 u(0,9)P,  V]al <k,
Integrando in £ su R"”, e ricordando I’identita di Plancherel, otteniamo la stima a priori

. t)]| e < CLe®? ||ul,0)||,, 0<t<T.

13.7.3 Stima dell’energia in una variabile spaziale.
Consideriamo, sulla striscia St = R x [0, 7], un sistema strettamente iperbolico del tipo
uy = A(z,t)uy + B(z,t)u, (13.37)

dove A(z,t) & una matrice di classe C! limitata su St insieme alle sue derivate prime, con autovalori \;(z,t)
reali verificanti la (13.29)) uniformemente su Sp. Se Q(z,t) = Q(A(t,x)) ¢ il simmetrizzatore della matrice
A(z,t) costruito nella Prop. definiamo ’energia di una soluzione u ponendo

E(t) = /R<Q(m,t)u,u>dx.

8 con tecniche di Analisi complessa si prova che, se A & un autovalore semplice di una matrice A, per ogni € > 0 esiste § > 0

tale che, per ogni perturbazione P con |P|| < ¢, la matrice A + P ha uno ed un solo autovalore (semplice) u con |\ — pu| < e.

9 dalla formula (I3.32)) con A = A(t) si ricava che i proiettori P; = P;(t), e quindi anche il simmetrizzatore @ = Q(t), sono
derivabili rispetto a t, e [|Q'(¢)[| < C (JA®)| + A (@®)]]).
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Derivando in ¢ e ricordando che @ = Q*, troviamo:

20 = [ {1Qu) + 20 Qun}de = [ {@iuw) + 2R[(QAw ) + (@B uu)] o
Dato che anche QQA & una matrice hermitiana, abbiamo
2R (QAuz,u) = 0:(QAu,u) — ((QA)zu,u),

mentre, essendo A(x,t) € C*(Sr), B(z,t) € C°(St), e quindi anche Q(z,t) € C1(St),

1([Q: — (QA).] u,u)| + [2R(QBu,u)| < Clul’.
Integrando in x € R™, otteniamo allora la stima dell’energia :
E'(t) < CE(t).
dalla quale segue una stima a priori del tipo
Jus )l z2eny < ClluC,0)lpeny,  0<E<T.

Per ottenere una stima in norma HF¥, basta derivare k volte rispetto ad x il sistema di partenza e applicare
la stima L2 alla funzione 9Fu.

Osservazione 34. (velocita finita di propagazione) La precedente stima dell’energia puo essere raffi-
nata, fissando un intervallo reale [xg — rg, 2o + 79] e studiando I’evoluzione dell’energia locale

zo+r(t)
E(t) = / (Qu,u) dz dove r(t) =1r9—tAo, 0<t<ry/Ag.
xo—r(t)

Infatti, procedendo come nella dim.del Teorema di Friedrichs (Teor. e ricordando la (|13.30)), troviamo

r=zo+r(t)

zo+r(t)

E'(t) = / {(Qtu,u> + 2R [(QAuy,u) + (QB u,u>]} dx — {Ao (Qu,u)}
xo—r(t) r=x0—7(t)

r=zo+r(t)

_ /:Mt) (@0~ (QA)]uu) + 2R (QBu,w) } d + {@A“*” ‘A"@“’“)}

o—r(t) z=z0—7(t)

zo+r(t)
< / Clul*dx < CE(t).

o—r(t)

13.7.4 Richiami sugli operatori pseudo-differenziali

Consideriamo ora un arbitrario sistema strettamente iperbolico di tipo(13.26)). Per arrivare a una stima
a priori delle soluzioni useremo lo stesso metodo di prima: definire un’energia tramite il simmetrizzatore
Q(x,t, &) della matrice-simbolo

Alz,t,€) = Z & Aj(x,t). (13.38)

Questa volta pero la presenza della variabile = vieta I'uso della trasformata di Fourier, mentre il fatto di
essere in n variabili spaziali con n > 2 rende complicata la dipendenza di @ da & E

10 nel caso n = 1 si ha semplicemente @ = £ Q(x,t), e quindi si pud di fatto ignorare la presenza della ¢ prendendo ¢ = 1.
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Per definire ’energia ricorreremo alla teoria degli operatori pseudo-differenziali (OPD). Infatti per ogni
t€[0,7], Q(x,t,&) & una funzione matriciale di classe C*° su R?" \ {¢ = 0}, omogenea di grado zero in &, e
quindi definisce un simbolo pseudo-differenziale di ordine zero. Questo ci consente di definire un OPD

Q(t) = Q(l‘7 t’ D) Y
di ordine zero, e quindi (scegliendo una costante sufficientemente grande C > 0) I’energia positiva
2
E(t) = / (Q(t) u,u) dx + CHu(-,t)HH,l.
Per illustrare questo procedimento, diamo una presentazione schematica della teoria degli OPD, rimandando

per maggiori dettagli a M.E. Taylor, Pseudodifferential Operators and Nonlinear PDE, Birkh&user 1991.
Il punto di partenza ¢ la formula d’inversione per la trasformata di Fourier

n

u(z) = (27m)" / =6 (¢ de we SR,

Applicando ad entrambi i membri di questa eguaglianza 1’operatore differenziale

1
P = Z ay(xz)D” dove D = 7 (Opys--30z,),

[v|<m

che ha per simbolo la funzione
pa,&) = Y ay(x) ¢, (13.39)
[yI<m

troviamo

Pu(z) = (2m)" / T p(a, €) A(E) dE (13.40)

In questo caso il simbolo & una funzione C* su R2" di un tipo molto speciale, infatti & un polinomio in
¢ di ordine m € N. Se supponiamo che i coefficienti a,(z) siano funzioni limitate su R™ con tutte le loro
derivate 02a. , il simbolo ((13.39) verifica, uniformemente su R2", una stima del tipo

02 p(2,6)] < Co (1+1€)™,  VYaeN", (13.41)
e, poiche le derivate in £ di ordine k sono a loro volta dei polinomi in £ di ordine m — k, si ha anche:
102 08 p(x,€)| < Cap (1+ Ié\)mf‘a', Va,[ € N, (13.42)
E’ facile vedere che ogni operatore differenziale P opera con continuita sullo spazo S, ed anche:
P:H’ — H™ VseR, (13.43)
dove gli H® = H*(R™) sono gli spazi di Sobolev frazionari, cosi definiti :|E|
H* = {ue 2R : (1+¢))a(¢) € IR}

Ora Despressione (|13.40) ha senso anche se p(z,§), pur non essendo un polinomio in &, ha una crescita
polinomiale di ordine m nella variabile ¢ insieme a tutte le sue derivate in x, mentre le sue derivate in & di
ordine k hanno una crescita polinomiale in ¢ di ordine m — k, cioé per ogni p(x, &) verificante la (13.42)).

Possiamo andare ancora oltre, assumendo che m sia un intero relativo, anzi, un qualunque numero reale.

1 per s intero questi spazi coincidono con gli spazi di Sobolev precedentemente definiti.
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Definizione 29. [simboli]

Ogni funzione p(x,&) € C®(R?™) che verifichi la (13.42)) con m € R, viene detta simbolo di ordine m.
La classe dei simboli di ordine m viene indicata con S™.

Definizione 30. [OPD ]

Si chiama operatore pseudo-differenziale di ordine m ogni operatore P del tipo (13.40) con p(x,§) € S™.
La classe di tali operatori viene indicata con OPS™. Useremo la notazione :

P = p(z,D) = Op(p)
Per trattare il caso dei sistemi, considereremo simboli ed operatori N x N - matriciali, cioé del tipo
P(z,8) = [pij(2,Olij=1,- .~ pij € 5™,

Pu(x) = P(z,D)u(z) = (27r)_"/ e~ P(x, &) u(€) de, ueSN. (13.44)

Le classi dei simboli e degli OPD matriciali saranno ancora indicate con S™ e OPS™.
Con molta piu fatica del caso differenziale, si puo estendere la (13.43]) al caso pseudo-differenziale :

Proposizione 16. Ogni OPD (matriciale) P € OPS™ induce, per ogni s € R, un’applicazione continua:
P (H)N e (H TN,

Dunque un OPD di ordine m fa calare la regolarita se m > 0 e la aumenta se m < 0.

Esempi
1. Moltiplicatori di Fourier
Se il simbolo P(z,&) = P(§) & indipendente da z, il corrispondente operatore P = Op (P) & dato da
PU (&) = P U(E),
e viene chiamato moltiplicatore di Fourier. 1l caso piu semplice ¢ quello degli operatori di transizione
A™ = (1+|D])™? = Op (1 + |¢)™/?). (13.45)

Notiamo che A™ : (H*)N — (H*~™)N & un isomorfismo. Notiamo anche che A = Id,, A2 =1 — A,

(A" ,w) o = [fu] 0

2. Simboli omogenei
Sia P(z,€) una funzione (matriciale) positivamente omogenea in & di grado m € R, per [£| > 1, cioé
Pz, \) = A" P(x,§) YA>1, [ >1. (13.46)

Se P(x,£) € C*°(R?), le sue derivate in x sono omogenee di grado m (per |[£] > 1), mentre le sue derivate in
¢ di ordine k sono omogenee di grado m — k. Pertanto, se |02 P(z,£)| < C, per || =1, si ha che P € S™.
D’altra parte, una funzione P(z,¢) € C>°(R?) che verifichi la per ogni £ # 0 non puo essere continua
in £ =0, a meno che m non sia un intero pari. Comunque, se P(x,§) ¢ di classe C* per £ # 0, possiamo
costruire un simbolo di ordine m ponendo

dove x(€) & una funzione cut-off, cioé una funzione C* su R" tale che, per qualche r > 0 (e < 1) si abbia
0<x() <1 x() =0 perfg|<r x(§ =1 perl¢f=>1.

L’operatore P, = Op(Py) dipende dalla scelta della funzione cut-off x in modo molto debole: infatti
R = Py, — Py, ¢ operatore regolarizzante, i.e. R : H® — H*** per ogni intero k. Precisamente :

R €OPD™™ =N, 0PD*
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La costruzione dell’energia per un sistema strettamente iperbolico si basa su tre fondamentali risultati.
I primi due riguardano la composizione e I’aggiunto di OPD, intesi nel senso di operatori sullo spazio S™ :

(PoQ)u = P(Qu), (P*u, w)L2 = (u, Pw)L2 ,

mentre il terzo risultato consente di definire un OPD coercivo a partire da un simbolo coercivo.
Prima di enunciare questi risultati notiamo che, posto PQ(x,§) = P(x,£)Q(z,§), P* = (P(x,§))*, risulta:

PesS™, QeSS — PQeS"F Presm™.
Inoltre introduciamo la seguente notazione (dove h < m):

Pi1.,Prc OPS™ : Py ~Py mod. OPS" «— P, —P,cOPS".

Teorema 41. (composizione) La composizione di due OPD é un OPD, e precisamente:
PeOPS™, QeOPS* = PoQeoPS™th
Inoltre, se P=0p(P) e Q=0p(Q), si ha:

PoQ ~ Op(PQ) mod. OPS™+k=1 (13.47)

Corollario. Se, per ogni (x,£), le matrici P(z,£) e Q(x,§) commutano fra loro, allora

PoQ ~ QoP mod. OPS™TF 1

Teorema 42. (aggiunto) L’aggiunto di un OPD é un OPD, eprecisamente:
PeOPS™ = P*eOPS™. (13.48)

Inoltre, se P = Op (P), si ha:
P* ~ Op(Px) mod. OPS™ . (13.49)

Corollario. Se, per ogni (x,£), la matrice P(x,€) é hermitiana, allora

P ~ P* mod. OPS™ !,

Teorema 43. (dis. di Garding) Sia P(x,&) € S™ un simbolo matriciale tale che, per qualche 6, R > 0,
R (P(z,&)v,0) > o E[™,  YveCV, [¢[>R.

Allora possiamo trovare una costante C > 0 in modo che l'operatore P = P(x, D) verifichi la stima
g N
R (Pu,u)L2 + C HUHH("”*UN > 3 HuHHm/2 , VueS Y. (13.50)
tRicorrendo agli operatori di transizione (|13.45)), possiamo riscrivere la (|13.50) nella forma

R((P+ 0N uu) o > 3 [l s (13.51)
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13.7.5 Il simmetrizzatore pseudo-differenziale

Torniamo al sistema strettamente iperbolico ([13.26])., ponendoci per semplicita nel caso in cui i coefficienti
del sistema non dipendono da t, ed ¢ assente il termine di ordine zero. Consideriamo dunque il sistema

w = iAu, A=Y Aj(x)D;,
j=1

ponendo come al solito A(z,§) = > Aj(z)¢;.

Il simmetrizzatore Q(z,¢) associato alla matrice A(z,€) (vedi §[I3.7.1)) & una matrice hermitiana e coerciva
(per £ # 0) tale che anche la matrice Q(z,£)A(x,€) & hermitiana. Inoltre Q(x,&) & una funzione matriciale
di classe C* su R?*"\ {¢ = 0}, omogenea di grado zero in &, pertanto, fissata una funzione cut-off x(€),
otteniamo un simbolo matriciale hermitiano @, = x(£) Q(x,&) € S° al quale corrisponde I'operatore

Q, = Op (x(§) Q(x,¢)) € OPS°.

Consideriamo la decomposizione
1 . 1 ¥
Q = i(QX + Qx) + §(Qx - Qx) )

grazie al Corollario al Teor. sappiamo che

= 2(Q - Q) € oPsT,

da cui segue, per qualche costante C,
IRully, < Cllulg < Cllullge = (A wu).

Per definire un’energia (positiva) di una data soluzione u del nostro sistema, dobbiamo modificare 'operatore
Q, in modo da renderlo autoaggiunto e coercivo: cio ¢ possibile, grazie alla diseguaglianza di Garding con
m = 0, dal momento che il simbolo Qy(z,&) = x(§)Q(z,§) di tale operatore & hermitiano e coercivo per
|€] > 1. Per avere un OPD autoaggiunto e coercivo che sia equivalente a Q, mod. operatori di ordine
inferiore, basta allora prendere

Q1 = (0 +Q)) + A,
con C costante sufficientemente grande. A questo punto definiamo I'energia di una soluzione u come
E(t) = (Qlu,u)m,
e, derivando in ¢, troviamo:
E'(t) = (Qlut,u)L2 + (Qlu,ut)L2 =1 ((QlA — A*Ql)u, u)L2 } (13.52)

Per stimare FE’(t) ricorriamo ai Teoremi e sulla composizione e I'aggiunto, dai quali segue che, per
ogni P € OPSO risulta P ~ P* mod. OPS~!; mentre per ogni P;, P» € OPS° e A€ OPS!, siha

Pi~P; mod. OPS™" = PiA~PA mod. OPS".
Notando che Q; ~ Q, mod. OPS™!, e che (essendo Q,(z,&)A(x, &) = x(£)Q(x, &) Az, £) hermitiana)
QA ~ Op(QyA) = Op((QA)") ~ (Op(QA)* ~ (QuA)* mod. OPS",
troviamo:
QA- A" Q) ~ QA-AQ, ~ QA-A"Q = (QA) — (QA)* ~ 0 mod. OPS.
Ma allora Q1A — A*Q; opera con continuita su L?, e quindi dalla possiamo concludere che
E'(t) < CE(t).

e quindi, per la coercivita di Qi, otteniamo la stima a priori della norma L? della soluzione u(x,t). O
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