§ 1. - FUNZIONI ESPONENZIALI

Sia a un numero reale positivo. Per ogni intero n>»C =i pone

n
a = a*a‘*ac**°*°*3
p e——

e

n volte
51 verificano allora immediatamente le proprietas

y X

a >0
+
at. a¥ = a v
s | y
() (ax) ,___axy

(ab)* = &%

dove a,b sono numeri reali G, x ¢ y sono interi> 0,

Vogliamo ora definire il numero reale a¥*, con x numero reale arbi-
trario, in modo che valgano ancora le proprietd (¥). Procediamo suppo-
nendo dapprima che x sia della forma 1/n, poi che sia un numero razio—
nale ed infine un numero reale generico.,

Sia x = 1/n (n intero>0); per le (¥*), a* deve verificare le con—
dizioni

a >0
(ax)n'= a
Pertanto a* pud esrere considerata come una soluzione positiva dell'equa
zione
(1) t =a (t incognita)
Ora, per ogni datoc a >0, la (1) ammette una ed una sola soluzione € >0:

ci® pud escere verificato graficamente studiando la funzione

£(t) = ¢ per t = Q

¢ certamente continua, £{0) = G, lim f(t) = +w® (infatti
t 2 ¢, per t & 1) e inoltre & strettamente crescente giacché dalla

formula

Tale funzione

n n n-1 n-2 n-2 n-1
- = - + +c..o-on+ t +
ty = 5 = (e ey ey e Y% & )
n n
s e t. =0,
egue t2> tl per t2> 1 ¢
In definitiva £i chiama al/n l'unica soluzione positiva della (1).

Sia ora x un numero razionale >0.
Posto x = m/n (m,n interi >C) si definicce

(2) am/n l/n)m

= (a

(in modo che le {*) siano -ancora soddisfatte).
E' bene perd dimostrare che, se m/n=m'/n' , allora

i 1
aQ/n _ . /n



Poniamo m' = !m, n' = ln, si ha:
2 3

! ; p
(al/kn)km _ ;-(al/kn}k.{; m _ {{(al/lzn)lin} l/ng !‘ 1/n
L - L J -

£i & cosl provato che la definizione (2) non & ambigua.
3 . . . Z
Per definire poi aX con x razionale £ 0, basta porre

3) a®=1
a¥ = (1/a)™"

Occorre ora verificare le {(*) con x,y numeri razionali.

La prima e 1'ultima delle proprietd (*) somo quasi immediate; pro
viamo le restanti due gquando x e y sono razionali positivi.

Per la seconda conviene scrivere x e ¥y nella forma x = m/n, y = k/n
{cosa sempre poscibile eseguendo il minimo comun denominators):

< 1 o~ 1 ms H: + .
aX 7 o am/n. &xi/nz (ai/n) ] (al/n) _ (al/n) _ fri/n am/n /n_

Xty
Per dimostrare la terza proprietd conviens invece scrivere x
nella forma x = m/n, y = k/u (se x = p/q, v = r/s oi ha anche x
ey = qr/qs):

Il
o BN
)
N
.

6]

k \ .
(ax)7 = (am/n)k/m - ((al/n)m> m - (al/n)“: - ai’/n = XY

Se poi x ¢ y non sono entrambi> 0, le (%) si ottengono subito ri-
cordando le definizioni (3).

Per definire a* con x reale qualsiasi, occorre premettere alcune
considerazioni sulla funzione
7{x) = a¥ (x razionale)

A questo scopo supporremo a > 1 (i1 caso 0<a <1 si riconduce al
precedente ricordando che a¥ = (1/a)™X ),

gegrvagione 1.

\ X]. X2
x1<x2 == a ‘¢ a

{con Xy» %, numeri razionali; a> 1)

- Dim,
X ¥y - X
Poiche aXZ - a 1 = E&,Xz (a 2 1_ 1) (per le (-X-))
basterd verificare che x>0 = a¥> 1 (si & posto x = xy = X1)°

Sia ora x =m/n, a /- (al/n) , basta allora verificare che al/n> 1,
¢ questo ¢ immediato in quanto se fosce al/n £ 1 g3 avrebbe anche

n n ) . .
a = (al/n) £ 17 = 1 mentre per ipotesi a>1.

Oscervazione 2.

X .
lim a® = 1 (x razionale)
X =0



~ Dim.

Per la Oss. 1., a* & monotona crescente quindi esistono il limite de-
stro ed il limite sinistro (sempre per x— o con x razionale).
E'! sufficiente pertanto verificare che

l/n _ l/n

11}911'?‘@ a =1 n%l{aco & =1

e anzi, escendo a~i/n o

‘o . i/n
» basta verificare che 11{31_ a / =1,
1/n N> -+

o by o a,,,'
Cio pud escere fatto procedendo per ascurdo:

se fosce (Vn=1,2,3,....)

1 ,
/n-»l—f-‘; conzg>0,

£i avrebbe n p
= (1 +8) (¥n=1,2,3,.....).
Ma & facile d'altra parte mostrare che (1 +§2 )n = nSe quindi
n
111_?;00 (1 +6) =

che & contradditorio.

Osservazione 3.

Per ogni g » 0, ed ogni intero k>0 esiste g = (& ,k)>0 tale che:
per X, X, razionali, con ‘Xllé k, {,xzjé I

fxi“leéé — [ - 22 <€

- Dirﬂo

51 ha: X - x

laxl - ale = ‘axl(l -a 2 1)té

< ak H.«-a —Xll

¢ allora la tesi cegue immediatamente dalla Oss. 2. .
L'Oss. 1., permette di affermare che per ogni numero reale X,
esintono

SV

“ bl R 4
;\1(35) =sup {la |r ramonale(x[

J
s . 5
)\Z{X) = jinf{ | a / s ramonale)xi

l

mentre 1'0ss. 3. permette di concludere che >\ (x) = )x?(x).
E' pertanto naturale dare la deflnlzlone. i

P -~

A r . | P - . {
(4)  a = supda” |r ragionale<x & = ing l a { s razionale > x
) :
Uscerviamo anche che ogni numero reale & limite di una successio—
ne di razionali, e quindi si ha

I

(5) %rn% —_— % (rn razionale) == a = —s a

X



Si noti che per x razionale, le definizione (4) coincide con 1a
precedente definizione di a*. Restano da verificare le (*) nel caso
X,y reali qualunque; ma per questo basta utilizzare la (5) ¢ pasrare
al limite. Con facili pascaggi al limite (e sempre utilizzando la (5)
si verificano anche la crescenza ¢ la continuitd della funzione

fx) = a* (x reale; a> 1)

Nel caso, infine, che sia O0<a<1, la funzione a* & decrescente.

Poiché la f(x) = aX (as»1) & continua, strettamente crescente

e
3 = iy = -
xl'ufco f(x) =0 xllilloo f(x) @

€ possibile risolvere, per ogni y»> 0, 1liequazione

a =y
in uno ed un solo modo.
5i pone x = lg,y (y>GC). La funzione lggx , definita per x>0

(a %1), inversa della a*, & continua e strettamente crescente. Inolire
si verifica facilmente che:

gy Tos = o
3R 18 = e
lga(xlxz) = lg,xy + lg, xo

1g, (x°) = c.lg,x
lg x

1gba

lg,x = (a,b>1).
§ 2. - IL NUMERO e
Sia a un numero reale > 1; dato che
xth b
a

- a zax"a -1 5
h h

. ~ . ¢ X s . .
5i vede che la funzione f{x) = a~ & derivabile in ogni punto x se e so-
1o se esicte finito

a 1
3 e —— -
}llmo " = f (O)

h# o

Hostriamo che tale limite esiste. A questo proposito consideriamo 1la
funzione

&
g(h) = .

definita per h # 0 (a>1).



Usservazione 4.
g(h) & una funzione crescente.

- Dim.
Poiché aX & una funzione continua {vedi § 1.), basta verificare che
g(h) & crescentc per h razionale # O.
Jupponiamo 0<h < h_, h = n/n, h, = L/n e mostriamo che g{m/n) < g(k/n).
Per questo basta verificare che

(al/n)m -1 (&l/n)m'kl -1

1 f£ ° a < .
g(m/n) < g{m+i/n) ciod ny oriyn ovvero
il
(6) b -~ 1 - =1 con b = al/n 1
m il >

La (6) equivale alla:

®" - D@+ 1) < G5 - 1)
cioe

mb 4+ b - 1€ b
o anche

B - 1 <mb(b - 1)
e questo € ovvio in quanto, e¢scendo b» 1 si ha:

-1 .
B - 1= (b - 1) " T R T

<O -1 @ +B+ et T ) = (- )

Analogamente si prova che

mtl, m
e(-==) < el- )

Infine si ha:
-h , h ,
g{-h) = 'a_li;_l _ b Lé__h_ll .
€ quindi, per h> 0

g(-h) < g(h)

da cui la tesi.

Oscervazione §5.

‘" h
. - : — s & -1

Esiste finito 7\\(&1) = hl_:t_’m R

~ Dim. a 4 } o 1
P 'Oss. 4 is ) = i = = i b .

er 1'0s i, esistono A+(a) h}i§+ " 5 _(a) hli%ﬁ o s
ma, essendo
E“E-:—i = a_h ah - 1 e lim anh'= 1
~h h h-»0 ?

si ha anche

M@=2 ()



-6 -
. I . X N .
51 pud allora concludere che la funzione a , per a>1l, ¢ deri~
vabile su tutto l'asse reale, e si ha
X sr -
Da = g« ﬁx(a)

ol - 1
h

:\(a} = h};;mc

Se a<1l, si ottiene (procedendo allo stesso modo) il medesimo
risultato.

Vediamo ora se, per un opportuna vase a¢ >0, si pud ottenere
}{ao) 1 e cuindi Da¥ = a¥. Cid bermetterebbe di trovare une funz io
ne che coincide in ogni punto con la propria derivata.

A questo propozito oscerviamo che, per ogni b>1, ¢i ha:

h
) o o H
ah—lzb(lgba’—1=bhlbba—1_~bhl‘”’ba-11 a_bh'lla
h k h hlgia &b h &

dove h' = hlgba e quindi lim h' = O; pertanto si ha
: h- ¢

ah

h

ey = e = Aw) lg 2

In particolare , per L = 10, )(a) = lgma . 3.{10).

Poiche 1g10 ¢ una ‘unzione stretiamente crescente che varia
da U a +o quando 1 # ><+co , esicte uno ed un solo valore ag>1
per cui

Alay) =

Guesto numero ag vi ene chiamato il numero di leper e indicato conven
zionalmente con la lettera e 2.
In conclusione si ha

i X

be = ¢

DaX =" 1ga

dove si & posto lga = lg a.
Per calcolare, in modo approscimato, il valore del numero e, si
utilizza la formula

. 1/x
(7) e 1+ x) /e
(bim. della (7) ):

e 1/x PN -
(1 + x) /% _ Je() ™ /9 1g(1k)

ora N
0/ 1g(t4) = —I—
e’ - 1

OVe Si € pPosto v = lel1+x) .

[oM



Poiche limy=C e 1lim

X 0 y=0 7
Lim L gl +x)=1
Xx=ox o .

. . . . 1/n _
da cui la (7). In particolarc ngfﬁkp(l + 1/n) =

Hotiamo inoltre che la funzione

g -~ 1 .
& crescente f{(c>» 1)
7
e guindi
—7X=-— ¢ decrescente
eﬁ -1
nentre
1g(l + x) & crescente;

ne consegue che la funzione composta

1 a
Py 1g({l + x) & decrescente
e quindi anche

i/x .
(1+ %) / ¢ decrescente.

In particolare si avrd (per x =% 1/n):

A+1/m2es(1-1/m)"

e anche, escendo

1 .-n _ n *[_ p 1 \n

i.n 1 .n I k+1
1 +An,) z e = (1 +~n~1) {1 .

€.

T o A
(n,c=1,2,3,...)

In questo modo & poszcibile valutare e con un grade di appros-

simazione arbitrariamente alto; si ottiens:

¢ = 2,718281828,59045. . ...

LED



