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Convergenza di successioni. Si dice che una successione x : N — R converge a z € R", e scriveremo

lim, ;oo X” =2 0 X" = 2, n — 00, se: | VedIn.Vn > n. d(x",z) < e |, ciot se lim,_, o d(x",z) = 0.

-Sey € RN siha |yi|1 < |yly < |y1| +-.-|yn|- Quindi una successione converge se e solo se le N successioni
di numeri reali date dalle sue coordinate cartesiane convergono rispettivamente alle componenti omologhe
del suo limite. Questo permette di estendere le proprieta dei limiti in RV.

- La propietd di completezza di R viene estesa ad R grazie alla nozione di successione x : N — R di

Cauchy: | VednlVm,n >nl d(x",x™) <e |

TEOREMA | Cauchy in RY <= convergente in RY |

Aperti, chiusi, bordo, punti di accumulazione: cfr. Courant-John Vol.2 Cap. 1.1.
-Se C C D C RN allora C si dice aperto (chiuso) relativamente a D se vi & A aperto (risp. chiuso) per cui
C=DnA.

Limiti di funzioni. Se C C D C RM, P € R" di accumulazione per C, f : D - RM e I ¢ RM si dice che f

converge a L per z che tendea PsuCse: | Vedd. >0Vz z € C, z # P, 0 <d(z,P) <d. = d(f(z),L) <e |,

cioe limgec, a(z,P)—0 d(f(x), L) = 0. Si scrivera limgec, s»p f(2) = L,0 f > Lsex — P, z € C.
-f—=L,x— P, z € C seesolo se per ogni x" — P, x" € C, x" # P si ha f(x") = L;

- se e solo se per ogni divisione di C' in un numero finito di parti che abbiano P come punto di accumulazione
f ha limite in ognuna di queste parti e tali limiti sono tutti eguali ad L.

e.g. f(z,y) =%, D ={(z,y): = #0}, C={(z,2): z#0}, P=(0,0): f ha limite 1in P su C, ma non
ha limite in P su D.

Limitati: C C R” si dice (metricamente) limitato se & contenuto in una palla: IM > 0Vz € Clz| < M.

- Una funzione si dice limitata su A C R" se i valori di f su A formano un insieme limitato.

- Se C' & un insieme non limitato ed f & definita su C si dice che f tende ad L all’infinito su C se

Ve > 0FrVz € C, |z| > r = d(f(z), L) <e | cioe lim;| 00, gec d(f(x), L) = 0.

- Se una funzione ha limite per x — P (o all’infinito), z € C allora & limitata su C intersecato una palla di
centro P (il complementare di una palla). In particolare se una successione ha limite allora & limitata.

Funzioni continue C C D CRY P e C f: D — RM: si dice che f & continua in P su C, o che P & un

P & di accumulazione per C e limgec, o—p f(z) = f(P),

punto di continuita di f su C se oppure P & un punto isolato per C

-f & continua in P su C se e solo se per ogni x™ — P, x" € C si ha f(x,) = f(P).
- Definizione. f & continua su C se & continua in ogni punto su C.

- Definizione. f & uniformemente continua su C se | Vedd. > OVz,y € C,d(z,y) < 0. = d(f(z), f(y)) <e

ovvero lims_,o SUDPg, yeC, d(z,y)<s d(f(ﬂv): f(y)) =0.
ESERCIZIO: f & uniformemente continua su C se e solo se date due successioni x"€C, y"€C per cui d(Xn,y»)—0 si ha anche

d(f(%xn),f(yn))—0.



- le funzioni (z,y) € R¥Y xRN 5 2 +y € RY (|a+y)—(utv)|<|z—ul+ly—v), (\,7) € R x RN — Az € RN
(Ixz—yy|<|A[lz—y|+|A—~||y|) sono continue.

- composizione di funzioni continue & continua.

Se ne deduce che le funzioni continue su un insieme a valori in R™ “ereditano” la struttura lineare di RM.
Essendo la dimensione di RY finita se ne deduce che le funzioni lineari sono continue.

Un’altra dimostrazione & la seguente: z€R"™ —~AzeRM & lineare con A matrice di componenti A;;, 1<i<M, 1<j<N. Basta provare la
continuitd in OERY poichd Az—Ay=A(z—y). Quindi |Aav|ﬁ,,=2:l(2:_7 A;jzi)2<(Schwartz) Zi Zj A?J- Zj $?=|x|12v Eij A?j

E.g. per composizione con la somma e il prodotto si ha che le funzioni le cui componenti sono funzioni
razionali a denominatore non nullo sono continue.

le preimmagini di aperti sono aperte relativamente a C

- f € continua su C se e solo se . s e . . .
le preimmagini di chiusi sono chiuse relativamente a C'

Nota: In particolare i luoghi di zeri di funzioni continue di R sono chiusi.

Compatti per successioni Un sottoinsieme C' di R” si dice comaptto (per successioni) se da ogni successione
a valori in C' si pud estrarre una sottosuccessione che converge e il cui limite € un elemento di C.
- I sottoinsiemi compatti sono chiusi. I sottoinsiemi finiti sono compatti

TEOREMA | C C R” & compatto se e solo se & limitato e chiuso.

ESERCIZIO un sottoinsieme compatto o ha un punto di accumulazione o & fatto da un insieme finito di punti.

TEOREMA | L’immagine di un compatto mediante una funzione continua & un compatto.

NOTA: non & vero in generale che I'immagine di aperti (chiusi) mediante funzioni continue sia aperta
(chiusa).

TEOREMA | Se C e compatto f: C — R allora f ha un punto di massimo e un punto di minimo su C' |,

cioe dJae CbeCVz el f(a) < f(z) < f(b)

TEOREMA | Se f & continua su C' compatto allora & uniformemente continua su C.

Connessi. Un sottoinsieme C' di RN si dice connesso se solo se non & unione di due aperti (chiusi) relativa-
mente a C, non vuoti e disgiunti.

Cioe se A, B sono entrambi aperti o chiusi di RY per cui ANC # @, BNC # 0, C C AU B allora
ANBNC #£0.

In altri termini non vi & una f : C — {0, 1} surgettiva e continua su C.

ESERCIZIO: i connessi di R sono 0, R, intervalli e semirette.

- Definizione: Un insieme C si dice connesso per archi se ogni coppia di punti puo essere congiunta da un
cammino continuo interamente contenuto in C'.

Cioe per z, y € C vi & 74y : t € [0;1] = (t) € C continuo per cui v(0) =z e y(1) = y.

- Ogni connesso per archi & anche connesso in quanto gli intervalli in R sono connessi.

I sottoinsieme di R? dato dall’unione di {0} x [—1;1] con grafico della funzione sin 1 & connesso ma non
connesso per archi.

PROPOSIZIONE Un sottoinsieme aperto e connesso & anche connesso per archi.

L’immagine di un connesso (connesso per archi) mediante una funzione continua

TEOREMA N .
& ancora connessa (connessa per archi).

In particolare una funzione continua su un connesso a valori reali assume tutti i valoi compresi tra il suo
estremo superiore ed il suo estremo inferiore.



