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Equazioni di base
“Quadratura” semplice Se f : A — R ¢ continua su A segmento in R, per il teorema fondamentale del
y'(t)=f(), teA
calcolola t — yo + ft s)ds & 'unica soluzione del problema di Cauchy
y(to) = o
Variabili separabili Se f : A - R, g : B — R sono funzioni continue su A e su B, segmenti in R, si tratta

di trovare le y € C1(I), I segmento incluso in A, per cui | y'(t) = f(t)g(y(t)), t € I

- Se per 7 € B si ha g(7) = 0 allora la funzione costante y(t) =7, t € A & soluzione.

Procedimento euristico )
. . . . . . t
i- si cercano le soluzioni che non si annullano: dall’equazione deve essere g?(/y(( t))) = f(t)

ii- si considera I' primitiva di % suJCB

iii- si considera F primitiva di f

iv- si scelgono I C A e ¢ € R in modo che ¢+ F(I) C T'(J)

Peventuale soluzione deve verificare I’equazione I'(y(t)) = F(t) + ¢, t € I

11 procedimento inverso Considerando quindi

i- un generico Ja, B[= J C B in modo che g si annulli solo agli estremi diJ,

ii-una generica I' primitiva di % su J (essendo g continua non cambia segno e T' sard invertibile su J)
iii-una generica primitiva F di f su A

iv- e determinando di conseguenza I e c t.c. ¢+ F(I) C I'(J), 'intervallo di estremi I'(«r) e T'(f), si trova che

y(t) =T F(t)+c), tel

& una soluzione e inoltre a < y(t) < 8, t € I.
Problema di Cauchy 1: Quindi se g(yo) # 0 per determinare una soluzione locale al problema di Cauchy

y(to) = Yo

P d
- si prende J in modo che yg € J e g non si annulli se non agli estremi di J, I'(p) = / %, peJ
Yo

-F(t /f )ds, I per cuitg € I e F(I) C T'(J)

La funz10ne y(t) = T71(F(t) + ¢) & ben definita ed & soluzione, e tale y & a valori in J: a < y(t) < 8, per
t € I. Si ha l'esistenza locale per tale problema e il fatto che la soluzione & unica finché non annulla g.

(_Problema di Cauchy 2: Se [*° Ig%z)l = 576 \g%—g)\ = +oo0 si ottiene che la soluzione trovata & globale e
non puod annullare g se non agli estremi di A: infatti se fosse g(y(t1)) = O si avrebbe y(t1) eguale ad a 0 a 8

da cui ft s)ds = f y(t1) gﬁ) = t+00. Ma f ha integrale finito sugli intervalli limitati e chiusi contenuti in A
essendo contlnua

Problema di Cauchy 3: Analogamente se yo € uno zero isolato di g e _dp _ [yote _dp

yo ela@ ~ Jyo_ Ta(p)]
che la funzione costantemente eguale a yo & l'unica soluzione del problema di Cauchy.)

= +o00 si ha

Equazioni lineari del primo ordine y'(t) — a(t)y(t) = f(¢) con f e a funzioni continue su un intervallo I.
Omogenea v’ (t) = a(t)u(t): se &' = a lo spazio vettoriale delle soluzioni & dato da u(t) = ce™®).
Soluzioni Moltiplicando per e~ ci si riduce alla ricerca di primitive di e=*®)y(t) e le soluzioni sono date

i
y(t) = ce®® +/ ea(t)f"‘(s)f(s)ds = yoe to a( / - a(z)dw

si noti che tutte le soluzioni dell’equazione completa si ottengono da una particolare soluzione (il secondo
addendo) sommando una soluzione dell’omogenea.



Equazioni del secondo ordine

Teorema 1 Si consideri ’equazione lineare nell’incognita y(t): a(t)y”(t) + b(t)y'(t) + c(t)y(t) = f(t), con
coefficienti e termine noto funzioni continue su un intervallo I con a(t) # 0 e valori in R [risp. C].
1- L’insieme delle soluzioni dell’equazione con termine noto nullo (equazionee omogenea associata) ¢ uno
spazio vettoriale su R [risp. su C]di dimensione 2 ovvero trovate due soluzoni dell’omogenea linearmente
indipendenti uq(t) e ua(t) ogni altra soluzione & del tipo cjug(t) + cousa(t) con ¢1, ¢y costanti reali [risp.
complesse].
2- Vi & almeno una soluzione dell’equazione u*(t).
3- Tutte le altre soluzioni dell’equazione sono del tipo u*(t) + ciui (t) + caus(t).

a(t)y" () +b(t)y'(t) + c()y(t) = f(t) tel
(to) = %o
"(to) = y1

Approccio generale per risolvere il problema di Cauchy ¢ y
Y

1- si determina una base delle soluzioni dell’omogena (u1(t),uz2(t))

2- si trova una soluzione particolare u*(t)

3- si cercano ¢1, co per cui crug(t) + coua(t) + u*(t) verifichi le condizioni iniziali del problema.

Passo 1 nel caso di coefficienti costanti
Il caso elementare per trovare soluzioni ¢ quello in cui i coeffcienti sono funzioni costanti.
Teorema 2. Si consideri I’equazione lineare omogenea nell’incognita u(t): au'(t) + bu'(t) + cu(t) = 0, con
coefficienti costanti reali. Si ha che tutte e sole le soluzioni sono:
c1e'® cos Bt + cpe’@sin Bt b2 —4dac < 0
u(t) =< cre!™ + cotet™ b2 —4dac =0
c1et®t + cpet*? b?> —4ac >0
al variare di ¢; e ¢» in R, con a £ 43, ovvero oy, s, o radici di az? + bz +c=0.
Volendo enunciare nel caso complesso il teorema si ha che tutte e sole le soluzioni (questa volta a valori in
C) al variare di ¢; e ¢z in R, con a £ if3, ovvero ai, asz, a radici di az? + bz + ¢ = 0. sono del tipo:
u(t) = { 'yle"‘:t +72e22t b2 —dac#0
yie°t + ypte®  b? —4dac =0
al variare di 7; e 72 in C, con oy, as, o radici complesse di az? + bz + ¢ = 0.
Quindi se a , b, ¢ sono reali si riottiene ’enunciato precedente osservando che per definizione di forma
esponenziale di un numero complesso:
et + e~ = 2cost, ie” ™ —jett = 2sint
Passo 2: principali metodi per la determinazione di una soluzione particolare
Per tentativi
Coefficienti indeterminati per equazioni a coefficienti costanti
Se il termine noto & e®* (p; (t) cos Bt + p2(t) sin Bt), con p; e ps polinomi reali, si cerca una soluzione soluzioni
del tipo:

u*(t) = t™et*(q1 (t) cos Bt + q2(t) sin t)
ove ¢; € g2 sono polinomi con gradi minori del massimo di quelli di p; e p2, ed m molteplicita di a+48, come
radici del polinomio associato all’equazione.
Tale metodo € pié semplice da enunciarsi, e da usare, nel caso complesso:
se il termine noto & p(t)e*, con p polinomio, si cerca una soluzione soluzioni del tipo:
u*(t) = t™g(t)eM

ove ¢ & un polinomio con grado minore eguale a quello di p(t), ed m & la molteplicita di A come radice del
polinomio associato all’equazione: az? + bz + c.
Variazione delle costanti Se uq(t), us(t) danno una base dello spazio delle soluzioni dell’omogenea, si cercher-
anno soluzioni del tipo u*(t) = ¢; (t)uy(t) + co(t)us(t)

uic) +uscy, = 0
- ci si riduce al sistema numerico (¢ & fisso) e quindi si trovano le primitive di ¢}, cb.

ujc) +uhey = 5




