Analisi Matematica I, Esercitazioni, Anno Accademico 2013 -2014, Ingegneria Gestionale

Tortorelli
LEGENDA
I principali testi e raccolte di esercizi a cui si fa riferimento in queste note sono:
[GGS] M.Ghisi, M. Gobbino, “Schede di Analisi Matetmatica”
[GGE] M.Ghisi, M. Gobbino, “Schede di Analisi Matetmatica”
[FM | A.Faedo, L.Mcdica, “Analisi I, lezioni”

[ABC|] E.Acerbi, G. Buttazzo, “Analisi Matetmatica ABC 1: funzioni di uns variabile”

Ogni gruppo di esercitzione & introdotto dagli esercizi pertinenti dei testi di esame degli anni
passati, con i seguenti riferimenti:

AAChPNGMEm ovvero AAExnPNGMEm:

AA sono le ultime cifre dell’anno accademico,

C se si tratta di prove in itinere (compitini),

Ex se si tratta di testi di appelli,

P sta per ‘parte dell’esame scritto’,

E sta per esercizio,

n il numero del compitino o dell’appello,

N & il numero della parte dell’esame in questione{prima o seconda),
M & il numero del gruppo di versione del testo dello stesso esame
m il numero dell’esercizio.

Le soluzioni sono reperibili nella pagina personale di (G, Alberti.

Il corpo dei gruppi di esercitazione & composto da testi quasi tutti manoseritti con numera-
zione delle pagine indipendente, oltre ai dattiloscritti dei testi d’esame di cut sopra.

[noltre con:
x si indicano gli esercizi pili impegnativi,
o quelli di approfondimento o estensione e quelli piu teorici.

V GRUPPO DI ESERCITAZIONE, VT: calcolo di primitive ed integrali.
Manoscritto: da A] a Gltavole sinottiche commentate, in H] esercizi, in I esempi svolti di
integrazione di funzioni razionali.

Altri esempi svolti e richiami di teoria nelle note di A.Massaccesi.

Teoria relativa nei testi indicat! e svolta a lezione




Testi di esame del quinto gruppo di esercitazioni: prime parti
Risolvere i seguenti esercizi senza dare dimostrazioni
2

13C2P1G1ES3 Determinare la, primitiva f — d.
exp(z?)

1
13C2P1G1E4 Galcolaref 32° log z dz.
0

dx.

1
13Ex1P1IGIES Calcolare/
0 3 - 2113

13Ex2P1G1E4 Calcolare la primitiva / xe™® dz.
13Ex2P1G2E4 Caleolare la primitiva [ z°log(2z) dz.
13Ex2P1G3E4 Caleolare la primitiva | 2°log(3z) dz.
13Ex2P1G4E4 Calcolare la primitiva [ xe © dz.

13Ex4P1G1E4 Calcolare la primitiva | 4z cos(z®) da.

e e, S S

13Ex4P1G2E4 Calcolare la primitiva [ 4z exp(z?) da.
v
13Ex4P1G3E4 Calcolare integraie / 22 cos(2?) dz.
0

2
13Ex4P1G4E4 Calcolare l'integrale / 2z exp(z?) de.
0

Testi di esame del quinto gruppo di esercitazioni: seconde parti

Risolvere i seguenti esercizi motivando accuratamente le risposte.




H % :

L : P

! iy

— 3 : — e

! P
e o i :

[
{

a

T

R 4 4?«
[ s ¥
ek
i1 A5

\
éb‘éf“

it y

G| tavole

i
t
: i

|

Va

Sen

1

i

[

ERVA

N

.

e,

SV SN S SRR SR

i
vt

!




L -

b




duvfiff

1

2

b

r
-y

e

: LT 1 i

; i ; i i
: c T
3 T Ay, : H
ot LY 4 : i H
X ; 4 “ s ~
4 = WA b

i

;a

Yrrro il
=
i
i i itede
e
]
018

. W. 1 i wa +
-.. M.u_l,,e : rms;? WW -- IKV - :ii.m.mum
_.. ..m. % ﬂ‘“ uW
=
B f

¥,

Al

=
i
|

)

Lt e

L
we o espr

n

nul

i

P

cen|

T

- N

o




el

FR L M;
7T B S

i T i
T
o _ =
. 3

TN NP I L,
Eopod 5]

: i 3 3 -
Ty TR
RN v
R T R R e
[N
P i ]

- P B - F —d

: :

(—TEx) i

e

i
L

|
o

AR T SR
! O |

o

’

¢
!
et

3 |
Wl I
b
[
n

Gie ol

]
I

S e
i !

g
|
?

et Az

-

LS

|

AL AL, A M

{

S eabe

s1




4

<
P

Aot

B

]

4

o T

&

iyt

N

) m’f?

iﬁ
¥ ﬁm}rt ':!'WMT.E;J

Y
&

%
f

ey

e
-

o
B

]
i

o

L
|
B

| “e,
T g

1
Dommra

7K
5

!
|

;'lx;fﬂ‘"'

77

b nfene

|

P fe

rci'l?‘;%

¢,

!

RS-

89—
8 ERRN
A IS EEN

e

1;1_,.:‘;

.

S R SOV NPORN S

ZA)

A Te) ‘:A‘i’:?/l

]
|
|
by
i

.flrlw

y

I3

[ w

P g

I
L.
I
I

w -
Fe T
H H
..... L
P
T
[
T
B4
T {
.
!

i — i

leen

i

e i

3
!
Y

2

)

I k!

1" L
m;\.}_w.w S

e e

|
e
f
b

3 N
AV

ey

" mmvm,&a

ol

T e

|

y

R NI SO .

bl

AT

e e g e el f £

¢

|
T

)

.nln'b.nlri‘«nknlllwhd.1)4‘\ T T PR
" ¢ |

Sy

o

e
B,

My

"
- m:r\:j

¢
| I el

S SR AN SN SO
I
[

[IEFRS AR
H
{

PoL
R
LT T A

T

"

E

i
!

L

i
-
i
L

ey

L

N

e

T B T




Fil E%z;zmm' O\;Q [ vweﬁ:rcio pe mvw%@gmr@ C{—Uméacbn.(f m&m{/ﬁmaf
'{“tduﬁvxcﬁm‘m & ralonzll did base

] ot 4 A IR ) <
4 -tz 7 A e G~ B} CAYE ) oo A o

Lbblﬁ‘ [-‘s’A‘bLGt 2 EALY

L:P”"( /]a "’j . A g

ﬁ'f@ vl e

f?{“‘{(w EW /ﬁvj SN

=& ~

Jé— : | y .._:f_ “'T' | : { B S )
3& 3L 41 C BfA3kn 3 PP 3 LAl (af*s“‘(%)z
Co . 1; e ‘-_—D“——-—J
. 7 “gﬁ*"’”’“%"“@'ﬁ?f‘rw SotiMA Dy “"Pﬁ‘.alf‘”l\fl ] ‘
| Y N A R
B (APt el iy
C(VEE ¥ SR
T A ( o *?-f)__ -_ e 2
S-S T S N — =
/32344 B e I e
N (\f?éé%ﬂ) "f‘"f \r"/Eﬁ_l_m / ;’.2#:4
mdf:*d7 =

g ,,l.zzf.i aari:;vm (2x +iﬁi)

a{L SRR S
4+L4 : r’%é:"'f' o " o
N T MBSSLMNA RaticE AEALE PFa bvswn«waﬁm
Cor € Plopottey DI (Gl %ﬁ"ﬁ'-{» 3"*- (sorm A el pé&t\\ﬂj
: Co ot C o CelviENE FAWDM%M&@? N CAR Pl Coldy tisn
! AR N ASSOCY ACE i MHopeoHT bf mmt’ COMLLEATE

_(f!-s«f:"*) ('; (7)) = (f~z&“)(f~m)»m(w_wff’—)(ue@)w |
. (ﬁﬁﬂ)(ﬁ:{,ﬂ)h(ﬁ (mﬁ"j\’f"))( &% (&'(‘JL«@ CE(‘T‘MU?)

\

F“w M“‘" \7"3“) *Ha] Xz“* (ﬂe?)ﬂ«(wmz)
£ 'T"—
--Miwm;: — ™ e A’f} + B . CE:“\»D:WZ - \z
T _Ecw%) le-wia] 1) e R s
e -'Eeﬁalnm&t ASomri b

QAL B Esmg:g@:\:ﬁ Yo A B, ¢, D

VT 6 -




R 'f ' I,: _ /4(:'4*',]3 | . Ch 4D

oo I Coom 0 0]
5 .1_‘ i f/f, E M ua—":['“‘“-\ : '
"GOt Db« 4 (ACJE FEATR A4 C+J>)E. +(A-ER+C+EDIE 4 BaD

per brovace A B, C D o fipone <he. | nemender  siane ‘5?5%!*“
TN .m | princtpto di idenbtz oler POF'”OM!N S imboie che ¢
| :'CO@H\CIEI'L’h 0&1 Z’E’mmm cﬂff’Lk%éfMo 0{@‘ ””’7’?%7{“”7 R GZP%Z‘H q

?

;; !. ,4 + C ‘.-\_..'-i-,_.n,“__m—v-—h——dlm—avl'u\‘"vﬂ'vv‘ut,"-“ ‘ wp :

- ...é’.‘
--_‘-?»A:rg %%DL- L ‘ ‘["
= Au-_g f«éi'%ab-;%-_~f-w oE-Z E%@D«-»B”JD

>C?»--»§a.f%+t%_ AdR =

N M

f”«dﬁ R*D!""""f" i : —> B >
" } A u,:é : EX s AR 5] D =) C _:2\\}2‘ QUH’WJL N
o ’,'/ ! ! i -{_‘(7 _p:‘é‘, Ly Lo P

’ e t | s (1,' . . ('
ey ndmbrg. o 4 b TN

i

a i 4
_(\mt—_—-i}%ﬁ..{ T Nat-1 1) -t*’l

B £ - vl g o dY= l/,“/é

L4 2 ERA . dz=d dé"”







Integrali di funzioni razionali ed esempi

Annalisa Massaccesi

15 novernbre 2012

Esempi notevoli

1. Calcolare una primitiva della funzione f(z) = L5, |z < 1.

Vorremme ricondurci ad un caso pin semnplice da trattare, quello di una sormma di funzioni
o]

del tipo f(z) = sy, con @ # 0, la cul primitiva® ¢ F(z) = £ log{az + b).

[23

Tnnanzitutto “lavoriamo” sull’integranda f(x) per ricondurci a f(z). Fattorizziamo il deno-

minatore, sicché
1 1

fla) = T-a? (+o)(-z)

A questo punto imponiamo che f(x) sia della forma %=+ 52, per qualche costante c1, ¢; € R,
e calcoliamo c¢q, co. Infatti

1 1 . faal c2
tm){l—z  T-a =@ =t
cr(l4+zy+ex(l—2x) B (c1 —ea)z + (1 +ca)
{1+ 2){1— =) (I+a)(1 —x)

ge e golo ge
(&1 —ea)m+ (e +ea) =1,

cioé dobbiame risolvere il gistema lineare
) — g = 0
¢ +eg=1
che ha per soluzicne ¢; = ¢3 = 3. Abbiamo quindi ottenuto

1 1 1 1
f(i)fi'lj—"“i'

i

142

A questo punto & facile risolvere 'integrale

i 1 1 1 1 1 1 1
dr = - — = —— = ———dp = | —— =
/f(m) * /2 173;+2 1+xz 2/ 1—= o 2_/‘1—{--‘.% ‘

1 1 1+
- _Elog(l_m)+§log(1+$)~—log( 1193)

r

ITutto questo viens fatto in un intervallo in cul log{am 4 b) & definito, ciod con z > —%.



2.

2

Calcolare una primitiva della funzione f(z) := 2.

Come prima, vorremmo ricondurei ad un caso pitt semplice da trattare: quello di una somma
di funzioni (iel tipo f(z) = =5 (vedi sopra) e di funzioni del tipe f(z) = rfm, la cul
primitiva & F'(z) = carctan(s).

Per la fattorizzazione di 14 z* e la decomposizione in fratti sernplici, si vedano gli appunti
di Tortorelli.

Un po’ di teoria

Tutte le fungioni razionali® si possone ricondurre all'integrazione di fratti semplici, cioé di funzioni
del tipo

axr+b

Gl .

c
{az+ oy PPN

di cui concsciamo gia le primitive. Riassumendo:

e sappiamo che Je funzioni razionali sonc sempre integrabili {lontano dai punti di singolaritd);

& vogliamo mettere a punto un algoritmo per scrivere una funzione razionale come somma di

fratti semplici e, eventualmente, di un polinomic M(z) (mediante operazioni algebriche);

e bisogna ricordare quali sianc le primitive dei fratti semplici in (?7) e fare i conti {mediante

teoria dell'integrazione).

Per scrivere una funzione razionale come somma di fratti semplici si seguono 1 passi qui sotto.

1.

Ci #i riconduce al caso deg @ > deg P se questo & pia verc per la funzione razionale assegnata,
allora non ¢’é niente da fare in questo passo. Se invece deg @ < deg P, allora si fa una divisione
tra polinomi e s scrive Piz) = M{z)@Q(x) + R(x) con deg B < deg ¢J. Avremo ottenuto che

. __]M_ T @ con €le €
f@) = qy =Mt gy o derft=deq,

¢iod lintegranda si serive come somma di un polinomio® e di una funzione razionale in cui
il grado del polinomio a denominatore & strettamente minore del grado del polinomio al
numeratore, come volevamo,

. Si fattorizza Q(z): & noto che gualsiasi polinomio a coefficienti reali si pud scrivere come

prodotto di fatteri del tipo (z — A)™, in corrispondenza di una radice reale A di molteplicitd
m, e del tipo ((z — &)% + 82)™, in corrispondenza di due radici complesse coniugate o £ i
di molteplicita m. Negli esempi sopra, inlatti

2 2 )
(-2 =(1+z)l-2) e liat= (-?) . (+§) e

Plx

2Por funzioni ragionali intendiamo tutte le funzioni che si possono scrivere come rapporto di polinomi f(z) = IOk

3Integrare un polinemio ¢ una cosa melto semplice!




2. Calcolare una primitiva della funzione f(z) = gis.
Come prima, vorremmo ricondurci ad un caso pidt semplice da trattare: quello di una somma
di funzioni del tipo f(z) = 5 (vedi sopra) e di funzioni del tipo f{z) = %z, la cui
primitiva ¢ F(z) = carctan(z).
Per la fattorizzazione di 1+ z* e la decomposizione in fratti semplici, si vedano gli appunti
di Tortorelli.

2 Un po’ di teoria

Tutte le funzioni razionali® si possono ricondurre all’integrazions di fratti semphci, ciog di funzioni

del tipo
ar -+ b

Gy 1P <”

C
W oppure

di cui conosclamo gia le primitive. Riassumendo:

e gappiamo che le funszioni razionall sono sempre integrabili (lontano dal punti di singolarita);

e vogliamo metiere a punto un algoritmo per scrivere una funzione razionale come somma di
fratti semplici e, eventualmente, di un polinomio M({z) (mediante operazioni algsbriche);

s Dhisogna ricordare quall siano le primitive del frasti semplici in (77) e fare 1 conti (mediante
teoria dell’integrazione).

Per gerivere una funzione razionale come somma di fratti semplici sl seguone 1 passi qui sotto.

1. Cisiriconduce al caso deg @ > deg P: se questo & gid vero per la funzione razionale assegnata,
allora non ¢’¢ niente da fare in questo passo. Se invecs deg @@ < deg P, allora si fa una divisione
tra polinemi e sl serive P} = M{2)Q{x) + FE{z) con deg R < deg Q). Avremo ottenuto che

Plz) Rix
(=) = M(z) + Alw)
Qfz) Q)
ciod lintegranda si gerive come somma di un polingmic® e di una funzione rasionale in cui

il grade del polinomio a denominatore & strettamente minors del grado del polinomio al
aumeratore, come volevamo.

con deg R < deg @,

fz) =

2. Si fattorizza Q(xz): @ noto che qualsiasi polinomio a coefficienti reali si pud serivere come
prodotto di fattort del tipo {z — \)™, in corrispondenza di una radice reale A di molteplicita
m, e del tipo ((z — )% + #2)™, in corrispondenza di due radici complesse coniugate o + i
di molteplicitd m. Negli esempi sopra, infatti

4 V2 : 1 ) V2 ’ 1
(1-2f)=(0+2)1-5) e 1+a'= (x—“g“> 3 (”’*7) +5

“Per funvioni razionali intendiamo tutte le funzioni che si possono serivera come rapporto di polinomi f{z) = "5%

3Integrare un pelinemio & una cosa molto semplicel






3. 8i associa a %% una decomposizicne in fratti semplici parametrizzata da alcune costanti,

ie.
Plz] 1,3 1,2 C1my
Qlz] r—A {w—A)? e @Ay
—.{- P +
Ck,1 Ck,2 Chyr
ey WL e v AR Py v o
@1 1%+ by a1, + big a1,5,% + b1 g
. ) + 3 » _I_ . + ; 3 +
-+ 8] ({z—a)?+F7)? ({w — a1)? + B1)=
+oot
a1 - by dgo -+ by g b T + b5y

(=) + 8] ((z—ou)?+57)° (& —on)?+67)

e pol 8 calcolano i coefficienti rigolvendo un sistema lineare. 1l sistema lineare scaturisce
dall'imporre proprio 'uguaglianza nella prima riga sopra.

4. Si concludone i conti: nei casi particolari saranno pitt semplici che nel caso generale trattato

qui sopral







