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Elementi di topologia in R”

IL SOTTOGRAFICO DI UNA FUNZIONE CONTINUA E UN APERTO
Proposizione 1. Sia f : R — R una funzione continua. Allora, il sottografico
Q:= {(x,y) Py < f(w)}

¢ un insieme aperto in R?.

Dimostrazione 1. Sia Xy = (g, yp) un punto di . Si ha quindi che

f(zo) —yo > 0.

Definiamo ora
.. f(x0) —wo
: 5 ,

che ovviamente possiamo scrivere anche come
f(zo) = yo + 2e.
Siccome f & continua esiste § > 0 tale che
|z —xo| < 6 = |f(x) — f(zo)| < e.
Ma allora, per ogni (z,y) nel rettangolo
R = (azofé,xqué) X (yo—e, yo+€)

si ha
y<yot+e= (f(a:o) —25) +e=f(zo) —e < f(x),

e quindi R C Q. Infine, siccome il rettangolo R contiene una palla di centro (zg,yo) e raggio
r = min{e, ¢}, abbiamo che Q & un aperto. O

Dimostrazione 2. Dimostreremo che l'insieme
R*\ Q:= {(x,y) Ly > f(x)}

¢ un chiuso (per successioni). Sia
Xp = (xmyn) € RQ\Q

una successione convergente ad un certo
X = ( ) eR
00 Looy Yoo .

Per definizione, abbiamo che
f(zn) <y, perogni neN.

Siccome f e continua, abbiamo che

f(xoo) = lim f(xn) < 11_>H1 Yn = Yoo,

n—oo

e quindi Xoo = (Too, Yoo) € R2. O



