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DUE ESERCIZI SUL CALCOLO DI limsup E lim inf

Esercizio 1. Data la funzione F : R?\ {(0,0)} — R

2,2
Yy
Fa,y) = 2 2( 2 4y’
V2 + y?(2? + yb)
calcolare
limsup F(z,y) e liminf F(z,y).
(2,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)
Dimostrazione. In coordinate polari abbiamo
r4 cos? sin? 0 7 cos? 0 sin? @

F(rcosf,rsinf) = = :
( ) r(r2cos? 0 4+ risin? @)  cos26 + r2sin? 0

Quindi

5 rcos? 0 sin? 0 _0
cos20 +r2sint6|
se e solo se
0=20y [r cos? 6 sin’ 0} <0082 0 + 2 sin* 9) — <1" cos? 6 sin? 9) o)) |:COS2 0 + 2 sin* 9]
= { — 2rsin® 0 cos 0 + 2r cos® O sin 9} (0082 0 + r?sin? 9) — <7’ cos? § sin? 9) { — 2sinf cosf + 4r? cos O sin® 6
= 2rsinfcos 6 [( — sin® 0 + cos? 9) (cos2 0 + r? sin? 9) + cos? fsin? 0 (1 — 2r?sin? 0)}
= 2rsinfcosf ( cos* O — r?sin? 9)
= 2rsin9@os€(cos2 0 + rsin® 9) (cos2 0 — rsin? 9).
Quindi le soluzioni sono
cosf =0, sinf =0, oppure cos>6 = rsin?é,

che (siccome cos? 6 4 sin? = 1) possiamo scrivere anche come

cos?f =

cosf =0, sinf =0, oppure { 9
sin® 0 = ——
Caso 1.
cos =0 oppure sinf =0.

In questo caso
F(rcosf,rsinf) = 0.

Caso 2.
29 _
{cos 0= 1—7;-7‘

sin?f =

1 r
T<1+r>(1+r> r? T

7 = 2 = :
1 r(l14+r)+r 1+ 2r
(#) +72()

Allora,

F(rcosf,rsinf) =

Di conseguenza,
r

max F(rcosf,rsinf) = e max F(rcos@,rsinf) = 0.
0€0,27] 14 2r 6€0,27]
In conclusione,
limsup F(z,y) = liminf F(z,y) =0.
(z,5)—(0,0) (z,9)—(0,0)



Esercizio 2. Data la funzione F : R\ {(0,0)} — R

o
F(x,y) = Y ’
VaZ+ 2 + )
calcolare
limsup F(z,y) e liminf F(z,y).
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)

Dimostrazione. In coordinate polari abbiamo

7 0, rsin ) r* cos 0 sin® 0 7 cos 0 sin® 0
rcosf,rsinf) = - = S
r(r2cos? § 4+ risint@)  cos?26 + r2sint

Quindi

5 r cos 6 sin?f 94 _0
cos? 6 + r2sin* 0

se e solo se
0=0y [r cos 6 sin® 0} (cos2 0 + 2 sin* 9) — <r cos 6 sin® 0) Oy {0052 0 + r? sin* 0}

= { — rsin® 0 + 3r cos? 6 sin? 0} (c052 0 4 12 sin? 9) — (r cos 6 sin® 9) [ — 2sin 6 cos @ + 4r? cos O sin® 9]

= rsin6 [( — sin? 0 + 3 cos? 0) ((:052 6 + r? sin* 9) + cos? #sin? 0 (2 — 472 sin? 9)}

= 1 sin’ 9(0052 0(1 + 2cos? ) — r? sin’ 0) .
Quindi le soluzioni sono

sinf =0, oppure cos?f(1+ 2cos?6) =r?(1 — cos®h)>.
Caso 1. sinf = 0. In questo caso
F(rcosf,rsinf) = 0.
Caso 2. cos?0(1 + 2cos?0) = r?(1 — cos? §)2. Osserviamo che se @ & soluzione di
cos? O(1 4 2 cos® §) = (1 — cos? §)?,

allora necessariamente cos? 6 < r2 e di conseguenza

(1+2cos?6) < cos 1+ 2r2

2 \2cos’0) LAt
(1 —cos26)2 — (1—r2)2’

r? = cos2 0

e quindi
22
2(1—17) 2 2
1—’_727“2 S cos“ 0 S T,
Possiamo scrivere quindi
cos® 0 = r*(1 4+ O(r?)) e sin? = 1+ O(r?).
Di conseguenza, se cos # sin 6 € positivo, allora

reosgsin’y (140G PO L oo

r ing) = =
(rcos,rsind) cos20 +r2sin*@  r2(1+ O(r?)) + r2(1 + O(r2))2 2

Di conseguenza,

1
lim{ max F(rcos@,rsin@)} =-.
r—0 L 9eg[0,27] 2

Analogamente,

1
lim { min F(r cos 9,rsin0)} =——.
r—0 \ 9g[0,2n] 2

In conclusione,

1 1
limsup F(z,y) = = e liminf F(x,y) =—=.
(2.49)—+(0,0) ) =5 (2.49)~(0,0) (r9) =5



