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Due esercizi sul calcolo di lim sup e lim inf

Esercizio 1. Data la funzione F : R2 \ {(0, 0)} → R

F (x, y) =
x2y2√

x2 + y2(x2 + y4)
,

calcolare
lim sup

(x,y)→(0,0)
F (x, y) e lim inf

(x,y)→(0,0)
F (x, y).

Dimostrazione. In coordinate polari abbiamo

F (r cos θ, r sin θ) =
r4 cos2 θ sin2 θ

r(r2 cos2 θ + r4 sin4 θ)
=

r cos2 θ sin2 θ

cos2 θ + r2 sin4 θ
.

Quindi

∂θ

[
r cos2 θ sin2 θ

cos2 θ + r2 sin4 θ

]
= 0

se e solo se

0 = ∂θ

[
r cos2 θ sin2 θ

](
cos2 θ + r2 sin4 θ

)
−
(
r cos2 θ sin2 θ

)
∂θ

[
cos2 θ + r2 sin4 θ

]
=
[
− 2r sin3 θ cos θ + 2r cos3 θ sin θ

](
cos2 θ + r2 sin4 θ

)
−
(
r cos2 θ sin2 θ

)[
− 2 sin θ cos θ + 4r2 cos θ sin3 θ

]
= 2r sin θ cos θ

[(
− sin2 θ + cos2 θ

)(
cos2 θ + r2 sin4 θ

)
+ cos2 θ sin2 θ

(
1− 2r2 sin2 θ

)]
= 2r sin θ cos θ

(
cos4 θ − r2 sin4 θ

)
= 2r sin θ cos θ

(
cos2 θ + r sin2 θ

)(
cos2 θ − r sin2 θ

)
.

Quindi le soluzioni sono

cos θ = 0, sin θ = 0, oppure cos2 θ = r sin2 θ,

che (siccome cos2 θ + sin2 θ = 1) possiamo scrivere anche come

cos θ = 0, sin θ = 0, oppure

{
cos2 θ = r

1+r

sin2 θ = 1
1+r

.

Caso 1.
cos θ = 0 oppure sin θ = 0.

In questo caso
F (r cos θ, r sin θ) = 0.

Caso 2. {
cos2 θ = r

1+r

sin2 θ = 1
1+r

.

Allora,

F (r cos θ, r sin θ) =
r
(

1
1+r

)(
r

1+r

)
(

r
1+r

)
+ r2

(
1

1+r

)2 =
r2

r(1 + r) + r2
=

r

1 + 2r
.

Di conseguenza,

max
θ∈[0,2π]

F (r cos θ, r sin θ) =
r

1 + 2r
e max

θ∈[0,2π]
F (r cos θ, r sin θ) = 0.

In conclusione,
lim sup

(x,y)→(0,0)
F (x, y) = lim inf

(x,y)→(0,0)
F (x, y) = 0.
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Esercizio 2. Data la funzione F : R2 \ {(0, 0)} → R

F (x, y) =
xy3√

x2 + y2(x2 + y4)
,

calcolare
lim sup

(x,y)→(0,0)
F (x, y) e lim inf

(x,y)→(0,0)
F (x, y).

Dimostrazione. In coordinate polari abbiamo

F (r cos θ, r sin θ) =
r4 cos θ sin3 θ

r(r2 cos2 θ + r4 sin4 θ)
=

r cos θ sin3 θ

cos2 θ + r2 sin4 θ
.

Quindi

∂θ

[
r cos θ sin3 θ

cos2 θ + r2 sin4 θ

]
= 0

se e solo se

0 = ∂θ

[
r cos θ sin3 θ

](
cos2 θ + r2 sin4 θ

)
−
(
r cos θ sin3 θ

)
∂θ

[
cos2 θ + r2 sin4 θ

]
=
[
− r sin4 θ + 3r cos2 θ sin2 θ

](
cos2 θ + r2 sin4 θ

)
−
(
r cos θ sin3 θ

)[
− 2 sin θ cos θ + 4r2 cos θ sin3 θ

]
= r sin2 θ

[(
− sin2 θ + 3 cos2 θ

)(
cos2 θ + r2 sin4 θ

)
+ cos2 θ sin2 θ

(
2− 4r2 sin2 θ

)]
= r sin2 θ

(
cos2 θ(1 + 2 cos2 θ)− r2 sin4 θ

)
.

Quindi le soluzioni sono

sin θ = 0, oppure cos2 θ(1 + 2 cos2 θ) = r2(1− cos2 θ)2.

Caso 1. sin θ = 0. In questo caso
F (r cos θ, r sin θ) = 0.

Caso 2. cos2 θ(1 + 2 cos2 θ) = r2(1− cos2 θ)2. Osserviamo che se θ è soluzione di

cos2 θ(1 + 2 cos2 θ) = r2(1− cos2 θ)2,

allora necessariamente cos2 θ ≤ r2 e di conseguenza

r2 = cos2 θ
(1 + 2 cos2 θ)

(1− cos2 θ)2
≤ cos2 θ

1 + 2r2

(1− r2)2
,

e quindi

r2
(1− r2)2

1 + 2r2
≤ cos2 θ ≤ r2.

Possiamo scrivere quindi

cos2 θ = r2(1 +O(r2)) e sin2 θ = 1 +O(r2).

Di conseguenza, se cos θ sin θ è positivo, allora

F (r cos θ, r sin θ) =
r cos θ sin3 θ

cos2 θ + r2 sin4 θ
=

r2(1 +O(r2))1/2(1 +O(r2))3/2

r2(1 +O(r2)) + r2(1 +O(r2))2
=

1

2
(1 +O(r2)).

Di conseguenza,

lim
r→0

{
max
θ∈[0,2π]

F (r cos θ, r sin θ)
}

=
1

2
.

Analogamente,

lim
r→0

{
min

θ∈[0,2π]
F (r cos θ, r sin θ)

}
= −1

2
.

In conclusione,

lim sup
(x,y)→(0,0)

F (x, y) =
1

2
e lim inf

(x,y)→(0,0)
F (x, y) = −1

2
.
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