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UN ALTRO ESERCIZIO SUL CALCOLO DI limsup E liminf ALL’INIFINITO

Esercizio 1. Data la funzione F : R? — R

Y+ T
F =
(z,9) PN L
calcolare limsup F(z,y) e  liminf F(z,y).
()| =400 (z,y)|=+o0
Soluzione. In coordinate polari abbiamo
R?cos@sinf + Rcosf
F(Rcosf, Rsinf) = o8 ;;+1_ o8,

Ora scriviamo

F(Rcosf, Rsinf) = f(R,0) + g(R,0),

dove R? cos 0 sin 0 Rcosf
cos 0 sin oS
TR0 ="y ¢ RA=Fy
Abbiamo che R
lg(R,0)| < e per ogni 0 € [0, 27].
Di conseguenza,
sup f(R,0)— R < sup F(Rcosf,Rsinf) < sup f(R,0)+ R
oco2n]” L+ R2 ™ pejo2n] ’ T oclo2n] 1+ R*
inf f(R,0)— R < inf F(Rcosf,Rsinf) < inf f(R,0)+ R
0€[0,27] ’ 1+ R?2 ~ oeg[0,27] ’ ~ 0€[0,2n) ’ 1+ R%
Passando al limite per R — 400, otteniamo che
lim sup{ sup F(Rcos6, Rsin 0)} = limsup{ sup f(R,H)},
R—400 * 6€[0,27] R—+o0 * 0€[0,27]
%Iﬁféﬁ { 961[512”] F(Rcos#, Rsin 0)} = %IE_}_I;E { 961[](()1,274 f(R, 0)}
Quindi, basta calcolare
li R, 0 liminf < inf R,0)¢.
e { s SO} e gty O80))
Osserviamo che 2 cos 0sin0 P2 (20)
cos 0 sin sin(2
f(/r7 0) = 2 = 2 9
R +1 R?+1 2
e, siccome sup sin(20) =1e inf sin(20) = —1,
9<€[0,2n] 0€[0,27]
1 R? 1 R?
RO)=—-—— inf RO)=————.
90 o] RO =5mry ¢ G JBO =5
Passando al limite per R — +oo,
1 1
li R,0) == liminf{ inf R,O)p = ——.
moup{ sup f(ROJ=3 o Imint{ it S(RO)}=-3
In conclusione ] 1
limsup F(z,y) = = e liminf F(z,y)=——.
|(2)|—+o00 2 |(@,y)| =400 2



