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CONTINUITA LIPSCHITZ DELLE SOLUZIONI DI EQUAZIONI ELLITTICHE IN FORMA DIVEREGENZA

1. INTRODUZIONE

Siano € un aperto in R%, f € L1(Q2) ed
Fy(x)

Fl)=1 :
Fy(x)
un campo vettoriale in L%(Q2; R?). Diciamo che una funzione u € H'(2) & una soluzione debole del problema

—div(A(z)Vu) = f+divF in Q,

se

/ Vu - A(gc)[Vv]t dx = / flx)vde — / F(z)-Vvdz per ogni v € HYHRQ).
In seguito Suppgrremo che la matrice ? ?
ain(z) ... ape(x)
A(x) = : : :
ag1(z) ... agqe(x)
sia una matrice a coefficienti variabili con le seguenti proprieta:
e i coefficienti di A sono funzioni Hélder continue:
ai; € C%*(Q) per ogni coppia di indici 1 <4, < d.
e A ¢ simmetrica:
aij; =aj; - Q=R per 1<i4,5<d,
e A ¢ uniformemente ellittica e uniformemente limitata su 2, ovvero esistono costanti 0 < ¢ < C tali che
cld< A(z) <CId perogni ze€f.

Dimostreremo il seguente teorema.

Teorema 1. Sia  un aperto di RY. Sia u € H'(Q) una soluzione di
—div(A(z)Vu) = f+divF in Q,
dove:

o A ¢ una matrice simmetrica, uniformemente ellittica e uniformemente limitata su 2, con coefficienti Hélder.
o fe LP(Q) per un qualche p > d.
o [ c C%*(Q;RY), per un qualche o > 0.

Allora, u € C%1(Q).

2. QUASI—MINIMALITA DELLE SOLUZIONI

Lemma 2. Siano B,(zo) € R? e u € HY(B,(x0)) una soluzione di
—div(A(z)Vu) = f+divF in  By(wzo).
Supponiamo che:
e esistono costanti Cy >0 e o > 0 tali che

(1—Calz —zo|*)Id < A, < (1+ Calz — z0|*) 1d per ogni x € B,(x0).

‘ In particolare, Ay, = 1d. ‘

o f e LP(B,(xg)) per un qualche p > d.
e esistono costanti Cp > 0 e [ tali che
sup |F(z)— F(xo)| < CrRP per ogni R < p.
Br(zo)
1
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Allora,

][ IV (u— h)|?da < 4C4R® ][ IVul? dz + 4(Cd||fHLp<BP(%))R1*d/P + CFRﬁ),
Br

Br
dove Cy & una costante dimensionale.

Proof. Supponiamo che xg = 0. Per ogni Br C B, consideriamo la soluzione del problema

Ah=0 in Bpg, u—h € Hy(Bgr).
1

/ |Vu|2da:—/ |Vh|2dx=/ IV (u— h)P da.
Br Br Br

(1~ o

s0-car) |

|Vu|2dx—/ fudx—/ F -Vudz
Br Br Br

Allora, abbiamo

Inoltre, per 'ottimalita di w,

1

<= Vqu(Vu)tdx—/ fu—/ F -Vudz
2 Br Br Br
1

< - VhAw(Vh)tdm—/ fh— F-Vhdx
2 Br Br Br

IN

1
7(1+CAR°‘)/ |Vh|2dx—/ fh—/ F-Vhdz
2 Br Br Br

Di conseguenza,

1 1
7/ V(u—h)P de = ~ (/ Vul? da —/ |Vh|2da;>
2 Br 2 Br Br

SC’ARO‘/ |Vu|? dz + flu—h)dx + F-V(u—h)dz.
Br Br Br

[, S o= (/Jngzd”f)l/Q (/BR(“—h)de>l/2
< |Bg|"* </BR o dm)l/p (/BR(u—h)de) /2

< |Ba|"> | fllnCa R < /

Br

Ora, osserviamo che

1/
V(- h>|2dx> ,

e di conseguenza,

1/2
1 a 1
—— | flu—h)dz < Cyl|f||- R ( IV(u—h)lW) ‘
|Br| /B, |Br| JB,
Analogamente,
! F-V(u—h)d <( ! F(z)d )/< L V(u—h)[2d )1/2
—_— -V(u— < | — T x —_— u— T
|Br| /5y |Br| JB, |Br| JB,
1/3
1
< CpR’ ( |V(u—h)2d;v> .
|Br| /B,

Quindi, abbiamo
1 a

3 ][ |V(u— h)|*de < C4R* f |Vu|? dz + (Cd||fHLpR1‘ Py CFRB) (][

Br Br B

che implica

1/2
IV — h>|2dx> ,

R

1 2
- ]l [V (u— h)|2 drx < CuR” ][ |VU|2 dx + (CdHfHLpRlid/p + CFRQ) .
4 BR BR



3. DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1
Supponiamo che x¢ € 2 e che B,(zo) C Q.

Mostreremo che, per r — 0, la media

][ |Vul? do
B,«(Io)

puo essere stimata con una costante che dipende dalla dimensione e anche da:

ﬁ” (Ve st [Fllons (By(a)
To

Possiamo supporre che
A(zg)=Id e =z =0.

3.1. La stima principale. Siano
0<r<R<p.

Cosnideriamo ’estensione armonica di u in Bgr
Ah=0 in Bgr, u—he&Hj(Bg).
Allora,

1/2 1/2
(][ |Vu|2dx) wﬂdx> +< |V(u—h)2daz>
Br

|Vh|2 x> + ( ]{3R |V (u — h)|2da:> "
|Vu|2 x) ( 7{3R V(- h)?dm) "
)

IN

IN

|Vu|2dx

<4
(/.
(£
(1,

2\ /2
+ <4CARO‘][ |Vu|2dm+4(Cd||f||LpR1’d/P+CFRﬂ) )
Br

§ 1/2 (1/2 , 1/2 Rd/z i d/p 5
< (1+200' R |Vu| de) +2°5 (cd||f\|LpR +CFR)

B
neua Sl ima preceden(e, O( teniamo

gl+iCf vy (Calfllr | C
+d/> d Lr YE
Mo = (1 t Yatrn/z | Mn F2 <2n<1—d/p> + 2”5) '

3.2. Stima iterativa. Ponendo

1/2
|Vu|2dx> ,

2—n

Useremo il lemma seguente.Ora, poniamo:

o X := i, doveﬁ::min{g; B; l—é};
2K 2 P
o A:=CyCL%
o B:= Cd(||f||Lp + CF).
Di conseguenza, abbiamo
My < (1+AX™)M, + BX™.

Mostreremo che M,, rimane limitata per n — +o00. Osserviamo che nel lemma seguente possiamo prendere

m = %(2 + 1og2(cdc;2)).
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Lemma 3. Sia (My)n>n, una successione di numeri positivi tale che
M1 < (1+AX™)M, + BX™ per ogni n > ng,
dove A e B sono costanti e 0 < X < 1. Allora, esiste m > ng che dipende solo da A e da X tale che

M,, B

M, < 1—X+ - x)? per ogni n > m.
Proof. Sia
an = M, + CX™.
Allora,
Apy1] = Mn+1 + CX”+1
< (1+AX™)M, + BX" +CX"H!
< (14+ AX™a, + BX" +CX"™ — (1+ AX™)CX"
< (14 AX™an + X" + (B (- X)C)X".
Scegliendo
B
C=——=
1-X’

abbiamo che
apt1 < (14 AX™)a, perogni n.
Supponiamo ora che per un qualche n > m
n
a, <D Y Y
k=m

dove D > 0eY € (0,1) sono costanti (che sceglieremo in seguito). Allora

ni1 < (1+ AX")ay,

<D(1+AX") Y vF

k=m
n+1 n
<D Yk—Dpy" 4 pAX" Y vH
k=m k=m
n+2
DAY™
<D Yk _Dy"tl 4 ——_ X"
<D}, +1-v
k=1
Scegliendo,
X=Y
e m abbastanza grande tale che
AX™
<X
1-X — 77

otteniamo che

n
DXx™
anSDZXka _ _dm per ogni n > m,

k=m

dove abbiamo scelto D in modo di avere



3.3. Dimostrazione del Teorema 1 in 2 = Bj.

Proposizione 4. Siano By(z) € R? e u € H'(B1(Z)) una soluzione di
—div(A(z)Vu) = f+divF in By ().
Supponiamo che:
e csistono costanti Co >0 e a > 0 tali che
(1= Calz —y|*) Ay < Ay < (14 Calz —y|*) 4y per ogni z,y € By(Z).
e esistono costanti 0 < £ < L tali che
(Id< A, < LId per ogni x € By(Z).

o f e LP(B1(Z)) per un qualche p > d.
o csistono costanti Cp > 0 e [ tali che

sup |F(z)— F(y)| < Cpr?  per ogni r <1,
z€Br(y)

e per ogni y € B1(T).
Allora, esiste una costante Cqye. 1 > 0 che dipende solo da d, !, L tale che

1/2 1/2
(][ |Vu|2> < Capp,dCapr (1 + 02/4) (][ |Vu|2> + ||f||LP(Bl(i)) +CFr |,
B..(z0) B1(Z)

per ognir € (0,1/2) ed ogni xo € By (T),
dove Cy 8,p,a > 0 ¢ una costante che dipende solo da o, 3, p e d.
Proof. Senza perdita di generalita, supponiamo che
z=0.
Fissiamo un punto xg € Bi,. Sia M,, la matrice simmetrica a coefficienti costanti tale che
o My Ay, My, =1d;
o L7PId< M, <('1d.
Definiamo:
e la matrice _
A(z) = My, A(M,'2)M,, per ogni x € M,,(Bi).
e la funzione
g € LP(My,(B1))
definita dall’identita
f(x) =g(Bzx) perogni x € By.
e il campo
G : M, (B;) — R?
definito dall’identita
F(z) = My, [G(My,x)] per ogni x € Bj.

e la funzione v(z) := u(M 'x) soluzione di
—div(AVv) = g+ divG in M, (By).
Poniamo yo = M, (xp). Osserviamo che esiste un raggio
T€(0,1)

che dipende solo da d, ¢, L tale che:
B-r(yO) C Mxo(Bl)

In particolare, v risolve I’equazione
—div(AVv) = g+divG in B, (),

ed esiste una costante Cy ¢ 1, tale che

][ Vof? < cd,g,L][ Vul? da.
BT(?JO) B,



][ Vul? dz < Capp ][ Vol?,
BR(I()) BR/T(yO)

per ogni zg € Bij, ed ogni R abbastanza piccolo.

Per quanto riguarda, il campo G e la funzione g, osserviamo che:
e g€ LP(B;(y)) e
lglle (B, (wo)) < Cae,LllfllLe(s,);
e esiste una costante C¢ := Cy ¢, 1,CF tale che
sup  |G(x) — G(yo)| < CgR® perogni R<T.
z€BR(yo)
In particolare, le esponenti
p>d e 8>0
rimangono le stesse. Lo stesso vale per a > 0.
Di conseguenza, e sufficiente mostrare la stima per

][ |Vol2.
Br(yﬂ)

1 d
e X := — dove k := min {g; B; 1— f}; Osserviamo che:
28 2 p

Ora, definiamo:

(X1) se la matrice A & costante, possiamo scegliere C4 =0 e o = 2;
(X2) se F=0,alloraCr=0e =1
(X3) se f =0 oppure f € L, allora 1 — % =1.

e la costante A del Lemma 3 come CdJ,LC;‘/z;
e la costante B del Lemma 3 come Cd7g7L(||f||Lp + C’F);

e ng > 1 tale che
X" <7< XMl
e m come la piu piccola costante m > ng tale che

CaepCL2X™ < x
1-x -

Osserviamo che se C4 = 0 (ovvero se la matrice A ha coefficienti costanti), allora possiamo scegliere
m = ng. Scegliamo m = ngy anche quando abbiamo

Caet O X™ _
1-X -
Quando invece si ha la disuguaglianza opposta
1/2 no
CarrCp X > X,
1-X -
allora scegliamo m tale che
CaprCPX™
< —— £ < X.
< X <
Per il Lemma 3, abbiamo che per ogni n > m

X2

1/2

1/2
1 CarrL
Vol|? < —— ][ Vol|? +——=(fllzr +C
(éw(yﬂ)| ) 1X()me(yo)| |> s (161 + i)

1/2
11 / ) Caer

S —~van [Vl + 5 (Ifller +CrF).

1— X Xdm ( B. (y0) ) (1 —X)2( )

Ora, consideriamo due casi:



Cae,,CY2X™0
Caso 1. =%&L74 =

% < X. Allora, m = ng e per ogni n > ng abbiamo

1/

1/2 o
1 1 Caprr
2 < T ~r e 2 —_— »
(J{wayo) v ) =X (Xd”° /chyo) v ) Ta-xp (”f”L +CF>
1/2
1 ! Cae,r,
< 2 _akbb Y
= 1_X (XdXd(no—l) /Br(yo) |VU| > + (1 — X)Q (”f”L + CF)
1/2
1 2 Caye,r
X(1-X) <]{3,(yo) Vol ) + m(”f”u + CF)

1/2
Caur 2 Carr
< £, £, . .
< s (£, 7))+ (1 +0x)

> X. Allora, scegliamo m tale che

Ca,e,.CY2x70

Caso 2. %

/2 yrm
< M < X.
< - X <
In quasto caso abbiamo, per ogni n > m, abbiamo

/2 1/

1 1 Cae,L
Vol | <1 / ol |+ == (Il + CF
(ngn(yo) Vel ) 1-X (de B, (vo) Vol (1—X)2 (” | )

1/

Cd@LCZ/4 1 / 9 ’ Caur
< ‘%6 rA - oty »
- (1 — X)1+d/2 Xd B.,-(yo) |V,U| + (1 _ X)2 (HfHL + CF)

Cd,Z,LCZ/4 1 ) /2 Cael
S G- X)X ]{31|W| +m(||fllm+cp).

X2

Se invece ng < n < m, allora

1 1
Vol < g [ VP < [P
]{an(yw XM B, (o) X I (o)

dfo
< Gaerli 1/ Vol
B (yo)

— (1 _X)d X2d

CdgLCZZ 1 ][ 9
< ZGHETA C ]
S - x)ix J, 1Vl

Di conseguenza, per ogni n > ng si ha

1/2 c Cd/4 1 1 o
2 < ZdbLlA - ][ 2 Caer ) .
(][;X” (o) |Vv| > — (1 _ X)1+d/2 Xd B |VU| + (1 — X)2 (”fHL + CF)

Mettendo insieme le stime di Caso 1 e Caso 2, otteniamo

1/2 d/4 1/2
C C C
2 < d,l,L 1 A ][ 2 d,l,L X
( f o ) < s ( + T th) ( [ wup) s s (151 + O ).

per ogni n > ng.

Ora, siccome per ogni r < T esiste n > ng tale che X™ < r < X"~ otteniamo

1/2 a/s »
Caer C Cros
’ = — 4 2 _ vabL .
<][BT(yo) ‘VU| ) = Xd(l — X) (1 + (1 _ X)d/'sz/z) (]{31 |V’UJ‘ > + Xd(l — X)2 (”fHL + CF),

per ogni r < T.
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3.4. Dimostrazione del Teorema 1 in ) = Bpy.

Proposizione 5. Siano Bp € R? e uw € H'(Br) una soluzione di
—div(A(z)Vu) = f+divF in Bg.
Supponiamo che:
e csistono costanti C4 >0 e a > 0 tali che
(1= Calz—y|*) Ay <Ay < (14 Calz —y|*) 4y per ogni x,y € Bg.
e esistono costanti 0 < £ < L tali che
(Id < A, <LId per ogni T € Bpg.

e f € LP(Bg) per un qualche p > d.
e csistono costanti Cp > 0 e 8 tali che

sup |F(z) — F(y)| < Cpr? per ogni 7 <R,
zE€By(y)

e per ogni y € BR.
Allora, esiste una costante Cqe.1, > 0 che dipende solo da d,, L tale che

/2 1/2
<][ |VU2> < Ca0,.Capp.d ((1 + (CARa)d/4> (][ |VU|2> + led/p”f”Lp(BR) + CFRﬂ) ;
B,,,(:vo) BR

per ogni r € (0,7/2) ed ogni xg € Bry,,
dove Cqo 8p,a € una costante che dipende solo da o, B ep e d.
Proof. Sia ¢ € C2°(By). Definiamo le funzioni
ugr : B1 > R e vr: B =R
come

ur(z) = u(Rx) e vr(x) = ¢(Rx).
Di conseguenza,

1 1
u(@) = up(e/n) o V@)= £Vur(/e) s p@)=er(*/r) e V)= £Veor(+/r).
L’equazione per ug. Per trovare quale equazione risolve ug calcoliamo
1
Vo(x)A(z)Vu(z)' dz = ﬁ/ Vor(®/r)A(z)(Vur)' (*/r) dx
Br Br
R? .
7, Vor(y)A(Ry)(Vur) (y) dy.

/B (@) (z) da = /B or(+/r) f(z) da = RY / or(v)}(Ry) dy.

B
\Y% F(z)d _ 1 \Y z/R)F(x)d —Rd \Y F(Ry)d
[ Vewr@dr = [ Vertmpe =T [ VewFi) iy
Di conseguenza,
d d
7 [ Vert)AR(Vun) @) dy = [ ontnfRndy =T [ Veont)F(Ry) dy

e quindi la funzione upg € soluzione di
—div(AgVug) = fr +divFg in By,

dove
Ap(x) := A(Rz) , fr(z) = R*f(Rx) e Fgr(x)= RF(Rx).



Le costanti relativi ad Agr, Fr e fg.
e le costanti Ca,, e ap relativi alla matrice a coefficienti variabili Ag in By sono dati da
Ca, =CaR” e QR = q,
OVVero:
(1 - CaRz —y|*) Ar(y) < Ar(z) < (14 CaR*|z —y|*) Ar(y)  perogni  z,y € By.
e la costante di ellitticita ¢ e della limitatezza L della matrice rimangono le stesse:
01d < Ar(z) < L1d per ogni x € By.
e fre LP(By) e

/B 1fal()d = /B | (ef) d = R /B F@)P dy.

R
Di conseguenza,

I frllLr(B)) = R2_d/p||fHLp(BR)'
o le costanti C,, e Bg relativi al campo vettoriale Fr : B; — R sono date da
CFR = R1+ﬁCF e ﬂR = 6
Infatti, per ogni r <1

sup |Fr(z) — Fr(y)|=R sup |F(Rz)— F(Ry)|
z€Br(y) z€Br(y)

=R sup |F(Rz)— F(Ry)| < RCp(rR)’ = RMPCR
RzeB,r(Ry)

per ogni y € B;.

La media di |Vug|. Per ogni r < R, calcoliamo la media

1 1
][ [Vu(x)|? dz = 2 ][ \Vug|?(=/r) do = "2 ][ [Vug|*(y) dy.
B, B

r rR

Conclusione.

) 1/2 1 ) 1/2
Vu z—][ Vu )
(f7e8) =5 (£, o

1/
1
< Coppd Cd,E,LE ((1 + (CARa)d/4) (][ |VUR|2> + R fllosr) + CFRHB)
B1

= CappaCarr ((1 + (CARa)d/4) (]{3

1/2
|Vu|2) + R fll o By + CFRB> .

R

3.5. Stima del gradiente. Un corollario utile della proposizione precedente ¢ il seguente.

Proposizione 6. Siano B € R e u € HY(Bg) una soluzione di
—Au=f in Bg,

dove f € LP(BgR) per un qualche p > d. Allora, esiste una costante dimensionale Cy > 0 tale che
1 l—d/p
[VullLe (Br) < Ca §||u||Loo(BR) + R\ fllee gy ) -

Proof. Da Proposizione 6 sappiamo che esiste una costante dimensionale Cy > 0 tale che

1/
[Vull Lo (Bgp) < Ca <][ VU2> + R fllo (8r)
B3r/2
Per la disuguaglianza di Caccioppoli, invece

1 1
Vu2<0—f u? < Cy—||ul|% .
|, VP <O f w2 < Cugpluliieio

R
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4. CONTINUITA LIPSCHITZ FINO AL BORDO
Teorema 7. Sia Q un aperto di R? con bordo C**. Sia u € H*(Q) una soluzione di
—div(A(z)Vu) = f+divF in QNB,
u=g su 0QNDB,,

dove:

e A ¢ una matrice simmetrica, uniformemente ellittica e uniformemente limitata su 2, con coefficienti Hélder.
f € LP(Q) per un qualche p > d.

o [ C%*(Q;RY), per un qualche o > 0.

e g€ CY(By).
Allora, u € C*Y(B,, N Q).

Ragionando come nella dimostrazione della Proposizione 4, otteniamo
Proposizione 8. Siano H un iperpiano in R¢ con vettore normale v € R, Definiamo
HY :={zeR? : z-v>0}.
Siano © € H, Br(z) C R? e u € H'(Bg(Z)) una soluzione di
—div(A(z)Vu) = f+divF in Bgr(z)NHT,
{ u=0 su Bgr(z)\HT'.
Supponiamo che:
e esistono costanti Cy >0 e o > 0 tali che
(1—Calz—y|*) Ay <Ay < (14 Calz —y|*) 4y per ogni z,y € Br(T).
esistono costanti 0 < £ < L tali che
(Id< A, < LId per ogni x € B,(Z).

f € LP(BR(Z)) per un qualche p > d.
esistono costanti Cr > 0 e 3 tali che

sup |F(z) — F(y)| < Cpr? per ogni 7 <R,
z€Br(y)

e per ogni y € Br(ZT).
Allora, esiste una costante Cqye.1 > 0 che dipende solo da d, !, L tale che

/2 /2
(J[ |Vu2> < Car,.Cappad (1 + (CARO‘)d/“) <][ IVUI2> + R\ fllpo sy + CrR? )
Br(zo)f‘ll‘l+ BR(i)ﬁH+

per ogni r € (0,7/2) ed ogni xg € Bry,(Z),
dove Cy .p.a € una costante che dipende solo da o, B e p e d.
4.1. Dimostrazione del Teorema 7. Supponiamo che
Q=H" e g=0.
Sia zo € B,js NH*. Sia yo € B,y N H la proiezione di o su H e sia 1o = |20 — yol-

Per Proposizione 8, prendendo
Ro = 27‘0 s

abbiamo

/2 1/2
][ Vul? ) <o | (1+(Cap)") ][ Vul? )+ s, + Cre”
By (yo)NH+ B,NH+ g

dove C'= Cy,1.Ca ,p,a- Ora, sicccome

BT’o (iL’o) - BRO (yO) NH*
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esiste una costante dimensionale Cy > 0 tale che

][ |VU|2 < Cy ][ ‘VU‘Q
Br (2o) Brg (yo)NH T

Di conseguenza,
1/2

1/2
(f |Vu|2> <c | (1@ ™) (f w?) + P o,y +
By (20) B,NH+

D’altra parte, usando Proposizione 4, abbiamo

1/2
[Vu(zo)l < € ( (1+(Carg)™) (]{9 ( )|Vu|2> + 10" "l flLos,) + Crrl

Mettendo le due stime insieme, otteniamo che |Vu| ¢ limitato in B, ,. O
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