Teoremi ed esercizi di Analisi 2 www.velichkov.it

Liminf e limsup

DEFINIZIONI

Data una funzione

F:RI\ {0} =R,

definiamo:

limsup F(X) = sup {Z € RU{xo0} : esiste una successione X, — 0, tale che lim F(X,)= Z}.
X—0 nreo

liminf F(X) = inf {K € RU{+£oo} : esiste una successione X,, — 0, tale che lim F(X,)= K}.

X—0 n—oo

LIMITI, LIMSUP E LIMINF

Proposizione 1. Dati una funzione

F:R%\ {0} - R
ed L € RU{£o0}, sono equivalenti:
(1) lim F(X)=1L;

X—0
(2) liminf F(X) =L e limsupF(X)=1L.
X—=0 X—=0

Dimostrazione. Definiamo 'insieme Z come

7= {f € RU{xoo} : esiste una successione X, — 0 tale che lim F(X,) = Z}.

n—oo

Dimostriamo prima che (1) implica (2). Siccome per ipotesi

lim F(X) =1,
X—0

abbiamo che per ogni successione
X, ¢RI\ {0}, lim X,=0,
n—oo

si ha che
lim F(X,)=L.

n—oo

Di conseguenza, I'unico elemento di Z ¢ il limite L. Quindi vale (2).

Supponiamo ora che (2) sia vero. Allora:
supZ =infZ = L.

Di conseguenza,
Z={L}.

Data una successione
X, e R4\ {0}, lim X, = X,
n—oo

supponiamo che
lim F(X,)#L.

n—oo



Allora, esiste una sottosuccessione
X,, €RI\ {0}, lim X, =0,
k—o0

tale che
li_>m F(X,)=¢eRU{+oo} e (#L.

Ma questo implicherebbe che ¢ € 7 il che ¢ impossibile. Quindi 1i_>m F(X,)=1L.
n—oo

CALCOLO DI LIMSUP E LIMINF

Proposizione 2. Sia F': R?\ {0} — R una funzione data. Per ogni raggio v > 0, definiamo

M(r):=supF e m(r) :=sup F.
0B, 0By

(i) Se esiste il limite

L= Tlggo M(r),
allora
limsup F(X) = L.
X—=0
(ii) Se esiste il limite
L= i (),

allora

liminf F/(X) = L.
X—0

Dimostrazione. Dimostriamo (i). Sia X,, € R?\ {0} una successione tale che

lim X, =0 e lim F(X,)="¢.
n—-4o0o n—oo

Definiamo
rn = | Xn|.

Allora
F(X,) < sup F = M(ry).
oB,,

Passando al limite per n — +o00, otteniamo

(= lim F(X,)< lim M(r,)= lim M(r)=L.

n—-+o0o n—-+o00 r—00

Siccome £ ¢ un qualsiasi elemento dell’insieme

7= {E € RU{xoo} : esiste una successione X, — 0 tale che lim F(X,) = E},

n—oo

otteniamo che

limsup F(X) =sup Z < L.
X—0

D’altra parte, sia r, una successione di raggi tale per cui

lim r,=0 e lim M(r,) = L.

n—-+4oo n—o00

Per la definizione di

M(rp) = sup F(X),
X€dB,,



abbiamo che esiste
X, € 0B, tale che M(ry) — = < F(X,) < M(ry).
n

Di conseguenza,
lim F(X,)= lim M(r,) =1L
n—-+00 n—-+0o00
e quindi L & un elemento dell’insieme Z. In conclusione L ¢ il massimo di Z. Quindi, per definizone

limsup F(X) =supZ=maxZ=L. [
X—=0

ESEMPIO

Esempio 3. Calcolare il limsup ed il liminf, per (z,y) — (0,0), della funzione

2
_ Ty
Dimostrazione. In coordinate polari abbiamo
3 cos @ sin® @ 7 cos 0 sin” 0

F(T cos B, rsin 9) =

12c0s20 + risin@  cos?6 + r2sinl 6’
Quindi
Oy [F(r cosf,rsin 0)} =0
se e solo se
0=0y {r cos 0 sin® 9} (C082 0 + r?sin* (9) — rcosfsin® 09y |:COS2 0 + r? sin? 9}
= <2r sin @ cos? 6 — rsin® 0) (C082 6 + r?sin? 0) — rcosfsin? ( — 2sin 6 cos § 4 412 sin® 6 cos «9)
=rsinf <2 cos? @ — sin? 0) <C082 0 + 2 sin 9) +rsind (2 sin? 0 cos? 0 — 4r? sin 6 cos? 9)
= rsinf | cos? 6 <2 — sin? 9) + 72 ( sin® @ (2 cos? f — sin? 9) — 4sin* § cos? 9)]
= rsin@[cos2 6(2 — sin? 9) — TQ(sin6 6 + 2sin* § cos® 0)}
= rsin@[cos2 0(2

— sin® 9) — r?sin* 9(1 + cos? 0)} .

Quando sin @ = 0, abbiamo che F(r cos 6, rsin 9) =0.

Consideriamo il caso
r? sin* 9(1 + cos? 9)

2 —sin%6

cos® 0 =

Allora,
cos? 0 < 212,

e di conseguenza
sin?f =1 —cos?0 =1+ O(r?).

Tornando all’equazione per 6,

9, 7"2(1+O(r2)) (1—1—0(7"2)) _
cos?f = >~ (14 007)) =r*(14+0(r?)).
Quindi,
su rcosf,rsinf) = rPy1+0(?) (1 +00?) _ 1 2 -
opF( 9, 9)_T2(1+O(T2))+T2(1+O(T2))2_2+O( )7

3



inf F(rcosf,rsinf) = — ry1+00%) (1+007)) _ ! + O(r?)
0 ’ r2(1+ 0(r?)) +r2(1+0(r2))2 2 .

Di conseguenza,

1 1
li F f,rsinf) = = liminf inf F 0,rsinf) = —— . O
1r:1_§(1)1p51;p (rcos ,7sin ) 5 e im inf in (rcos , 7 sin ) 5

UN TEOREMA PIU GENERALE PER IL CALCOLO DI LIMINF E LIMSUP

Proposizione 4. Siano F : R?\ {(0,0)} — R una funzione ed L € R U {+o0}.
Allora, sono equivalenti:

(i) limsup F(z,y)=1L;
(2,y)=+(0,0)

(ii) limsup{ sup F(pcos@,psin@)} =1L.
p—0t  *6ef0,2n]

Dimostrazione. Per ogni p > 0 definiamo

M(p) :=supF.
B,

Inoltre, siano A, B C RU {+o0} gli insiemi

A= {a € RU{xoo} : esiste una successione X, — 0, X, #0, tale che lim F(X,)= a}.

n—oo

B:= {b € RU{xoo} : esiste una successione p, — 0, p, >0, tale che lim M(p,) = b}.
n—oo

Mostreremo che
sup A = sup B.

Sia a € A. Allora, esiste una successione X,, — 0 tale che

lim F(X,) = a.
n—oo
Ora, definendo
Pn = |Xn|a

abbiamo che
F(X,)) < sup F = M(py).

aBPn
Passando al limite per n — oo, otteniamo
a= lim F(X,) <limsupM(p,) < limsup M (p) = sup B. (1)
n—+00 n—+00 p—r+o0

Siccome questa disugaglianza € vera per ogni elemento a € A, otteniamo che
sup A <sup B.

Sia ora b € B. Allora, esiste una successione di raggi pr > 0 tale che

li =0 i M =b.
koo F e Hm Mip)
Per la definizione di
sup  F(X),
X€oB,,



su ogni sfera 0B, possiamo trovare un punto Xj, tale che

1
X EaBPk e ‘F(Xk)—M(pk)‘ < e
Abbiamo quindi costruito una successione Xj, € €) tale che
‘Xk’:pk—>0 (S lim F(Xk):b
k—+o0
Per la definizione di
limsup F(X)
X—=0
si ha che
b < limsup F(X) = sup A.
X—0
Siccome questa disuguaglianza vale per ogni b € B, otteniamo che
supB <supA,
il che conclude la dimostrazione. O

Proposizione 5. Siano F : R?\ {(0,0)} — R una funzione ed L € R U {+o0}.
Allora, sono equivalenti:

i) liminf F(z,y)=L € RU{+o0};
() Jimint F(z.) {oo)

(ii) lgg(l]rif { 961[1012#} F(pcosb, psin 0)} =L.

UN TEOREMA UTILE PER IL CALCOLO DI LIMSUP E LIMINF

Teorema 6. Consideriamo un insieme Q C R% ed un punto Xo € Q. Consideriamo due funzioni

F:O\{Xg) >R e  G:Q\{Xo} >R,

tali che
Jim (F(X) - G(X)) = 0.
X en
Allora,
limsup F(X) = limsup G(X) e liminf F(X)= liminf G(X).
X = Xg X = Xg X — Xg X — Xg
X e X e X en X e

Dimostrazione. Per ipotesi, per ogni successione
X,eQ, lm X, =X,
n—oo

si ha che
lim <F(Xn) - G(Xn)> =0.

n—oo

Quindi, i seguenti due insiemi coincidono

A :=sup {E € RU {400} : esiste una successione X,, - Xy, X,, € Q, tale che li_)m F(X,) = f} ;
n oo

B :=sup {€ € RU{£o0} : esiste una successione X, — Xo, X, € Q, tale che lim G(X,)= ﬁ} :

n—oo

Di conseguenza,
sup A =sup B e inf A = inf B,

ovvero
limsup F(X) = limsup F(X) e liminf F(X)= liminf F(X).

X — Xo X — Xo X — Xo X — Xo
X e X e Xeq Xeq



ESEMPIO

Esempio 7. Calcolare limsup e liminf, per (x,y) — (0,0), della funzione

Soluzione. Definiamo la funzione

Di conseguenza,,
siny —y
NZZETE

F(l’,y) - G(Z’,y) -

Ora, ricordiamo che siccome
S 3
siny =y — =y” +o(y"),

abbiamo che esistono costanti R > 0 e C' > 0 tali che
|siny —y| < Cly[> perogni y e (R, R).
Siccome |y| < /22 4 y2, abbiamo che
|siny —y| < Cly]® < C(\/as2 +y2)3 per ogni (x,y) € Bg.

Quindi, per ogni (z,y) € Bp,

. - 2 2 3
< |siny — y < C’(\/z +y ) SC(xz—l—yQ),
/.’E2+y2 /$2+y2

‘F(l’,y) - G(:L‘,y)‘

il che implica

li F e =0.
(m,y)liz%(],o)( (z,y) (x,y))

Applicando il teorema precedente, otteniamo

limsup F(z,y) = limsup N e liminf F(z,y) = liminf i

(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0) /22 + y2 (z,9)—(0,0) (z9)=(00) /22 + y2

Ora, osserviamo che in coordinate polari
G(p cos b, psin 0) = sin 6.

Di conseguenza

. sin (,0 sin 9) . .
lim sup { sup 7} = lim sup { sup sin 0} =1,
p—0 0€[0,2n] p p—0 0€[0,2n]
o sn(esing)y
lim inf { inf 7} = lim inf { inf sin 0} =—1.
p—0 0€[0,27] P p—0 0€[0,27]



Esercizi sui limiti, liminf e limsup

Esercizio 8. Studiare il comportamento (esistenza di limite, limsup e liminf), per (x,y) — (0,0), delle
funzioni sequenti:

x2+y2
1) F = :
22— xy? — 2
x3—|—x2y2
3) F = :
e —1
VIt t+y
ecc-HJ_]_
() Floy) = =L ;
Ve ty
et —e¥
(6) Fla,y) =~ ;
Ve +y
(7) Flo.y) = cos(y/22 +y?) —cosz
7y - xz—’_yz J
cos(zx) — cos(y)
(8) F(z,y) = — 5
VIt +y
e¥ —1)sinx
9) Flay) = 21

(z2 +y2)%2



