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1-forme chiuse in aperti stellati

APERTI STELLATI

Definizione 1. Diciamo che linsieme Q C R? ¢ stellato rispetto al punto xo € Q, se ha la proprietd sequente.
Per ogni x € Q is segmento che collega xg a x sta in Q:

tro+ (1 —t)z €0 per ogni  t € 0,1].
Esempio 2. Gli insiemi convessi sono stellati.

Esempio 3. I rettangoli sono insiemi stellati.

Esempio 4. L’insieme ) = {(:E,y) eR? : y< 1+ :52} e stellato.

SU UN APERTO STELLATO LE FORME CHIUSE SONO ESATTE

Teorema 5 (Chiusa = esatta). Sia 2 un aperto di R", stellato rispetto al punto Xo € Q. Ogni 1-forma «,
chiusa e di classe C! su Q, ¢ esatta.
Definizione. Consideriamo la 1-forma

a:=a1(X)dry + ax(X)dze + - - + an(X) day,

e definiamo il campo vettoriale
AX) = (al(X),...,an(X)),

associato ad «. Siccome la forma € chiusa, abbiamo che da = 0 ovvero

0= da:d(al(X)dxl +~~+a"(X)dxn>

zidai/\dm
i=1
n n das

= Ldx;) A da
i:zl(jzl 8£Cj m‘])/\ *

= zn:zn: gz; dxj Adz;,

i=1j=1

il che implica che per ogni coppia di indici 7 # j, abbiamo
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Fissiamo un punto Xy € e per ogni X € () definiamo la funzione

F(X) = [{a,

~v:[0,1] = Q, v(t) = (1 —t)Xo +tX.

Per la definizione di integrale di una 1-forma su una curva, abbiamo

P = [ AGw) - @) i

in Q.

dove

:/ A((1 =) X0+ tX) - (X — Xo) dt.
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Derivando sotto il segno dell’intagrale rispetto alla variabile x;, abbiamo

n

0., F(X) = /01 0r, (0 as((1 = )Xo +£X) (3 — w0r) ) dt
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= /01 <aj((1 — )Xo +tX) + zi;t 2;”_ (1=t Xo +tX)(z; — x01)> dt
= /0 <aj((1 — )Xo +tX) + it gi{ (1—t)Xo +tX)(z; — m))

= /01 (aj((l — )Xo +tX) +t%[aj((1 —t)XO+tX)D dt

_ /Olaat[taj((l _t)Xo—FtX)] dt = a;(X).

Quindi dF' = « il che conclude la dimostrazione.
Corollario 6. In una palla B.(Xo) CR™, di centro Xo € R™ e raggio v > 0, ogni 1-forma chiusa & esatta.

Corollario 7. In un rettangolo aperto
R = (al,bl) X (ag,bg) X e X (an,bn) C Rn,

ogni 1-forma chiusa é esatta.



