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Formula di Fubini

Teorema 1 (Formula di Fubini). Sia R = [a,b] x [c,d] un rettangolo in R?.
Sia F : R — R una funzione limitata e tale che:

(a) F é integrabile su R ;
(b) per ogni fissato x € [a,b], la funzione
y = F(z,y)
¢ integrabile sull’intervallo [c,d] ;

(¢) La funzione

d
I:a,b) >R I(J:):/ F(z,y)dy

J[ Papazay = [ < /Cdm,y) dy) do.

¢ integrabile su [a,b] .
Allora

Dimostrazione. Fissiamo € > 0. Siccome € > 0 e siccome F' ¢ integrabile su (), possiamo trovare

una partizione Q, generata da una partizione Q, ) di [a, b] e una partizione Q. 4 di [c, d],

tale che

<,§;§pF> - <Z i%fF> <e

ReQ

Siccome 7 : [a,b] — R & integrabile, possiamo trovare una partizione dell’intervallo [a, b],

P[a,b] = {a:t0<t1<t2<---<t]w:b},

tale che
Pla,p) sia pilt fine di Q4 p)
e tale che
M-1 M—1
R U R P h B

Ora, siccome abbiamo
M-1

tistj+1

Jj=0 j=0
M-1 M-—1 M-1
Z ((tj+1 — tj> inf I(LU)) S Z (tj+1 — tj)I(tj) S Z (tj+1 — tj)
0 Qfe[tj,tj+1] 0 0
J J J
possiamo dedurre che
b M-1
/ I(z)dx — (tip1 —t))I(t;)| <e
a =0

Sia ora
Siccome la funzione

& integrabile su [c,d] e siccome

> ((tj-&-ltj)xe[inf ]I(x)) < /abf(:c)d;z: < > <(tj+1tj)

<e.

)
]

sup  I(z) |,
T€[t),tj41]



possiamo trovare una partizione
P[Qd] = {C:SO <8 <8< <SN:d},
tale che
Ple,q sia pitt fine di Qg

e tale che la disuguaglianza

N-1 N-1

Z (51;+1 - si) sup  F(t;,y) | — Z (51;+1 — si) inf  F(t;,y) | <e,

=0 yE[si,5i41] =0 YE[si,5i41]

vale per ogni j =0,...,M — 1.

Ora, ragionando come sopra, abbiamo che per ogni j =0,...,M —1
N—1 d N—1
> ((Sm —s;) _ inf F(tmy)) < I(t) =/ F(tjy)dy < ) | (sivn—si) sup Fltzy) |,
i=0 yE[siysiy1] c i=0 YE[si,si41]
N-1 N-1 N—1
Z ((5i+1 - si) inf F(t ) < sl+1 (tj,s ) < ((Si-i-l - sl) sup F(tj,y)> )
=0 YE[si,5i41] P P yElss,8i41]
Di conseguenza,
N-1
I(t;) — (i1 JF(tj,si)| <e perogni j=0,...,M—1,
i=0
e quindi
b M—1 N—1 b M—1
/ I@)yde — Y (s —t5) Y (siv1 — si) Flty, 1) | < / I(z)dx — (tjs1 —t;)1(t;)
a 7=0 =0 a 7=0
M—1 N—1
+ (tJ-H t ) (I(tj) - (SH-l )F(tj,31)>
7=0 1=0
M—-1
<e+ (tjy1 —tj)e=e(l+d—c)
j=0
In conclusione,
b M—1 N—1
(1) / I(@)de — Y (g1 —t5) > (sigr — si)Flty,s:) | <e(l+d— o).
a j=0 i=0

Consideriamo ora
la partizione P, generata dalle partizioni P,y e P[,q) definite sopra.
Siccome, per costruzione,
Plap) € pitt fine di Q4 ) e Ple,q) € pilt fine di Qc q),
abbiamo anche che
P & piu fine di Q.
Di conseguenza,

Z sup F' | — Z glfF <e.

R ep T RijeP 9
ora, siccome

1an //ny dz dy < Z supF ,
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Z inf F| < Z Z tit1 — )(SZ+1 )F(t],sz) < Z supF |,

Ri;E€P Ris j=0 =0 R, ep B
abbiamo che
M—-1N-1
(2) // x,y)dxdy — Z Z tjv1 — SZ_H )F(tj,si) <e.
Jj=0 =0

Ora, mettendo insieme (1) e (2), otteniamo

/RF(x,y)d:rdy—/abI(x)dx

Siccome € & arbitrario, abbiamo la tesi.

<(2+d-c).

Corollario 2. Siano R = [a,b] x [c,d] un rettangolo in R? ed F : R — R una funzione continua. Allora

// (z,9) dxdy—/ (/{fF(x,y)dw) dy.

w:fa,b) = R e v:la,b] = R
due funzioni continue su [a,b] tali che

Corollario 3. Siano

u(z) <wv(z) per ogni x € [a,b].
Sia D il dominio normale determinato da u e v,
D= {(:L’,y) €R? : a<z<b ulx)<y< v(x)}

Sia F : D — R una funzione continua su D. Allora

b v(x)
/ F(z,y)dedy = / (/ F(z,y) dy) dx.
D a u(z)



