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Teoremi di composizione
Parte positiva e modulo di una funzione di Sobolev

COMPOSIZIONE DI FUNZIONT W'P(I) cON FUNZIONT C!

Teorema 1. Sia G : R — R una funzione di classe C' tale che G(0) = 0.
Sia I un intervallo aperto e sia p € [1,00]. Allora, per ogni u € WYP(I), abbiamo che

G(u) € WHP(T) e (Gou) =G (u)u.

Dimostrazione. Siccome u € W'P(I), abbiamo che u € L>(I). Prendiamo una costante R > ||ul| foo(p).-
Siccome G’ : [-R, R] — R & continua, abbiamo che G’ & limitata su [—R, R]. Sia

L= [EHI%}I%] |G/ (z)].

Allora,
|G(z)| < L|z| per ogni =z € [—R,R].

Di conseguenza,

|G(u)| < Llu|

e quindi G(u) € LP(I) e G'(u)u’ € LP(I). Sia ora ¢, € C*(I) N WP(I) una successione di funzioni
che converge a u fortemente in W1?(I) e L>°(I). Siccome G & continua, abbiamo che

G(pn) = G(u)| < Llgn — ul,
e quindi G(py) — G(u) in LP. Analogamente,
|G (pn)ion — G (W] < |G (@n)le), — /| + |G (on) = G'(w)| || < Ly, = '] + G (pn) = G'(w)[w],

e la tesi segue dalla convergenza uniforme di |G'(p,) — G'(u)| a zero. O

CONVERGENZA FORTE E COMPOSIZIONI

Proposizione 2. Sia G : R — R una funzione di classe C' tale che G(0) = 0. Sia I un intervallo
aperto e sia p € [1,00]. Sia u, € WHP(I) una successione che converge fortemente ad una funzione
u € WYP(I). Allora, la successione G(uy,) converge fortemente in WHP(I) a G(u).

Dimostrazione. Osserviamo che u, € L*°(I) e che la successione u,, converge fortemente in L>°(I) alla
funzione u. Allora, esiste una costante R > 0 tale che

ullLeo(ry < R e Jupllpec(y < R per ogni n > 1.

Di conseguenza,
G'":[-R,R] - R

¢ limitata e uniformemente continua su [—R, R]. In particolare, poniamo

L= [I—nlg}}%] |G’ (x)].

La tesi segue dalle stime
|G (un) — G(u)| < Llun — ul.



|G (un)uy, = G ()| (un)tty, = G (un)t| + |G (un)u” — G (u)u/|
(un)lluy, = '] + |G (un) — G (u)[Ju]

Lluy, = /| + |G (un) = G ()|}

G’
G’

VAN VANIVAN

Osserviamo che possiamo assumere
U, — u puntualmente quasi-ovunque su I.

Siccome

|G (un) — G'(u)[[u] < 2LJu],

per il teorema della convergenza dominata, abbiamo che
|G’ (up,) — G'(u)||u/| — 0 fortemente in LP([).
Quindi,
Gup) = G(u) e G'(up)u, — G'(u)u’ fortemente in LP(I). O

Esercizio 3. Sia G : R — R una funzione di classe C* tale che G(0) = 0.
Siano I un intervallo aperto e p € (1,00). Mostare che se u, € WYP(I) converge debolmente a
u € WHP(I), allora G(u) converge debolmente a G(uy).

CONVERGENZA FORTE DELLE COMPOSIZIONI CON DIVERSE FUNZIONI C!

Proposizione 4. Consideriamo una successione di funzioni G : R — R tale che:
(a) G} e di classe C' per ogni k > 1;
(b) Gr(0) =0 per ogni k > 1;
(c) esiste una costante L > 0 tale che

|Gellee®) < L per ogni k> 1;

(d) esiste una funzione Lebesque misurabile G : R — R tale che

Gi(z) — G(x) per Lebesgue quasi-ogni = € R;

(e) esiste una funzione Lebesgue misurabile g : R — R tale che
Gi.(z) — g(x) per Lebesgue quasi-ogni = € R.
Allora, dati un intervallo aperto I C R, p € [1,00) ed u € WIP(I), abbiamo che:
(i) G(u) € WYP(I) e la sua derivata debole ¢ g(u)u';
(i) Gr(u) = G(u) fortemente in WYP(I) per k — +oo.
Dimostrazione. Per ipotesi Gi(u) — G(u) puntualmente quasi-ovunque, ovvero:
Gr(u(x)) — G(u(x)) per Lebesgue quasi-ogni x € R.
Inoltre, siccome G (0) = 0 e siccome le funzioni G sono L-lipschitziane abbiamo

Gr(u)| = [Gr(u) — G(0)] < Llul.



Allora, per il teorema della convergenza dominata
Gr(u) — G(u) fortemente in LP(I).
Analogamente, abbiamo che

G.(u(z))u'(x) — g(u(x))u'(z) per Lebesgue quasi-ogni z € R,

|G (w)u'| < Lu/].

Quindi, usando di nuovo il teorema della convergenza dominata, abbiamo che
Gi(u)u — g(u)u’ fortemente in LP(I).

Questo conclude la dimostrazione. ]

LA PARTE POSITIVA DI UNA FUNZIONE DI SOBOLEV

Teorema 5. Sia I un intervallo aperto e sia p € [1,00]. Allora, per ogni u € WYP(I), la parte positiva

. _ Ju(z) se wu(z) >0,
uy I >R, uy () .—{0 s ulz) <0,

e in WHP(I) e la sua derivata debole & data da (uy) = u'l {50
Dimostrazione. Sia g, : R — R una successione di funzioni tale che:
(a) gn € C*°(R) per ogni n ;

(b) 0 < g, <1 suR per ogni n;

1
¢) gn(x) =0 per ogni x < — e per ogni n;
(¢) gn(x) =0 per og e per og

2
(d) gn(x) =1 per ogni > — e per ogni n;
n

(e) la successione g, ¢ crescente e

n—00 1 se x> 0;

0 <0
IR i

Sia G, : R — R la funzione
Gn(x) = / gn(t)dt per ogni reR.

Allora, per costruzione
Gu(z) = G(z) e  Gh(z) = g(2),

per quasi-ogni x € R, dove

xz se xz>0; 1 se x>0
G(z) = e gx):=
0 se x<0. 0 se x<0.
A questo punto, la tesi segue dalla proposizione precedente. O



MODULO DI UNA FUNZIONE DI SOBOLEV
Corollario 6. Sia I un intervallo aperto e sia p € [1,00]. Allora, per ogni u € WHP(I),
lul e WH(I) e (Jul) = Lpsopu’ — Liucoyu.
Corollario 7. Sia I un intervallo aperto e sia p € [1,00]. Allora, per ogni u € WHP(I),
v =10y’ + Ly
In particolare, dato un insieme misurabile E C I, abbiamo che se
u=0 quasi-ovunque su F,

allora

! .
u =0 quast-ovunque su E.



