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Disuguaglianza di Poincaré-Wirtinger

Teorema 1. Siano Br C R? e w € H'(Bg). Allora,

1
—2/ lu(z) — MR|2dx < Cd/ \Vu|? da dove Mp ::][ u(z)de ,
R Br Br Br

e dove Cy é una costante dimensionale.

Dimostrazione. Sia y € Br. Definiamo

p(x) =ulx —y), ¢ : Br(~y) = R,

e osserviamo che possiamo scrivere I'insieme Br(—y) in coordiante polari come
Br(—0) = {(r, 6) : 0cdB,, re [O,Rg)}.

Per ogni

r = (r,0) € Br(~vy),
abbiamo la stima,
lp(r8) — ¢(0)] <

< [ 19¢l(st) s
0
Integrando in r e in 6 abbiamo

| @) —uwPdo= [ o= po)f
BR BR(fy)
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:/ / =Y o(r0) — p(0)|* dr do
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Ro r 2
g/ / rd=t (/ V| (s0) ds> dr df
aB, Jo 0
Re T
g/ / rd/ |Vp|?(s0) ds dr df
8B Jo 0
R Ry
z/ / rd/ |V|?(s0) ds dr df
0B,

2 d+1 Ry
< k) / / |Vp|?(s0) ds db,
d+1 Jop,

dove nell’ultima disuguaglianza abbiamo usato che

Rg 2R 1
/ rddr < / rddr = ——(2R)*+1.

/ 0-V(sh)ds
0

Ora, osserviamo che

fie fio |V50\ s9) a1 [Vel*(2) [Vul?(2)
9B, 9B, Br(~y) Br Y

Quindi abbiamo
2d+1 |Vu|2(x)
— 2d <—Rd+1/ —d
[ ) —up e < et [ e

e lT—y

Integrando in y, abbiamo

/ / ()P dedy < 2 Rd“/ / |V“| _ du dy
Br JBnr d+1 Br JBr |33—

il Rd“/ 7@/ |Vul|? dz
Td+1 B |7 —yl?t Br '
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Siccome

1 1
a7 dy S/ T Ay = dwaR,
/BR |z —yld! Br Y77}
d2d+1
/ / (y)?dxdy < |BR|R2/ |Vul|? d.
Br JBr d+1 Br
2
/ / |2dxdy—2/ lu(z) — Mg|".
|BR| BR BR BR

Mp = ]{BR (@) do

e |Br| = waR? otteniamo

Infine, usando l'identita

dove

otteniamo
/ |u(z) — MR|2dz < C’dRQ/ |Vu|? dr,
Br Br

con Cy = diHZd.



