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Lemma di Morrey

Teorema 1 (Lemma di Morrey). Siano Br C R? e u € H'(Bg).
Se esistono due costanti C >0 e a € (0,1] tali che

][ |Vu|? de < Cr2 =Y per ogni xy € Bry  ed ogni r < B2,
BT(IO)
allora u € C**(Brs) e

2
lu(z) —u(y)| < VC (Zd + a) lv —y|* per ogni x,y € Bry.

Dimostrazione. Fissiamo ora zg € Brjs (possiamo supporre che 2o = 0). Allora, abbiamo

][ u— ][ u= ][ [u(zo + rz) — u(zo + sz)] d
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In particolare, per ogni xo € Bp/g esiste il limite

L(zp) = lim u,
r—0 B,-(Io)

e per ogni r > 0, abbiamo che
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Osserviamo che, siccome u € L'(Bg) , quasi-ogni punto x € Bpr/s ¢ un punto di Lebesgue. Quindi

L(z) = lim u = u(zx) per Lebesgue quasi-ogni r € Bpys.
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Dimostreremo che L € CO""(BR/S). Supponiamo che x,y € Brj. Poniamo r = |z — y/| e calcoliamo

for™ o
B,.(z) B (y)

/ [u(x + z) —u(y + 2)] dz
B,

/BT dz/ol(y—x).Vu(x(l—t)+ty+z)dt‘

1
§|x—y|/B dz/ Vule(l— 1) + ty + )| de
- 0

1
= |z — y|/ dt/ |Vu(z(1 —t) +ty + 2)|dz
0 r

1
<l|z-— y|/ dt/ |Vu| = T/ |Vul
0 Bay () Bz ()
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Infine, per la disuguaglianza triangolare, abbiamo

Lo - Lol < (L@~ [ wl+ [ w- [ wlslim - [
Bw(l) BT(J) Br(y) Br(y)
< @r”‘ +24/Cr. + @ra
« o
2
= @(2‘1 + 7>r0‘
o
2
= \@(2‘1 + *)|x -yl
o
il che conclude la dimostrazione. O

Teorema 2. Siano Br C R? eu € HY(Bg). Se |Vu| € LP(BRg) per un qualche p € (d, +oc], allora u ¢ a-Hélder

in Bgr, dove

04:178.

d

In particolare, si ha linclusione
WP(Bg) c C**(Bg).

Dimostrazione. Osserviamo che se
/ |Vul|P de < 400,
Br

allora per ogni B,.(z9) C Br abbiamo

2 2
Vul2dz < |B,|*" 7 vul? ) < B VulP de ) w 2/Pp—2d/p.
> [ Dy > [ Dy d
B (zo) B,(z0) B, (z0)

Quindi, scegliendo
2
ro_ d
Cz(/ |Vu|pda:> wdg/p e a=1—-—,
By-(0) p

1
|Br| /B, (20)

abbiamo che
Vul? de < Cr=24/p — op2(1-a),

Corollario 3. Siano Br C R? e u € HY(Bg). Se |Vu| € L>(Bg), allora u ¢ Lipschitziana e

lu(z) = u()| < IVullp~ )27 e —y|  perogni  w,y € Bg.



Teorema 4. Siano d > 2 e p € (d,+00). Allora,
WHP(RY) € Lo(RY),
ed esiste una costante C > 0 tale che
lull s,y < Cllullwrir@ay — perogni  ue W' P(R?).

Dimostrazione. Sia u € WHP(R?). Per il Teorema 2 ed il Lemma di Morrey, abbiamo che u & continua e che
per ogni z,y € R%.
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Sia ora zo un qualsiasi punti in R%. Allora,
1 1 1
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