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Teorema di Gagliardo

DISUGUAGLIANZA DELLA TRACCIA IN Ri

In questa nota useremo la notazione

Ri = {x = (2/,xq) €eR? : 2/ e R 2y > O}.

Lemma 1. Sia ¢ € C’(Ki) NCHRYL) una funzione definita su R%L. Allora,

/ o(2',0)dz’ < / V| de.
Rd—1 R4

+

Dimostrazione. Sia x' € R%~1. Allora, per ogni 7 € (0, 1), abbiamo

—+o0 —+o0
o(a,0) < / Bap(a xa)| da < / Vol (2, 2q) dig
0 0

Integrando in z’, abbiamo la tesi. O
Lemma 2. Sia ¢ € C’(Ri) NCHRYL) una funzione definita su R%L. Allora,
/ ©*(x’,0)da’ < / <p2dz+/ |Ve|? da.
Rd—1 RY R

Teorema 3 (Teorema della traccia). Sia u € H'(R%). Allora, u € L*(R41) e

/ uQ(x’,O)dx’S/ uzdx—k/ |Vu|? dx.
Ri-1 R R

DISUGUAGLIANZA INTEGRALE DI MINKOWSKI

Teorema 4. Siano X C R™, Y C R" due insiems di misura finita e
F:XxXY =R

una funzione, misurabile, limitata e positiva. Sia p > 1. Allora

([ roms)f ) = (v o

Dimostrazione. Definiamo

u(z) := /YF(w,y) dy.
Allora,

/)((LF(x,y)dy>pdx§/)(u(x)plL (2, dydx_/x/yu VL E (2, y) dy da

il che conclude la dimostrazione. U



DISUGUAGLIANZA DI HARDY INTEGRALE

Teorema 5. Sia f: Ry — Ry una funzione misurabile, positiva ed a supporto compatto in [0, +00). Siap > 1.

Allora,
/0+°° (i /OI f(s) d5>p dx < (ppl)p/oﬁo F(2)P da.
/Oﬂo (i /Om f(s) ds>p dx = /OHO </01f(tx)dt)p dz

Quindi, per la disuguaglianza integrale di Minkowski,

(/Oﬂo <glc /Ox f(s) ds>p dx)l/p = (Am (/01 f(tz) dt>p dg;)
< /O1 (/Om f(tx)? dt) " dx
[ f(s)pdsy/p s

“+o0 1/1’
pfl</0 f(s)pds) : O

Dimostrazione.

1/p

TEOREMA DI GAGLIARDO

Teorema 6. Sia u € H'(R%). Definiamo la funzione v € L*(R*™1) come

v(z') = u(a’, xq).

y,)|2 d /d /< 8d 2
T Yy < 8dwg |Vu|® de,
Rd—1 JRd—1 | R

+

Allora,

dove wy ¢ il volume della palla unitaria in Rd.

Dimostrazione. Osserviamo che

v(y x') (' +20) —w 2
/ / ‘ — /d /dy / / /)d ( )| d.’L‘ldh/.
Rd-1 JRd-1 |y | Rd-1 JRd-1 V|

Inoltre, per la disuguaglianza triangolare, abbiamo

oz’ +20) —v(2)| < Ju(@’ + 28/, 0) —w(z’ + I, [W])] + Ju(@’ + B, [B']) — u(a’,0)].

Di conseguenza,

o(a' +20) —v(@)]® lu(’ +20,0) —u(z’ + K, W),
dr'dh’ = d'dh
/Rd /R . [ g /R/R, ] v
.%‘ +h/ |h'|)—u(x’,0)|2 / /
dx'dh
/Rd / . ] v

2
= 2/ / CL’ + h/ |h/|) — u(xl70)| dh' dx’.
Rd—1 Rd—1 ‘h/‘d
In coordinate polari, abbiamo

Jua’ + 1 W) —u(@ O)° 2 Juta! 400 r) —u@ O
dh’ = dr do
Rd—1 |h/|d §d-2 r2




Osserviamo che

lu(x + 70", r) —u(z’,0)| =

O [u(a" +6't,t)] dt ’ < / |Vu|(z' +0't,t)dt
0 0

Di conseguenza,

Rd—1 JRd—1 |h/|d Rd—1 si—2 Jo

Usando la disuguaglianza di Hardy, otteniamo

/ 1
0
Q.i.

Y Foo
/ / ule’ + 1, |1) = uld, OF g <4/ dz’ / / Vul?(a’ +0't, 1) dt d’
Rd—1 JRd—1 |h| R4—1 Sd-2

§4dwd/ |Vul|? dz. O
Rd

+

2
/\Vu|m—|—0tt)dt dr do’

2 +00
dr < 4/ |Vul|?(2" + 0't,t) dt .
0

/ Vul(2/ + 0t ) dt
0

Corollario 7. Siano p € (1,+00) e Q un insieme aperto, limitato e di classe C* in R, Allora, esiste una
costante dimensionale C > O tale che

/BQ /ag \y — x/|d )P do’ dy' < CdeuHLP(Q per ogni u € lep(Q) .

NON TUTTE LE FUNZIONI LP(9)) SONO TRACCE DI FUNZIONI IN WP ()

Proposizione 8. La funzione

w(z,0) = 1 se x€(0,1);
10 se xe(—1,0),

non ¢ la traccia di una funzione di Sobolev v € H*(R%).

Dimostrazione. Basta osservare Che

2 0 _
[ s [ Qa0 UOR [0, [0 ue0) - )
|=’E*y| 1 -1 |z — y|
0 0 dy
= dm/
/1 -1 |$—y|2
0
- el(i-)
1 z xz+1
/0 dzx n
= 00
1 o(l+z)

La conclusione segue dal teorema di Gagliardo. O
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