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Spazi di Sobolev - domande frequenti
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ANALISI FUNZIONALE — SPAZI DI BANACH, SPAZI DI HILBERT, SPAZI LP

Lo spazio duale di uno spazio di Banach: definizione, norma e completezza (capitolo 1, parte 1.2).

Disuguaglianza di Clarkson e teorema di rappresentazione di Riesz: il duale di L?, p € (1,+00) & L9, con
q= % (capitolo 1, parte 1 e parte 1.1).

Ogni successione limitata ammette una sottosuccessione debolmente convergente (cap. 1, parte 2, teo 8).
Semicontinuita della norma L? rispetto alla convergenza debole e teorema di Radon-Riesz (cap.1, parte2).
Teorema di Hahn-Banach (capitolo 1, parte 2.1).

Gli sottospazi chiusi di uno spazio di Banach sono chiusi rispetto alla convergenza debole (cap.2 - 10.1).
Le successioni debolmente convergenti (in uno spazio di Banach) sono limitate (capitolo 1, parte 2.2).

Un operatore T : H — H € continuo se e solo se I'immagine di ogni successione debolmente convergente
& una successione debolmente convergente (capitolo 3, parte 8, teorema 7).

Operatori compatti T : H — H - definizioni equivalenti (capitolo 3, parte 8, teorema 11).

Teorema spettrale per operatori compatti autoaggiunti (capitolo 3, parte 8).
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FUNZIONI DI SOBOLEV DI UNA VARIABILE

Teorema di rappresentazione delle funzioni di Sobolev (capitolo 2, parte 4): Per ogni u € WP (I) esiste
una funzione continua u : I — R tale che u = u quasi-ovunque in I e

y
u(y) — u(z) = / u'(t)dt  perogni  m,ye€l.

Traslazioni e caratterizzazione dello spazio W1?(R) (capitolo 2, parte 5): Data una funzione u € LP(R)
con p € (1,+00), sono equivalenti:

(1) ue WHP(R);

(2) esiste una costante C' > 0 tale che:

lu(z + h) — uw(@)| 2@ < C|h| per ogni heR.

Teorema di estensione da WP (a,b) a WP(R) (capitolo 2, parte 6): Dati un intervallo aperto limitato
ICRepe (1,4+), per ogni u € WHP(I) esiste 1 € WHP(R) con le seguenti proprieta:

u=u su I; Il Loy < CllullLe(ry ; @] ey < Cllullwrrry -

Approssimazione delle funzioni in W1P(R) con funzioni regolari (capitolo 2, parte 7): Per u € WHP(R),
p € (1,+00), esiste una successione u,, € C°(R) tale che u,, — u in WHP(R).

Limitatezza delle funzioni WP (I) (capitolo 2, parte 8, teorema 2 mnel caso p € (1,+0c0)): Sia I un
intervallo aperto in R e sia p € (1, +00). Allora, WYP(I) C L>(I) e

llullL=(ry < Cllullwre(r) per ogni u € Wl’p(I).

Inoltre, se I & limitato, allora le successioni limitate in W1? (p > 1) sono compatte in L (capitolo 2,
parte 8, teorema 4 e teorema 7).

Prodotto tra funzioni di Sobolev (capitolo 2, parte 8.1): Se u € WhP(I) e v € WHP(I), con p € (1, +00),
allora uv € WHP(I) e (uwv) = u'v + uv'.

Parte positiva di una funzione di Sobolev (capitolo 2, parte 9, parte 9.1): Dimostare che se u € WP (I),
allora per ogni funzione G € C*, G(u) € Wh?(I). Di conseguenza, uy € WhP(I) e (uy) = Lysoy '

Gli spazi Wy (I) (capitolo 2, parte 10). Definire W, *(I) e mostrare che una funzione u € W(I) & in
WyP(I) se e solo se & zero negli estremi di I.

Serie di Fourier e gli spazi H! ed H} su un intervallo limitato (capitolo 2, parte 15).
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SPAZI DI SOBOLEV IN DIMENSIONE SUPERIORE
Densita delle funzioni C> in W?(R%) (capitolo 3, parte 4).

Teorema di Rellich:
e per funzioni in WP(R%) a supporto in B (capitolo 3, parte 5);
e per funzioni in Wy () con € limitato;
e per funzioni in Wy (Q) con Q di misura finita (capitolo 3, parte 15.1).

Teorema di estensione 1. Per ogni u € W1P(Bg), p € (1,+00), esiste una funzione 1 € WP(R?) tale
che: w =w in BR; u= 0 in Rd \ BQR; ||V17||Lp(Rd) S C[LP(HUHLP(BR) + HquLT’(BR))'

Teorema di estensione 2. Siano p € (1, +00) ed @ C R un insieme aperto e limitato di classe C'!. Allora,
per ogni u € WP(Q) esiste una funzione u € W1P(R?) che estende u ed ¢ tale che

IVall Lo ray < Cap(llullLr(say + IVl Losr))-
Disuguaglianza di Poincaré-Wirtinger: su palle e su insiemi regolari (capitolo 3, parti 12 e 12.1).
Disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg-Sobolev (immersione di W?(R%) in LP*(R?) per p < d).

Immersione di Sobolev nel caso critico p = d:
o WHd(RY) c LY(R?) per ogni ¢ > d;
e Non esiste una costante C' = C(d) tale che: [|u| poc gy < Cllullyr.agay per ogni  uw e WHI(R?).

Teorema della traccia in Bg.
Teorema della traccia in insiemi di classe C.
Lemma di Morrey; continuita e limitatezza delle funzioni W' (R9) nel caso p > d.

Teorema di Gagliardo, disuguaglianza integrale di Hardy e disuguaglianza integrale di Minkowski.
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