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COMPOSIZIONE DI FUNZIONI DIFFERENZIABILI

Teorema 1. Siano v : R — R™ una funzione differenziabile nel punto to € R e u : R® — R una funzione
differenziabile in y(tg). Allora la funzione composta uo~: R — R ¢& differenziabile (derivabile) in ty e

(uo ) (to) =+ (to) - Vu(y(to)).
Dispostrazione: Supponiamo per semplicita che n = 2 e scriviamo
1) = (z(t),y(1) e ()= (z0,%0)-
Siccome, u ¢ differenziabile in (xg,yo) abbiamo che la funzione
e(H, K) = u(wo + H,yo + K) — [u(wo,y0) + H d,u(wo,y0) + K 0,u(wo, y0)

sia tale che
. e(H, K)
lim ——— =0
(H,K)—(0,0) VH? + K2

Ora, usando questa identita, calcoliamo

1 [u(w(to + h),y(to + h)) — u(z(to), y(to))} =

- {u((x(to +h) — o) +x0, (y(to+h)—yo) + yo) - u(mo,yo)}

S

(z(to + h) — z(to)) Deu(zo,yo)
+ %(y(to + h) — y(to)) 8yu(m0, yo)

el +h) = (to). ylto +h) — ylto) ).

Siccome z e y sono differenzibili in ¢y, abbiamo che

o1
lim > (a(to + h) = 2(to)) deu(wo, yo) = ' (to) Dsu(o, o)

. 1 /
}ng% 7 (y(to + h) —y(to)) Oyu(xo, yo) = y'(to) Oyu(zo, yo) -

Quindi, dobbiamo solo dimostrare che

1
lim —E(x(to R) — a(to), ylto + h) — y(to)) ~0.
h—0 h

Prima, osserviamo che

tim 2e (2(to + ) — (o), ylto + 1) — y(to) )

5 E(a?(to + h) —x(tg), y(to + h) — y(to))

= lim % (z(to +h) — x(to))2 + (y(to + h) — y(to))

. V(@lto +h) — alte))* + (ylto + 1) — y(to))*
La differenziabilita di x e di y implica che
1) tim /(210 + 1) — (1)) + (yto + 1) — y(10))” =/ ((10))” + (' (10))’

Ora siccome le funzioni = e y sono anche continue, abbiamo che

lim (a:(to Y h)— a:(to)> —0 e lim (y(to +h) - y(to)> ~0.

h—0 h—0
Di conseguenza,

_ s(m(to Fh) —a(ty), ylto + ) — y(to))
) M 2 2
V (@lto +h) — 2(t0))” + (ylto + h) — y(to))

Mettendo insieme (1) e (2) otteniamo

lim 1 (a(to + h) — 2(t0)  y(to + h) — y(t0)) = 0. 0

=0,

1



ESERCIZI

Esercizio 2. Siano
~(t) = (t + costsin(t?), t* + e — 1),

F(z,y) = coszsiny + sin(zy?).
Calcolare

Esercizio 3. Siano

y(t) = (t + (lnt)Z,t?’),

F(z,y) =In (zy + sin(z — y)).
Calcolare

ot
Esercizio 4. Siano
~(t) = (cos(t +t%), sin (t2) )7

F(z,y) = z%e¥.
Calcolare

2| Fe).

Esercizio 5. Siano

~(t) = (cos(tQ) , sin (t +t*) ),

F(z,y) = ye”.
Calcolare

o, Fe).

Esercizio 6. Siano
y(t) = (t+t2, t+sin3t),

e
F(z,y) = x cos(3y) + y cos(2z).
Calcolare 9
— F((t
o1, f (1)

Esercizio 7. Siano
~(t) = (et —cost, sin(t + 152)>7

e
F(2,y) = = + sin(2y) + sin(zy) + sin(2®y?) + sin(z°y°).
Calcolare 5
9l F @)

Esercizio 8. Siano
~(t) = (t cost, cos t)7

F(z,y) =Iny + zsin(zy) Iny.
Calcolare



