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Seno, coseno e

Abbiamo gia fatto vedere che le funzioni
u(x) =cosx e wv(x)=sinz,

sono derivabili su R e sono le uniche due funzioni derivabili tali che

u'(z) = —v(z),
V() = u(x),
u(0) =1,

v(0) = 0.

Teorema 1. Esiste almeno un numero reale x > 0 tale che u(x) = 0.
T
Definizione 2. 5= min{z >0 : cosz = 0}.
Teorema 3. Dimostrare che, per ogni x € R, valgono le identita
e cos(—x) =cos(z) e sin(—zx)= —sinz;
(3-7)=+ »(3-)
ecos|-—x)=sinx e sin(-—x)=cosx;
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e cos(m+x)=—cosz e sin(m+z)=—sinz;
e cos(2mr+x) =cosx e sin(2rm+x)=sinz.
In particolare, sin e cos sono funzioni 2m-periodiche su R.

Corollario 4. Per ogni coppia di punti z,y € R tali che 2% + y?> = 1 esiste un unico 0 € [0,27) tale
che cos@ =a esinf = 0.

Lunghezza di una curva

Una curva piana € una funzione (t) = (z(¢),y(t)) definita su un intervallo Z = [a, b] e tale che le
funzioni x : Z — R e y : Z — R sono continue. Ricordiamo che una partizione dell’intervallo [a,b] ¢ un
insieme finito P di punti distinti di [a, b]:

P={to<ti1 <tag<t3g<- <tp_1<ty}

tale che
to=a e t, = b.

Per ogni partizione P definiamo

L) = S0/ ati) — (1)) + (k) -yt 1))’
k=1

Lemma 5. Sia v(t) = (z(t),y(t)) una curva definita su [a,b] e siano P e Q due partizioni di |a,b].
Dimostrare che se Q é piu fine di P (P C Q), allora L(Q) > L(P).



Definizione 6. Diciamo che la curva ha lunghezza finita, se l’'insieme

{L(P) : P ¢ una partizione di [a,b]}

e limitato superiormente. Se questo é il caso, la lunghezza della curva é
L(v;[a,b]) = sup {L(P) : P & una partizione di [a, b]}

Teorema 7. Sia Z un intervallo aperto e siano x : T — R ey : T — R due funzioni derivabili su T
con le due derivate che sono funzioni continue su Z. Allora, per ogni intervallo |a,b] C I, la curva
v(t) = (z(t),y(t)), definita su [a,b] é di lunghezza finita e si ha

b
Ly [a,B]) = / VIO D)

Dimostrazione:
Parte 1. Calcolo di L(P). Sia P = {tp < t; < --- < t,} una partizione di [a, b]. Per il teorema di
Lagrange, per ogni 1 < k < n, esistono punti z; e wy tali che

a:(tk) — l‘(tk,ﬁ
tp — tp—1

to1 < 2 < tg e 2 (z,) =

y(te) = y(te—1)

le—1 < wg < tg e Y (wg) =
le — th—1

Ora calcoliamo L(P)

= Z \/(Sv(tk) — ot 1)’ + (y(t) — y(te))”

= Z V(@' (te — te—1)% + (v (wi))?(tg — tg—1)?

= Z(fk — tr)V (@ (20)% + (¢ (wp))?
p)

Parte 2. Assoluta continuita.
V@ (07 + (7 (wi)? = V@ (207 + (o ()|

(@)% + (' (@))?) = (@ (2% + ' (z))?)|

V)7 + (w0 + (@ (20 + (o (o) P

]( (wp))? - <y< >>]

T V@) T W)+ (/' (2x))?

\(y’(wk» <y (1))

Y (wg)) \/‘(y/('zk

/

R

"(wr) + 9 (2k)

b b
_I(y’(wk)\ﬂy(zk)!}( ) y(k)‘ﬁ‘y( k) y(k)‘

Ora, siccome 3’ & una funzione continua sulll’intervallo chiuso e limitato [a, b], ¢’ & anche assoutamente
continua, cioe

per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che:
se s,t € [a, b] sono tale che |s —t| <4, allora [y/(s) — ¢/(t)| < 4.



In particolare, se P & una partizione tale che
ty —tpe_1 <0 per ogni k=1,...,n,

allora si ha che |y/(z;) — ¢/ (wg)| < € per ogni k, e quindi

n

L(P) = > (tr — tim)V/ (@' (z1))2 + (¢ (20))? | < (b~ a)e.

k=1

Parte 3. La curva 7 ha lunghezza finita. Sia Q una qualsiasi partizione di (a,b). Sia P = {sg <
s1 < 83 < -+ < 8p, } una partizione di [a, b] piu fine di Q e tale che s; —s;_1 < ¢ (dove ¢ ¢ la costante
data dall’assoluta continuita di y'). Si ha quindi che

L(Q) < L(P).
Ora, consideriamo la funzione (continua)
Frla bl =R, f(t) = V(@ 1)+ (y(1)>

La funzione f & quindi integrabile (secondo Riemann) su [a, b]. In particolare, per ogni € > 0 esiste una
partizione P’ tale che

S<P/) - S(P,) <eg,

dove S(P’) e s(P’) sono la somma superiore e inferiore di Riemann. Prendiamo ora la partizione
P"” =P'UP e supponiamo che

P//:{t0<t1 <ty < --'<tn}.
Osserviamo che P” sia piu fine sia di P che di P’. Quindi
L(Q) < L(P) < L(P") e S(P") —s(P") < S(P') —s(P) <e.

Ora, applicando i risultati di Parte 1 e Parte 2 (relativi alla partizione P”), abbiamo che

n

L(P") = (tk — th-1)f (k)

k=1

< (b—a)e.

D’altro lato abbiamo che )
s(P) < [ fde < (P

n n

s(P") = (ty — tr-1) [ min £ <> (ty —te1) f(2k) < Y (tk — tr1) max f = S(P").
k=1

te—1,t te—1,t
k=1 k 1’k] k=1 [k: 1’]9]

Di conseguenza,
n

b
JRECED SUSIEY

k=1

<€,

e quindi

n

L(P") = > (tk — te—1)f(21)
k=1

n

b
Z(tk_tk—l)f(zk)—/ f(t)dt

k=1

’L(P”) - /abf(t)dt' < + < (1+b—a)e.

Questo implica che
b
L(P") < / f)dt+ (1 +b—a)e.
Di conseguenza, anche

b
L(Q) < / f)dt+ (1 +b—a)e.
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Siccome la partizione iniziale ) era arbitraria, si ottine che 'insieme
{L(Q) : @ partizione di [a,b]},

¢ limitata superiormente. Di consequenza, la curva v : [a,b] — R ha lunghezza finita.
Parte 4. Conclusione. Sia ora L(y) la lunghezza della curva v : [a,b] — R e sia @ una partizione
tale che

L(y) = L(Q) <.

Ripetendo la costruzione di Parte 3, troviamo una partizione P” tale che

0<L(y) = L(P") < L(7) - L(Q) <,

‘L(P”) — /ab f(t)dt‘ <(1+b—a)e.
Di conseguenza,
ﬁwwif}mwkquw—L@%Hﬂuwv—lﬂum4s@+b—@a

Siccome € > 0 ¢ arbitraria, otteniamo

v~ [ rwar=o,
il che conclude la dimostrazione. O
Corollario 8 (La lunghezza di un arco di cerchio). Sia v(t) = (cost,sint). Allora,
L(v;[0,0]) =6 per ogni 6 > 0.

In particolare, L(~;[0,27]) = 2.



